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Vorwort. 


Zu  der  Abfassung  des  vorliegenden  Werkes  bin  ich  veranlasst 
worden  durch  das  mir  in  meinem  Amte  mehrfach  entgegengetretene 
Bedürfniss  nach  einem  Buche,  welches  geeignet  ist,  die  Studirenden 
der  Mathematik  und  Physik  soweit  in  die  Grundlehren  und  Me- 
thoden der  allgemeinen  Mechanik  einzuführen,  als  diese  in  den 
Vorlesungen  über  die  einzelnen  Theile  der  theoretischen  Physik  zur 
Anwendung  kommen  und  als  bekannt  vorausgesetzt  werden  müssen. 
Ausserdem  habe  ich  gemeint,  dass  bei  der  immer  wachsenden  Be- 
deutung, welche  theoretisch -physikalische,  speciell  mechanische  Be- 
trachtungen in  den  verschiedensten  Gebieten  der  Naturwissenschaft 
gewinnen,  dem  Chemiker,  Mineralogen,  Physiologen  u.  s.  f.  ein  Buch 
willkommen  sein  möchte,  welches  die  analytische  Mechanik  nicht 
nach  ihren  mathematischen,  sondern  nach  ihren  physikalischen  Be- 
zielmngen  behandelt,  in  knapper  Form  alles  für  das  Verständniss 
und  die  Anwendung  Wesentliche  bietet  und  doch  nur  geringe  mathe- 
matische Vorkenntnisse  des  Lesers  erfordert.  Denn,  wie  der  Name 
,,elementare  Mechanik*'  andeuten  soll,  wird  in  dem  vorliegenden 
Werk  nur  der  Inhalt  der  gewöhnlichen  einleitenden  Vorlesungen 
über  Infinitesimalrechnung  und  analytische  Geometrie  vorausgesetzt, 
von  der  Theorie  der  Reihen,  der  Differentialgleichungen,  der  Poten- 
tiiilfunction,  der  elliptischen  Functionen  u.  s.  w.  aber  kein  Gebrauch 
«gemacht. 

Der  Zweck,  durch  die  Entwickelung  der  Grundgesetze  der 
Mechanik  in  das  Studium  der  theoretischen  Physik  einzuführen,  hat 
die  Form  des  Buches  bestimmt.  Von  der  Vollständigkeit,  welche 
t'in  Handbuch  der  Mechanik  zu  zeigen  hat,  musste  durchaus  abge- 
sfdien  und  in  jeder  Hinsicht  nur  eine  Auswalil  gel)oten  werden.  Die 
Ablritiing  der  Grundgleichungen  für  die  Bewegung  von  Massen- 
puukten,  von  starren  und  von  nicht  starren  Körpern  ist  auf  möglichst 


IV  Vorwort. 

directe  und  anschauliche  Weise  vorgenommen  und  jede  Auseinander- 
setzung über  andere  zu  ihnen  führende  Wege,  wie  über  die  hiermit 
im  Zusammenhang  stehenden  allgemeinen  mechanischen  Principien, 
ist  unterlassen.  Von  Anwendungen  sind  besonders  solche  bevorzugt, 
welche  eine  praktische  Bedeutung  haben,  z.  B.  die  Theorie  wichtiger 
physikalischer  Messinstrumente  liefern.  Bei  allen  ist  ein  grosser 
Werth  auf  die  Discussion  der  theoretischen  Kesultate  gelegt,  um 
sowohl  zu  zeigen,  welche  Fragen  an  dieselben  gestellt  werden  können, 
als  auch,  wie  ihre  Beantwortung  zu  finden  ist.  Eine  Keihe  von 
Nebendingen,  welche  dem  Anfänger  leicht  Schwierigkeiten  bieten, 
aber  gemeinhin  übergangen  werden,  wie  das  doppelte  Vorzeichen  in 
Differential-  und  Integralgleichungen,  das  Gültigkeitsbereicli  von 
Lösungen  und  dergl.,  sind  mit  Ausführlichkeit  besprochen,  um  den 
Leser  zu  veranlassen,  sich  über  jeden  gethanen  Schritt  vollständige 
Klarheit  zu  verschaflen. 

Die  Beschränkung  hinsichtlich  der  Anwendung  der  Hülfsmittel 
der  Mathematik  hat  besonders  im  dritten  Theil,  der  Mechanik  nicht- 
starrer Körper,  zu  einer  von  der  gebräuchlichen  theilweise  ab- 
weichenden Darstellung  geführt.  Da  die  Theorie  der  jiartiellen 
Differentialgleichungen  nicht  vorausgesetzt  werden  sollte,  so  war  es 
nöthig,  sowohl  in  der  Dynamik  idealer  und  reibender  Flüssigkeiten, 
wie  in  der  Statik  der  elastischen  Körper  von  der  Betrachtung  un- 
endlicher Körper  auszugehen,  für  diese  ein  System  von  j)arti- 
culären  Lösungen  der  bezüglichen  Differentialgleichungen  aufzu- 
stellen und  den  Uebergang  zu  endlichen  Körpern  dadurch  vor- 
zunehmen, dass  Oberflächen  aufgesucht  wurden,  welche  bei  Annalinie 
dieser  Lösungen  unter  gewissen  Umständen  ihre  Begrenzungen  bilden 
können.  Wurde  durch  diese  Methode  die  Behandlung  einiger  wich- 
tiger Probleme,  z.  B.  der  Biegung  eines  elastisclien  Stabes,  un- 
thunlich,  so  ergaben  sich  dafür  andererseits  interessante  und  lehr- 
reiche Beziehungen  zwischen  gewissen  Problemen  der  Elasticitäi 
und  der  Hydrodynamik,  die  bei  der  gewöhnlichen  Darstellung  niclit 
so  lebendig  hervortreten. 

Von  Quellenangaben  bezüglich  der  behandelten  Probleme  oder 
der  gewählten  Darstellung  habe  ich  vollkommen  abgesehen;  die- 
selben hätten  bei  der  so  ausgedehnten  Literatur  über  Mechanik  das 
Buch  unverhältnissmässig  belastet  und  erschienen  mir  um  so  mehr 
überflüssig,  als  jeder  Leser,  der  in  dieses  Gebiet  tiefer  eindringen 
will,  zu  einem  der  grossen  Handbücher  über  Mechanik  greifen  wird, 
in  denen  sich  ausführliche  Literaturverzeichnisse  finden. 


Vorwort  V 

Hier  will  ich  nur  hervorheben,  dass  die  „Einleitung  in  die  theo- 
retische Physik"  betitelten  Vorlesungen  meines  verehrten  Lehrers 
F.  K.  Neumann  (Leipzig  1883),  welche  in  einem  engeren  Bereich 
nahe  dasselbe  Ziel  verfolgen,  wie  meine  Arbeit,  mir  vielfache  An- 
regungen und  hinsichtlich  der  Anwendung  der  mechanischen  Glei- 
chungen auf  die  Theorie  physikalischer  Messinstrumente  auch  di- 
recte  Vorbilder  geliefert  haben.  ^  Andererseits  habe  ich  die  Vorzüge 
neuerer,  theilweise  vereinfachter  Darstellungsweisen,  die  sich  in  den 
Vorlesungen  von  A.  Clebsch,  C.  Neümann,  G.  Kibchhoff  und  An- 
deren linden,  möglichst  auszunutzen  gesucht  Eigenes  zu  geben  bot 
sich  natürlich  in  einem  so  unendlich  viel  angebauten  Gebiete  nur 
selten  Gelegenheit,  am  meisten  noch  im  letzten  Theil,  der,  wie  oben 
gesagt,  für  die  besonderen  Ziele  dieses  Buches  eine  besondere  Dar- 
stellung verlangte;  vielleicht  erweckt  die  Behandlung  der  elastischen 
Schwingungen  unter  consequenter  Benutzung  der  von  Riemann  in 
seiner  Arbeit  „Ueber  die  Fortpflanzung  ebener  Luftwellen  von  end- 
licher Schwingungsweite"  (Abb.  der  Gott  Ac.  d.  Wiss.  VIII,  186Ü) 
zuerst  mitgetheilten,  äusserst  anschaulichen  Integrationsmethode  das 
Interesse  auch  des  Fachmannes.  Im  Uebrigen  konnte  meine  Auf- 
gabe nur  sein,  aus  der  Fülle  des  Materiales  Passendes  auszuwählen, 
durch  Anordnung  und  Darstellung  das  Interesse  an  dem  Gegen- 
stand zu  wecken  und  das  Verständniss  der  Entwickelungen  zu  er- 
leichtern; ich  habe  mich  derselben  mit  grosser  Liebe  unterzogen 
und  hoffe,  das  gesteckte  Ziel  nicht  ganz  verfehlt  zu  haben. 

Den  Herren  Dr.  P.  Dbude  und  Dr.  F.  PocKEiiS,  welche  mich 
bei  der  Correctur  des  Satzes  treulich  unterstützt  haben,  sage  ich  für 
ihre  Hülfe  herzlichsten  Dank. 

*  Leider  sind  diese  Vorlesungen  in  so  fehlerhafter  Gestalt  herausgegeben 
worden,  dass  man  Hedenken  tragen  muss,  Anfänger  auf  sie  zu  verweisen. 

Göttingen,  im  Juli   1889. 

W.  Voi^-t. 


Vorwort  zur  zweiten  Auflage. 


Der  Grundplan  meiner  „elementaren  Mechanik"  ist  für  dio 
zweite  Auflage  ungeändert  beibehalten  worden.  Die  von  mir  seit 
dem  erstmaligen  Erscheinen  des  Werkes  gemachten  Erfahrungen 
haben  mich  in  der  früher  vertretenen  Ansicht  nur  bestärkt,  dass  es 
sich  bei  der  Einführung  in  eine  Disciplin  empfiehlt,  einen  ein- 
zigen, möglichst  anschaulichen  Weg  der  Entwickelung  con- 
sequent  zu  verfolgen  und  die  anderen,  gleichviel  wie  interessanten, 
gänzlich  bei  Seite  zu  lassen.  Ist  auf  diese  Weise  das  Gebiet  ein- 
mal vollständig  durchgearbeitet,  so  wird  ein  späteres  Studium  an- 
derer Darstellungs weisen  kaum  mehr  verwirren. 

Die  früher  mit  Rücksicht  auf  ihre  praktische  Bedeutung  aus- 
gewählten Anwendungen  der  allgemeinen  Theorie  sind  beibehalten 
und  nur  um  zwei  vermehrt  worden  (s.  S.  110  und  529).  Die  Auf- 
nalinic  der  letzteren  von  ihnen  in  die  erste  Auflage  war  nach  dem 
obigen  Vorwort  nur  deshalb  unterblieben,  weil  das  bezügliche  Pro- 
blem eine  von  den  anderen  gebrachten  Elasticitätsproblemen  merk- 
lich abweichende  Behandlung  verlangt  und  sich  daher  in  die  Dar- 
stellung nicht  recht  einfügen  wollte.  Die  Ueberlegung  seiner  <::rossen 
praktischen  Wichtigkeit  hat  mich  veranlasst,  nach  einem  Wege  zu 
sudien,  um  es  ungezwungen  den  übrigen  anzugliedern. 

Die  neue  Auflage  unterscheidet  sich  somit,  abgesehen  von  der 
selbstverständlichen  Berichtigung  hervorgetretener  Fehler  und  Un- 
genauigkeiten,  von  der  ersten  wesentlich  nur  in  der  Form.  Es  ist 
versucht  worden,  die  Verständlichkeit  durch  stellenweise  sehr  er- 
weiterte Darstellung,  die  Uebersichtlichkeit  durch  Zerlegung  einzelner 
etwas  langer  Paragraphen  in  mehrere  zu  erhöhen;  in  einer  neu  hin- 
zugefügten Einleitung  sind  einige  wichtige  allgemeine  Ueberlegungen, 
die  ehedem  im  Texte  zerstreut  waren,  zusammengefasst  und  vervoll- 
ständigt, um  so  nachdrücklicher  zu  wirken.  Ich  darf  hoffen,  dass 
die  Brauchbarkeit  des  Buches  hierdurch  gewonnen  hat. 

Die  Herren  Proff.  Pockels  und  Wiecheut  haben  mich  bei  der 
Durchsicht  der  Druckbogen  in  der  liebenswürdigsten  Weise  unterstützt. 

Göttin *(en,  im  Octoher  liKM). 

W.  VoIs,-t. 
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1.  Charakter  der  Darstellung.  In  der  Darstellnng  der  Mechanik 
lassen  sich  zwei  verschiedene  Richtungen  unterscheiden,  die  man  in 
ihren  consequentesten  Vertretern  einander  als  mathematische  und 
physikalische  gegenüberstellen  kann. 

Die  erstere  Richtung  betrachtet  als  die  Aufgabe  der  Mechanik 
die  analytische  oder  geometrische  Untersuchung  der  Eigenschaften 
eines  gewissen  Systemes  von  Differentialgleichungen,  deren  oft  nur 
loser  Zusammenhang  mit  gewissen  aus  den  Beobachtungen  ge- 
schlossenen Gesetzen  zwar  den  Namen  des  betreflfenden  Gebietes 
bedingt,  aber  im  Uebrigen  eine  Wesentliche  Rolle  nicht  spielt  Die 
verschiedenen  Theile  der  Mechanik  werden  nach  den  Gestalten  dieser 
Gleichungen  gesondert,  die  Statik  wird  demgemäss  der  Regel  nach 
von  der  Dynamik  getrennt  und  ihr,  als  auf  einfacheren  Gleichungen 
beruhend,  vorausgestelli  Die  speciellen  Probleme  werden  zu  er- 
heblichem, vielleicht  zu  überwiegendem  Theil  nicht  der  Erfahrung 
entnommen,'  sondern  meist  zum  Zwecke  der  Anwendung  gewisser 
allgemeiner  und  strenger  Integrationsmethoden  mit  nur  geringer 
Rücksichtnahme  auf  wirkliche  Verhältnisse  erfunden. 

Die  letztere  Richtung  sieht  die  Mechanik  als  einen  Zweig  jener 
exacten  Naturwissenschaft  an,  deren  letztes  Ziel  die  Ableitung  der 
numerischen  Gesetze  der  wirklichen  Erscheinungen  darstellt;  sie 
betrachtet  sie  insbesondere  als  Grundlage  der  ganzen  theoretischen 
Physik,  weil  es  einerseits  dem  menschlichen  Verstand  Bedürfniss  ist, 
fremde  Erscheinungen  durch  bekannte  Vorgänge  und  besonders  durch 
die  einfachsten  und  bekanntesten  mechanischen  zu  erklären,  und 
weil  andererseits  fast  alle  exacten  Messinstrumente  auf  mechanischen 
Principien  ruhen.  Die  DiflFerentialgleichungen  sind  ihr  der  Ausdruck 
bestimmter,  eventuell  unter  Zuhülfenahme  sorgfältig  formulirter 
Hypothesen,  aus  der  Erfahrung  geschlossener  Elementargesetze;  da 
die  fundamentalen  Begriffe  sämmtlich  aus  der  Betrachtuitg  von  Be- 
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Wegungsvorgängen  abgeleitet  werden,  so  stellt  sie  deren  Behandlung 
an  die  Spitze  ihrer  Darstellung  und  fasst  die  Erscheinungen  des 
Gleichgewichtes  als  specielle  Fälle  von  jenen  auf.  Die  einzelnen 
Probleme  entnimmt  sie  der  Regel  nach  der  Wirklichkeit,  und  da  die 
Beobachtungen  nur  eine  begrenzte  Genauigkeit  besitzen,  so  taugt 
ihr  eine  jene  Genauigkeit  erreichende  Annäherung  ebenso,  wie 
eine  strenge  Lösung. 

Diese  physikalische  Richtung  soll  die  nachfolgende 
Darstellung  einhalten.  Es  wird  demgemäss  nicht  nur  auf  die 
Beziehung  der  allgemeinen  Formeln  zu  der  Erfahrung  grosses  Ge- 
wicht gelegt  werden,  es  werden  auch  die  speciellen  Probleme,  in 
erster  Linie  messbare  Vorgänge,  häufig  die  Theorie  vrichtiger  Mess- 
instrumente oder  Anwendungen  mechanischer  Grundsätze  auf  andere 
Gebiete  der  theoretischen  Physik  betreffen,  und  angenäherte  Lö- 
sungen werden  willkommen  sein,  wo  strenge  nicht  möglich  oder  ohne 
höhere  Mittel  der  Analysis  nicht  erhältlich  sind. 

Ehe  wir  zu  unserem  speciellen  Gegenstand  übergehen,  wollen 
wir  einige,  nicht  nur  für  die  Mechanik,  sondern  ebenso  für  alle  Ge- 
biete der  theoretischen  Physik  wichtige  allgemeine  Begrifie  erörtern, 
die  wegen  ihrer  vielfältigen  Anwendungen  am  besten  an  der  Spitze 
der  Darstellung  stehen.  Wir  gewinnen  dadurch  den  Vortheil,  weiter- 
hin den  Zusammenhang  der  Entwickelung  besser  wahren  zu  können, 
indem  wir  jedes  Mal  nur  auf  das  Eingangs  Gesagte  zurückverweisen. 
Freilich  hat  dies  Verfahren  den  Nachtheil,  dass  die  vorausgeschickten 
allgemeinen  Bemerlningen  zunächst  etwas  abstract  und  fremdartig 
anmuthen;  indessen  ist  zu  hoffen,  dass  die  binnen  Kurzem  von 
ihnen  zu  machenden  Anwendungen  zu  voller  Vertrautheit  mit  den 
einzuführenden  fundamentalen  Begriffen  führen  werden.  . 

2.  Einheiten  und  Benennungen.  Die  Grundvoraussetzung  für 
die  Anwendbarkeit  der  Theorie  auf  irgend  ein  Gebiet  der  Physik 
ist  die  Messbarkeit  der  ihm  zugehörigen  Erscheinungen;  erst  wenn 
zahlenmässig  bestimmte  Beobachtungsdaten  vorliegen,  können  nume- 
rische Gesetze  angewendet  und  geprüft  werden. 

Unter  Messung  einer  physikalischen  Grösse  F  versteht  man 
ihre  Vergleichung  mit  einer  gleichartigen  Normalgrösse  ®,  die  man 
als  Maasseinheit  wählt.  Das  Resultat  dieser  Vergleichung  ist  das 
Verhältniss 

i  =  ^'  w 

welches  als  Zahlgrösse  oder  Zahlwerth  von  7^ bezeichnet  wird.  Die 
physikalischen  Gesetze  stellen  mathematische  Beziehungen  zwischen 
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derartigen  ZahlgrösseD  verschiedener  Herkunft  dar,  welche  ausser 
ihnen  noch  Constanten  enthalten. 

Aus  der  Definition  der  Zahlgrösse  O  ergiebt  sich  unmittelbar 
der  Satz:  derZahlwerth  einer  physikalischen  Grösse  ist  der 
für  sie  gewählten  Einheit  indirect  proportional. 

Schreibt  man  die  vorstehende  Formel  in  der  Gestalt 

^=0.®,  (2) 

so  stellt  sie  den  Werth  der  physikalischen  Grösse  F  als  das  Pro- 
duct  aus  ihrem  Zahl  werth  in  ihre  Einheit  dar;  in  dieser  Verbin- 
dung kann  man  (S  auch  als  die  Benennung  von  F  bezeichnen. 
Die  Namen  „Einheit"  und  „Benennung^*  bedeuten  somit  dasselbe 
und  unterscheiden  nur  —  wie  Gleiches  von  den  Formeln  (1)  und  (2) 
gilt  —  zwei  ein  wenig  verschiedene  Betrachtungsweisen.  Dass 
die  obige  Darstellung  dem  gewöhnlichen  Sprachgebrauch  durchaus 
entspricht,  erkennt  man  leicht,  indem  man  sich  des  Vorganges  der 
Messung  einer  Länge  entsinnt 

Zu  Maasseinheiten  geeignete  Grössen  müssen  scharf  beobachte 
bar,  unveränderlich,  resp.  in  ihrer  Veränderlichkeit  bekannt,  und, 
wenn  nicht  conservirbar,  leicht  und  sicher  reconstruirbar  sein.  Die 
Einheiten  der  Länge  und  der  Zeit  geben  hierfür  die  einfachsten 
Beispiele.  Die  wissenschaftliche  Längeneinheit  ist  das  Centimeter, 
nahezu  dem  tausendmillionsten  Theil  des  Erdquadranten  gleich,  in 
pnLciser  Weise  definirt  als  der  hundertste  Theil  der  Länge  des  in 
Paris  aufbewahrten  Normalmeterstabes  bei  der  Temperatur  des 
schmelzenden  Eises.  Die  wissenschaftliche  Zeiteinheit  ist  die  Se- 
cunde,  nahezu  dem  86  400ten  Theil  der  Dauer  eines  Sonnentages 
gleich,  genauer  definirt  als  der  gleiche  Theil  derjenigen  constanten 
Tageslänge,  d.  h.  des  mittleren  Sonnentages,  die  man  erhalten  würde, 
wenn  die  Erde  bei  derselben  Drehungsbewegung  sich  statt  in  einer 
Ellipse  in  einem  Kreise  um  die  Sonne  bewegte,  und  zwar  so,  dass 
ihr  Mittelpunkt  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Wege  zurücklegte.  In 
der  Technik  wird  als  Längeneinheit  häufig  das  Meter,  als  Zeiteinheit 
mitunter  die  Minute  benutzt. 

3.  Einfnhrong  von  Benennungen  in  die  Gleichungen  der  Physik. 
Nach  dem  Vorstehenden  sind  alle  physikalischen  Gesetze 
zunächst  Formeln  zwischen  lauter  reinen  Zahlgrössen.  Da 
die  Anschaulichkeit  indessen  erheblich  gewinnt,  wenn  man  sich  der 
Bedeutung  und  Benennung  derselben  erinnert,  so  pflegt  man  durch 
dne  Anwendung  des  zu  Gleichung  (2)  Gesagten  die  Zahlgrössen  mit 
ihren  Benennungen  zu  versehen,  indem  man  entweder  die  ge- 
sammten  Formeln  mit  denselben  multiplicirt  oder  einzelne 

1* 
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Theile  von  ihnen  mit  denselben  erweitert.  Die  beiden  Seiten 
einer  Gleichung  und  alle  Glieder  eines  Aggregates  erhalten  hier- 
durch stets  unter  einander  gleiche  Benennungen. 

Da  wir  bisher  noch  kein  physikalisches  Gesetz  abgeleitet  haben, 
so  mag  ein  Beispiel  aus  der  Geometrie  entlehnt  werden,  um  die 
Anwendung  der  Methode  zunächst  in  einem  speciellen  Falle  zu 
zeigen.  Ein  bekannter  Satz  ergiebt  die  Fläche  eines  Rechtecks 
proportional  mit  dem  Product  der  beiden  Seiten,  d.  h.,  wenn  F  die 
Zahlgrösse  der  Fläche  ist,  x  und  y  diejenigen  der  Kanten  sind: 

F^f.x.y,  (3) 

wobei  f  einen  flir  alle  Rechtecke  gleichen  Factor  bezeichnet. 

Fügt  man  zu  den  beiden  Seiten  der  Gleichung  zweimal  den 
Factor  „ein  Centimeter"  (cm)  als  die  Benennung  der  Zahlgrössen  x 
und  y  hinzu  und  schreibt  das  Resultat: 

(ir-^-?-)  =  (a;cm).ö/cm),  (4) 

so  stehen  rechts  benannte  Zahlen,  und  es  entspricht  der  Consequenz, 
den  Factor  cm'//"  auf  der  linken  Seite  als  die  Benennung  von  F 
anzusehen.  Man  erkennt  daraus,  dass  die  Flächeneinheit  mit  der 
Grösse  der  Constanten  f  in  einem  solchen  Zusammenhang  steht,  dass 
die  Festsetzung  der  einen  die  andere  bestimmt  Giebt  man  der 
Gleichung  (4)  ihre  einfachste  Gestalt,  indem  man  f  gleich  Eins 
macht,  so  ist  damit  zugleich  als  Einheit  der  Fläche  das  cm*,  d.  h. 
das  Quadratcentimeter,  festgesetzt 

Der  nächst  complicirte  Fall  ist  der,  dass  eine  physikalische 
Grösse  einem  Product  von  Potenzen  verschiedener  Variabein  pro- 
portional ist,  d.  h.,  dass  zwischen  den  Zahlgrössen  der  ersteren  F  und 
denjenigen  der  letzteren  a>,  y,  x  .  .  .  eine  Beziehung  von  der  Gestalt: 

F^f.x^.yf.z^...  (5) 

besteht,  worin  |,  r],  f .  .  .  Constanten  sein  mögen.  Versteht  man 
nun  unter  Ei  ?,  J  .  •  •  die  Benennungen  von  x,  y,  z  .  , .,  so  liefert  das 
frühere  Verfahren  zunächst  sogleich: 

F.f.r)v.^c  . . .  =  f.{xTcy.(yr)r.{ziY  ...  (6) 

Weiterhin  sind  zwei  verschiedene  Möglichkeiten  zu  unterscheiden. 
Entweder  die  Benennung  von  F  ist  noch  willkürlich, 
die  betreffende  Grösse  wird  etwa  durch  die  vorstehende  Formel  erst- 
malig eingeführt  und  definirt;  dann  kann  man  über  den  Propor- 
tionalitätsfactor  f  willkürlich  verfügen  und  wird  das  in  einem  solchen 
Sinne  thun,  dass  die  Gleichung  möglichst  einfach  wird;  man  wird 
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nämlich  f  gleich  einer  reinen  Zahl,  zumeist  gleich  Eins,  setzen. 
Hier  stellt  dann  E^p'' J^...//^  ^i®  Benennunj^  oder  Einheit  5  von 
F  dar. 

Oder  es  ist  die  Benennung  fjf  von  F  bereits  festgelegt, 
die  betreffende  Function  also  bereits  durch  eine  andere  Formel 
definirt;  dann  ist  zu  bilden: 

und  S/j^p^'J^.  . .  stellt  sich  hier  als  die  Einheit  oder  Benennung  f 
des  Proportionalitätsfactors  f  dar. 

Dies  weist  darauf  hin,  dass  bei  der  Einführung  der 
Benennungen  in  die  Gleichungen  der  Physik  zugleich  mit 
den  Variablen  auch  die  Constanten  zu  benannten  Grössen 
werden. 

Die  beiden  vorstehend  unterschiedenen  Fälle  bieten  sich  in  der 
Physik  ausserordentlich  häufig,  und  schon  die  ersten  Abschnitte  der 
nachfolgenden  Darstellung  werden  uns  einfachste  Beispiele  dafür 
hefem.  Indessen  haben  viele  physikalische  Gesetze  Formen,  die 
von  der  in  Gleichung  (5)  eingeftOirten  abweichen.  In  diesen  Fällen 
wird  in  der  Hegel  das  zweite  der  oben  angeführten  Hülfsmittel, 
nämlich  die  Erweiterung  der  einzelnen  Glieder  der  Formel,  zur 
flinf&hrung  der  Benennungen  anzuwenden  sein. 

Ist  beispielsweise 

iP=^e'*~  +  »cos(Ä;tr  +  0,  (8) 

wobei  gy  h,  i,  k,  l,  m,  n  Constanten  bezeichnen,  so  muss  man,  um  die 
Variabein  x  und  y  mit  ihren  Benennungen  zu  versehen,  schreiben: 


F^ge^^^      )(«s)   +*cos((ik5-«)(52/)»  +  /);  (9) 

dabei  erscheinen  h  und  k  als  benannte,  i  und  l  als  unbenannte 
Constanten;  F  und  g  haben  ersichtUch  die  gleiche  Benennung,  die 
den  beiden  Seiten  der  Gleichung  als  Factor  beigefügt  werden  kann. 

4.  Fundamentale  und  abgeleitete  Einheiten.  Die  abhängigen 
Variabein  und  die  Parameter  der  physikaHschen  Gesetze  erhalten 
nach  dem  Vorstehenden  Einheiten  oder  Benennungen,  die  aus  den- 
jenigen der  Unabhängigen  abgeleitet  sind,  sich  nämlich  in  allen 
FäUen  als  mit  gewissen  aus  ihnen  gebildeten  Potenzproducten  pro- 
portional ergeben.  Die  Einheiten  der  unabhängigen  sind  so  lange 
vollständig  willkürlich,  als  diese  Grössen  nicht  noch  durch  weitere 
Beziehungen  mit  einander  verknüpft  werden. 
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In  der  Mechanik  sind  die  Unabhängigen  in  erster  Linie  Längen 
und  Zeiten,  über  deren  Einheiten  bereits  oben  verfügt  ist;  zu  ihnen 
kommen  noch  die  erst  weiterhin  präcis  zu  definirenden  Massen. 
Gemäss  der  früher  betonten  Thatsache,  dass  die  meisten  physika- 
Uschen  Messinstrumente  auf  mechanischen  Gesetzen  beruhen,  lassen 
sich  auch  die  meisten  physikalischen  Grössen  mit  diesen  mecha- 
nischen Unabhängigen  derartig  in  Beziehung  setzen,  dass  ihre  Ein- 
heiten oder  Benennungen  vollständig  auf  die  von  Längen,  Zeiten 
und  Massen  zurückgeführt  werden  können.  In  gewissen  Gebieten 
st  ausser  ihnen  noch  die  Temperatur  heranzuziehen;  aber  mit 
diesen  vier  Grössenarten  kommt  man  erfahrungsgemäss  im  ganzen 
Umkreis  der  Physik  vollständig  aus,  sodass  man  für  jede  Function 
eine  Einheit  oder  Benennung  angeben  kann,  die  nur  aus  denen  von 
Länge,  Zeit,  Masse  und  Temperatur  abgeleitet,  d.  h.  durch  ein  Pro- 
duct  von  Potenzen  in  eine  Proportionalitätsconstante  definirt  ist 
Es  ist  hierdurch  ein  Maasssystem  von  grösstmöglicher  Einfachheit 
und  Geschlossenheit  gewonnen,  das  bei  wissenschaftlichen  Rech- 
nungen nahezu  ausnahmslos  benutzt  wird  und  den  Namen  des  ab- 
soluten Maasssystemes  trägt.  Wir  werden  die  einfachsten  An- 
wendungen desselben  schon  in  den  ersten  Abschnitten  unserer, 
folgenden  Darstellung  kennen  lernen. 

5.  Dimensionen.  Die  Einheit  oder  Benennung  einer  jeden  physi- 
kalischen Grösse  F  lässt  sich  nach  dem  Vorstehenden  in  der  Form 
/"/« t*  m«  w^  schreiben,  wobei  l,  t,  m,  u  die  Einheiten  von  Länge,  Zeit, 
Masse,  Temperatur  bezeichnen  und  a,  6,  c,  d,  f  Constanten  sind. 
Das  Product  l^f^m'^u^,  das  eine  Anschauung  davon  giebt,  wie  die 
Grösse  F  aus  den  vier  Fundamentalgrössen  aufgebaut  ist,  wird  die 
Dimension  von  F  genannt  und  durch  das  Symbol  [F]  bezeichnet. 
Die  sogenannte  Dimensionalgleichung  für  F  schreibt  man  dann  in 
der  Form 

[F]  =  [/«/''w<^w^]  (10) 

und  nennt  im  Anschluss  daran  F  als  in  Bezug  auf  die  Länge  von 
ater,  die  Zeit  von  6ter,  die  Masse  von  cter,  die  Temperatur  von 
dter  Dimension.  Der  hierin  ausgeprägte  Sprachgebrauch  ist  von  der 
Geometrie  herübergenommen,  insofern  die  vorstehende  Foimel  auf 
eine  Fläche,  z.  B.  die  in  (3)  vorausgesetzte  Bläche  eines  Rechtecks, 
angewandt 

[F]  =  [r], 

und  somit  die  Fläche  als  von  zweiter  Dimension  in  Bezug  auf  die 
Länge  liefert 
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Von  der  Dimension  [F]  gelangt  man  direct  zur  Einheit  8f  von 
F  zurück,  indem  man  den  charakteristischen  Factor  f  anbringt  In 
vielen  Fällen  ist  f  gleich  Eins,  somit  die  Dimension  mit  der  Einheit 
oder  Benennnnng  formal  identisch. 

6.  Soalare.  So  ausserordentlich  gross  die  Zahl  der  Begriffe  ist, 
mit  denen  die  Physik  operirt,  so  kann  man  sie  doch  nach  der  Zahl 
nnd  Art  der  Stücke,  durch  welche  ein  jeder  von  ihnen  eindeutig 
bestimmt  ist,  in  eine  sehr  kleine  Zahl  von  Classen  einordnen.  Es 
ist  klar,  dass  eine  solche  Eintheilung  die  Uebersicht  über  das  ganze 
System  wesentlich  erleichtert  und  schon  dadurch  förderlich  wirkt 
Aber  der  Nutzen  dieser  Classificirung  reicht  noch  weiter;  denn  es 
wird  sich  zeigen,  dass  die  derselben  Classe  angehörigen  Grössen  eine 
Gremeinsamkeit  mancher  Eigenschaften  besitzen,  die  mit  dem  6rup- 
pirongsprincip  an  sich  nicht  nothwendig  zusammenhängt. 

Die  einfachsten  physikalischen  Grössen  sind  diejenigen,  die  durch 
einen  einzigen  Zahlwerth  erschöpfend  charakterisirt  werden,  wie  die 
Zeit,  die  Temperatur  u.  dergl.  Man  nennt  sie  Sealaren  oder 
Scalargrössen.  Ihre  geometrische  Darstellung  geschieht  durch 
eine  Strecke  von  ein  für  alle  Mal  gegebener  Richtung,  wie  sie  z.  B. 
für  die  Temperatur  die  Länge  der  Quecksilbersäule  eines  Thermo- 
meters, gerechnet  von  einem  willkürlich  gewählten  Anfangs-  oder 
Nullpunkt  aus,  an  die  Hand  giebt  Um  auf  diese  Weise  positive 
und  negative  Werthe  des  Sealares  zu  veranschaulichen,  muss  man 
der  betreffenden  Strecke  einen  Richtungssinn  beilegen,  sie  also 
positiv  rechnen,  wenn  sie  nach  der  einen  Seite,  negativ,  wenn  sie 
nach  der  anderen  Seite  des  Nullpunktes  hinliegt.  Die  Liniencoordi- 
naten  eines  Punktes  lassen  sich  hiernach  als  Sealaren  betrachten. 

E^  kommt  in  der  Physik  nicht  selten  der  Fall  vor,  dass  eine 

scalare  Grösse  S  als  Function  des  Ortes  vorgeschrioben,  d.  h.,  dass 

jedem  Punkt  eines  Raumes  ein  Zahlwerth  zugeordnet  ist,  wie  z.  B.  die 

'   Temperatur  in  einem  verschieden  temperirten  Körper.     Ein  solches 

Gebiet  nennt  man  dann  ein  scalares  Feld. 

7.  Veotoren.  Ausser  den  Sealaren  kommen  in  der  Physik  häufig 
noch  solche  Grössen  vor,  deren  Bestimmung  die  Angabe  eines  Zahl- 
werthes  und  einer  Richtung  im  Räume  verlangt  Sie  zerfallen  in 
zwei  Gruppen,  deren  erste  dadurch  charakterisirt  ist,  dass  die  beiden 
Seiten  jener  Richtung  verschiedenartig  sind,  während  sie  sich  bei 
der  anderen  physikalisch  nicht  von  einander  unterscheiden. 

Der  einfachste  Repräsentant  der  ersten  Gruppe  ist  die  gerad- 
linige Verschiebung  eines  Punktes  von  einer  Stelle  (1)  nach  einer 
Stelle  (2).     Zu  ihrer   erschöpfenden  Beschreibung  ist  nämlich   er- 
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forderlich  die  Länge  des  zurückgelegten  Weges  {l~2)  und  die  Rich- 
tung der  Strecke  {T^)  im  Baume.  Dabei  ist  der  Richtungssinn 
(1) — >-(2)  ungleich werthig  dem  Richtungssinn  (2) — ^{l),  denn  der 
erstere  entspricht  der  zeitlichen  Ortsveränderung,  der  zweite  nicht 
Dergleichen  Richtungen  nennt  man  einseitig. 

Physikalische  Grössen,  die  zu  ihrer  erschöpfenden  Charakteristik 
die  Angabe  eines  Zahlwerthes  und  einer  einseitigen  Richtung  ver- 
langen, nennt  man,  anknüpfend  an  das  erörterte  einfachste  Beispiel, 
Vectoren  oder  Vectorgrössen.  Ihre  geometrische  Darstellung 
geschieht  nach  Uebereinkunft  jederzeit  durch  eine  Strecke,  welche 
von  einem  festen  Anfangspunkt  aus  construirt  wird  und  durch  ihre 
Länge  den  Zahlwert  des  Vectors,  durch  ihre  vom  Anfangspunkt 
hinweg  gerechnete  Richtung  die  Richtung  des  Vectors  wiedergiebt 
Wo  Verwechselungen  möglich  sind,  wird  man  passend  die  positive 
Seite  des  Vectors  durch  eine  nach  aussen  gerichtete  Pfeilspitze 
bezeichnen.  Eine  Umkehrung  des  Vorzeichens  des  Zahlwerthes  ist 
ersichtlich  mit  der  Umkehr  der  Richtung  des  Vectors  äquivalent. 

Die  allgemeine  zeitliche  Veränderung  des  Vectors  stellt  sich 
durch  eine  Bewegung  seines  freien  Endpunktes  dar.  Umgekehrt 
kann  man  die  Bewegung  eines  Punktes  im  Räume  als  die  Ver- 
änderung eines  ihm  zugeordneten  Vectors,  nämlich  des  den  Punkt 
mit  dem  Goordinatenanfang  verbindenden  „Radiusvectors''  auffassen. 
Es  wird  sich  nützlich  erweisen,  dem  oben  behandelten  Beispiel 
eines  Vectors  sogleich  ein  zweites,  aus  jenem  entwickeltes,  von  merk- 
lich verschiedenem  Charakter  zur  Seite  zu  stellen.    Wir  construiren 

von  einer  Stelle  p  des  Raumes  aus  einen 
Vector  F,  der  soeben  beschriebenen  Art,  der 
etwa  eine  Verschiebung  repräsentirt,  ver- 
binden ausserdem  p  durch  die  Strecke  r  mit 
einem  festen  Punkt  o,  etwa  dem  Coordina- 
tenanfangspunkt  und  vervollständigen  das 
Fig.  1.  System  der  beiden  Strecken  F,  und  r  durch 

zwei  Parallele  zu  einem  Parallelogramm 
Dieses  Parallelogramm  ist,  so  lange  es  sich  nur  um  seine  Grösse  und 
um  die  Orientirung  seiner  Ebene  handelt,  gleichfalls  eine  Vector- 
grösse,  denn  es  ist  durch  den  Zahlwerth  seiner  Flächengrösse 

V,  =  rV,  sin  (r,   F,)  (11) 

und  die  Richtung  seiner  Normalen  ?i  eindeutig  bestimmt.  Dabei 
wird  diese  Normale  einseitig  sein,  da  der  Vector  F,  um  die  eine 
ihrer  beiden  Seiten  im  positiven  (linken),  um  die  andere  im  nega- 
tiven (rechten)  Sinne  dreht     Man  ist  übereingekommen,   diejenige 
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Seite  von  n  als  positiv  zu  bezeichnen^  um  welche  jene  Drehung  im 
positiven  Sinne  stattfindet  Auf  ihr  ist  dann  zur  geometrischen 
Darstellung  des  Vectors  eine  mit  der  Rechtecksfläche  proportionale 
Strecke  aufzutragen.  Mit  Richtung  oder  Vorzeichen  von  F,  kehrt 
sich  zugleich  Richtung  und  Vorzeichen  von   F,  um. 

Die  Vectoren  F,  und  F,  unterscheiden  sich  nach  dem  Gesagten 
dadurch,  dass  bei  dem  ersten  ein  Verschiebungssinn,  bei  dem 
letzteren  ein  Drehungssinn  zur  Charakterisirung  ihrer  positiven 
Richtungen  herangezogen  ist  Man  nennt  die  erste  Art  von  Vectoren 
polar,  die  letztere  axial.  Auf  weitere  Unterschiede  beider  Arten 
werden  wir  weiter  unten  eingehen. 

Im  Vorstehenden  ist  ein  axialer  Vector  F,  aus  einem  polaren 
Vector  F,  und  dem  Radiusvector  r  —  d.  h.  aus  einem  speciellen 
zweiten  polaren  Vector  abgeleitet  Dies  ist  offenbar  ein  specieller 
Fall,  dessen  Hervorhebung  dadurch  gerechtfertigt  ist,  dass  er  weiter- 
bin hauptsächlich  vorkommen  wird.  An  sich  hätte  auch  ein  be- 
liebiger anderer  polarer  Vector  die  Stelle  von  r  einnehmen  können.  — 

Wie  bei  den  Sealaren,  so  kommt  auch  bei  den  Vectoren 
der  Fall  war,  dass  jedem  Punkt  eines  Raumes  eine  Vectorgrösse 
zugeordnet  wird,  wie  z.  B.  die  Verschiebung  in  einem  deformirbaren 
Körper.     Es  entsteht  hierdurch  ein  sogenanntes  Vector fe Id. 

Ein  Vectorfeld  specieller  Art  wird  auch  durch  jedes  scalare 
Feld  geliefert  Sei  der  Scalar  S  als  eine  einwerthige  Function  der 
Coordinaten  vorgeschrieben,  dann  bestimmt 

Ä  =  c,  (12) 

unter  c  eine  Constante  verstanden,  für  jedes  c  eine  Fläche,  auf  der  S 

überall  denselben  Werth  hat   Unendlich  wenig  verschiedene  Werthe  o 

liefern  im  Allgemeinen  einander  unendlich  benachbarte  Flächen,  die 

in    unendlich    kleinen    Bereichen    als    parallel    angesehen    werden 

können.    Einem  Element  der  Fläche  S  =  c  lißgt  also  auf  der  einen 

Seite  ein  paralles  Element  der  Fläche  S  =  c  +  Sc,  auf  der  anderen 

eines  der  Fläche  8=0  —  rTc,  wo  Sc  einen  unendlich  kleinen  Zuwachs 

bedeutet    unendlich  nahe.     Es  ergiebt  sich  dann  durch  die  blosse 

Anschauung,  dass  S  sich  in  der  Richtung  der  Normalen  n  auf  der 

Fläche  S  =  c  (und  zwar  nach  den  beiden  Seiten   der  Normalen  in 

entgegengesetzter  Weise)  am  schnellsten  ändert.     Die  Normale  n  ist 

somit  eine  im  Sinne  von  S.  8  einseitige  Richtung,  und  die  maximale 

Aenderung  von  S 

V^dSldn  (13) 

in  der  Richtung  von  kleinen  zu  grossen  Werthen  <S  stellt  somit  in  der 
That  eine  Vectorgrösse  dar. 
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Construirt  man  die  ganze  Schaar  von  Oberflächen  S  =  c,  welche 
den  von  —  cx)  bis  +00  um  immer  gleiche  Beträge  Sc  wachsenden 
Werthen  der  Constanten  c  entsprechen ,  und  macht  in  der  Formel 
für  V  den  Zähler  dS  =  So,  so  wird  der  Nenner  dn  identisch  mit 
dem  normalen  Abstand  Sn  der  einander  benachbarten  Flächen  an 
der  betrachteten  Stelle. 

Das  Gesetz  des  aus  dem  scalaren  Feld  abgeleiteten  Vectorfeldes 
ist  hiernach  mit  Hülfe  der  Schaar  von  Oberflächen  S  =  c  bei  stets 
um  Sc  wechselndem  0  leicht  zu  tibersehen.  DerVectorr=  öÄ/ön 
steht  an  jeder  Stelle  normal  zu  der  durch  sie  gehenden 
Fläche  S  =  c  von  kleinen  zu  grossen  Werthen  c  hin,  und  seine 
Zahlgrösse  ist  gleich  der  Constanten  Sc,  dividirt  durch  den 
normalen  Abstand  Sn  der  benachbarten  Flächen  S  =  c, 

8.  Tensoren.  Der  einfachste  Repräsentant  der  zweiten  Gruppe 
gerichteter  Grössen  ist  die  Dehnung  irgend  eines  räumlichen  Gebildes, 
am  einfachsten  einer  Kugel,  nach  einer  bestimmten  Richtung.  Hierunter 
versteht  man  diejenige  Formänderung,  bei  der  alle  mit  der  festge- 
setzten Richtung  parallele  Strecken  in  dem  Gebilde  um  denselben  pro- 
centualen  Betrag  verlängert  werden,  während  die  dazu  normalen  un- 
geändert  bleiben,  oder,  anders  ausgedrückt,  bei  der  jede  zu  der  fest- 
gesetzten Richtung  normale,  unendlich  dünne  Schicht  um  denselben 
procentualen  Betrag  verdickt  wird,  während  ihre  Grundfläche  un- 
geändert  bleibt  Zu  ihrer  erschöpfenden  Beschreibung  ist  somit  der 
Betrag  der  procentualen  Verlängerung  oder  Verdickung  und  die 
Richtung,  parallel  welcher  sie  statthaben,  erforderlich.  Die  beiden 
Seiten  dieser  Richtung  sind  aber  gleichwerthig,  denn  in  dem  voraus- 
gesetzten Vorgang  ist  nichts  enthalten,  wodurch  die  eine  vor  der 
anderen  ausgezeichnet  würde.  Dergleichen  Richtungen  nennen  wir 
zweiseitig. 

Physikalische  Grössen,  die  zu  ihrer  erschöpfenden  Charakteristik 
die  Angabe  eines  Zahlwerthes  und  einer  zweiseitigen  Richtung  ver- 
langen, nennt  man,  an  das  obige  einfachste  Beispiel  anknüpfend, 
Tensoren  oder  Tensorgrössen.  Ihre  geometrische  Veranschau- 
lichung geschieht  passend  durch  eine  Strecke,  welche  mit  ihrem 
Mittelpunkt  in  einem  festen  Punkt  liegt  und  durch  ihre  ganze  oder 
halbe  Länge  den  Zahlwerth,  durch  ihre  Richtung  die  zweiseitige 
Richtung  des  Tensors  darstellt.  Nach  der  Art  ihrer  Einführung 
kann  kein  Zweifel  darüber  sein,  dass  der  Zahlwerth  eines  Tensors 
ebensowohl  positiv,  als  negativ  sein  kann.  Da  seine  Richtung  zwei- 
seitig ist,  so  kann  aber  bei  ihm  nicht,  wie  bei  dem  Vector,  eine 
Umkehrung  seines  Vorzeichens  durch  die  Umkehrung  seiner  Richtung 
ersetzt  werdep,  und  es  ist  eine  ß.ndere  Veranschaulichung  des  Vor- 
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Zeichens  nothwendig.  Die  letztere  kann  z.  B.  so  vorgenommen 
werden,  dass  man  den  positiven  Zahlwerth  eines  Tensors  durch  nach 
aussen,  den  negativen  durch  nach  innen  weisende  Pfeilspitzen  an 
den  beiden  Enden  der  den  Tensor  repräsentirenden  Strecke  charak- 
terisirt.  < >-  würde  dann  einen  positiven,  > <  einen  nega- 
tiven Tensor  wiedergeben.  Die  zeitliche  Veränderung  des  Tensors 
fuhrt  dann  auch  eine  Bewegung  seiner  beiden  Endpunkte  herbei, 
welche  die  erstere  vollständig  bestimmt. 

Es  ist  eine  Eigenthtimlichkeit  der  Tensoren,  dass  sie  in  der 
Physik  zumeist  zu  dreien  mit  zu  einander  normalen  Richtungen,  als 
Tensortripel  V,  auftreten.     Wir  kommen  hierauf  unten  zurück. 

Auch  bei  Tensoren  oder  Tensortripeln  kommt  der  Fall  vor,  dass 
jedem  Punkte  eines  Baumes  eine  derartige  Grösse  zugeordnet  ist, 
sodass  ein  Tensorfeld  entsteht 

9.  Vectorcomponenten.  Was  die  Beziehung  der  Vectoren  und 
Tensoren  auf  ein  Coordinatensystem  angeht,  so  wird  man  ihre 
Richtungen  durch  die  Winkel  bestimmen,  die  sie  mit  den  (zumeist 
zu  einander  rechtwinkeligen)  Coordinatenaxen  einschliessen.  Da  von 
denselben  aber  nur  zwei  unabhängig  vorgeschrieben  werden  können, 
so  erhält  man  fiir  Grösse  und  Richtung  insgesammt  drei  Bestimmungs- 
stücke. Diese  Darstellung  hat,  insofern  dabei  zwei  von  den  Coordi- 
natenaxen bevorzugt  werden,  etwas  Unsymmetrisches,  und  schon  wegen 
der  grossen  praktischen  Wichtigkeit,  welche  die  symmetrische  Form 
der  Beziehungen  in  der  theoretischen  Physik  besitzt,  ist  es  erwünscht, 
ihr  eine  symmetrische  Darstellungsweise  zur  Seite  zu  stellen.  Eine 
solche  liefert  die  Einflihrung  der  sogenannten  Componenten  der 
Vectoren  und  Tensoren,  die  bei 
beiden  Grössenarten  in  durchaus  ver- 
schiedener Weise  geschieht 

Als  Componenten  eines  Vec- 
tors  nach  drei  beliebigen,  nur  nicht 
in  einer  Ebene  gelegenen  Richtungen 
bezeichnet  man  allgemein  seine  Par- 
allelprojectionen  auf  diese  Richtungen ; 
der  Vector  selbst  erscheint  dabei  als 
die  Diagonale  des  aus  den  Componen- 
ten construirten  Parallelepipeds;  er 
ist  somit  durch  die  Componenten  nach 
Grösse  und  Richtung  vollständig  be- 
stimmt 

Der  wichtigste  Fall  ist  der,  wo  die  Componenten  nach  drei  zu 
einander  normalen  Richtungen,  etwa  den  rechtwinkeligen  Coordi- 
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natenaxen  X^  F,  Z^  geuommen  werden,  der  Yector  also  als  die  Diago- 
nale des  ans  den  Gomponenten  gebildeten  rechtwinkeligen  Parallel- 
epipedes  erscheint  Bezeichnen  wir  den  Vector  mit  F,  seine  Winkel 
gegen  die Coordinatenaxen  mit  {VjX)j{VyY)j[V,  Z),  so  gelten  für  seine 
Projectionen  L,  M,  N  die  Formeln 

L=  Fcos(F,X),     M=  Fcos(F,7),     iV^=  7cos(F,Z);     (14) 

umgekehrt  bestimmt  sich  F  nach  Grösse  und  Richtung  aus  L,  JM,  iV 
gemäss  den  Beziehungen 

V'^U  +  IP  +  N', 
cos  (F,  7)  =  ^,       cos  (F,  7)  =  ^,       cos  (F,  Z)  =  ^ .       ^^^^ 

Unter  der  Componente  eines  Vectors  F  nach  einer 
beliebigen  Richtung  verstehtman,  soweit  keine  weitere  Bestimmung 
hinzugefügt  wird,  jederzeit  seine  normale  Projection  auf  die  be- 
treffende Richtung,  setzt  also,  indem  man  den  Buchstaben  D  zui 
Charakteristik  des  Zahlwerthes,  d  zu  derjenigen  der  Richtung  dei 
Componente  benutzt, 

Z)=  VcoH{d,V).  (16] 

Benutzt  man  hier  die  Beziehung 
cos  (d,  F)  =  cos  {d, X)  cos  (F, X)  +  cos  (d,  ¥)  cos  (F,  Y) 

+  cos((i,Z)oos(F,Z), 

so  erhält  man  wegen  (11)  sogleich 

D  =  Lcos{d,X)  +  MCOS  {d,  Y)  +  Ncos  {d,Z).  (18] 

Insofern  jede  Componente  in  den  Vector  selbst  übergeht,  wenn 
die  beiderseitigen  Richtungen  parallel  werden,  kann  man  die  Com- 
ponenten  eines  Vectors  als  diesem  selbst  gleichartig  bezeichnen 
Es  kommen  sogar  Fälle  vor,  wo  die  Componenten  nach  drei  be- 
liebigen, nur  nicht  in  einer  Ebene  liegenden  Richtungen  zusammer 
genommen  dem  Vector  physikalisch  gleichwerthig  sind,  ihn  nämlicli 
in  jeder  Hinsicht  zu  ersetzen  vermögen.  Wir  gehen  hierauf  weitei 
unten  ein. 

Führt  man  ein  zweites,  dem  ersten  gleichartiges,  rechtwinkeliges 
Axenkreuz  E,  H,  Z  ein  und  benutzt  die  Beziehungen 

cos  ( F,  X)  =  cos  ( F,  E)  cos  (=,  -X)  +  cos  ( F,  H)  cos  (H,  Z) 

-  (1*7 

+  COS  (F,  Z)  cos  (Z,  X),  u.  s.  f. 

so  folgt  aus  (17)  bei  Bezeichnung  der  Componenten  von  F  nach  der 
Axen  E,  H,  Z  durch  A,  M,  N, 

i  =  A  cos  (=,  X)  +  M  cos  (H,  Z)  +  N  cos  (Z,  X)  u.  s.  f.      (20] 
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Die  Vectorcomponenten  transformiren  sich  somit  beim  Ueber- 
gang  Yon  dem  einen  zum  anderen  gleichartigen  Coordinatensystem 
ebenso,  wie  Coordinaten  bei  Vertauschung  zweier  Axenkreuze  mit 
gemeinsamem  Anfangspunkt 

Unter  der  Componente  eines  Vectors  F  nach  einer  Ebene 
Tersteht  man,  so  weit  keine  zusätzliche  Bestimmung  dem  widerspricht, 
jederzeit  seine  normale  Projection  auf  diese  Ebene,  d.  b.,  wenn  n 
die  Normale  auf  der  betreffenden  Ebene  bezeichnet,  das  Product 
V  sin  {V,  n).  — 

Für  den  nach  S.  9  im  Felde  eines  Sealares  S  vorhandenen 
Vector  specieller  Art  V=dSjdn  drücken  sich  die  Componenten 
gleichfalls  durch  iS  sehr  einfach  aus.  Da  n  die  Normale  auf  der 
durch  den  betrachteten  Punkt  gehenden  Fläche  S  =  Const  bezeichnet, 
so  ist  auch  nach  einem  Satz  der  analytischen  Geometrie 

iderans  folgt  sogleich  gemäss  der  ersten  Gleichung  (15) 

L  =  J-'?,        Jf=?^,        N^^,  (22) 

ox  dy  ox  ^     ' 

wobei  das  Vorzeichen  so  gewählt  ist,  dass  V  nach  der  Seite  der 
grösseren  Werthe  S  hin  gerichtet  ist 

Für  die  Componente  P  nach  einer  beliebigen  Richtung  p  erhält 
man  zunächst  nach  (18) 

P  =  L  cos  (/?,  X)  +  if  cos  (p,  Y)  +  N  cos  (p,  Z), 

=  -^  cos  {p,  X)  +  ^  cos  (p,  r)  +  ^  cos  (p,  Z),  ^23) 

=  — 
dp 

wobei  die  letzte  Differentiation  die  Aenderung  von  S  beim  Fort- 
schreiten in  der  Richtung  p  darstellt 

10.    Vorzeichen    der   Veotoren    und   Vectoroomponenten.      Die 

Vectorcomponenten  besitzen  nach  dem  S.  7  Gesagten  zunächst  den 
Charakter  von  Sealaren,  insofern  sie  bei  ein  für  alle  Mal  festgelegten 
und  in  einem  bestimmten  Sinn  positiv  gerechneten  Richtungen  je 
durch  einen  Zahlwerth  vollständig  bestimmt  sind.  Sie  haben  dem- 
gemäss  positives  oder  negatives  Zeichen,  je  nachdem  sie  auf  die  positve 
oder  die  negative  Seite  des  Nullpunktes  ihrer  Richtung,  z.  B.  des 
Coordinatenanfanges,  fallen. 

Da  nach  S.  8  eine  Umkehr  des  Vorzeichens  eines  Vectors 
mit  der  ümkehrung  seiner  Richtung  gleichwerthig  ist  —  was  auch 
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in  den  Formeln  (14)  Ausdruck  findet  —  so  betrachtet  man  die 
Vectoren  im  Allgemeinen  als  absolute,  d.  h.  stets  positive 
Grössen.  Demgemäss  bestimmt  man  den  Zahlwerth  von  F  durch 
seine  Componenten  L,  M,  N  im  Anschluss  an  (15)  nach  der  Formel 

F  =  +]/Ü  +  M"-  +  N'  (24) 

und  gewinnt  dabei  zugleich  eine  eindeutige  Bestimmung  seiner 
Richtung  durch  die  Ausdrücke  für  cos  (F,  X)  u.  s.  f. 

Indessen  giebt  es  von  dieser  Regel  eine  wichtige  und  häufige 
Ausnahme.  In  allen  Fällen  nämlich,  wo  ein  Vector  in  eine 
Richtung  fällt^  der  man  bereits  einen  Richtungssinn  bei- 
gelegt hat,  giebt  man  dem  Vector  ein  Vorzeichen  in  derselben 
Weise,  wie  das  S.  7  von  dem  Scalar  ausgesagt  ist;  man  nennt  ihn 
nämlicli  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  seine  Richtung  den  als 
positiv  oder  als  negativ  bereits  festgesetzten  Sinn  hat 

Man  kann  dies  mit  Hülfe  der  Formel  (16)  erläutern.  Versteht 
man  unter  [F]  den  absoluten  Werth  von  Fund  lässt  seine  Richtung 
mit  der  von  D  zusammenfallen,  so  wird  nach  (16)  2>  mit  +  [F] 
oder  -  [F]  identisch,  je  nachdem  der  Winkel  {D,  F)  0^  oder  180" 
beträgt. 

Noch  sei  eine  Bemerkung  über  das  Verhalten  der  Vector- 
componenten  bei  Umkehrung  der  Richtung  sämmtlicher  Coordinateii- 
axen  angefügt. 

Nach  den  Formeln  (14)  kehren  sich  hierbei  immer  die  Vorzeichen 
der  Componenten  L,  M,  N  um,  es  sei  denn,  dass  die  Ver- 
änderung des  Coordinatensystemes  eine  Umkehr  der  als 
positiv  zu  zählenden  Richtung  des  Vectors  F  zur  Folge  hat 

Wir  wollen  zeigen,  dass  die  auf  S.  7  und  8  eingeführten 
beiden  Arten  von  Vectoren  F,  und  F,  sich  in  dieser  Hinsicht  ver- 
schieden verhalten. 

Bei  dem  Verschiebungsvector  F,  ist  es  ohne  Weiteres  klar,  dass 
seine  als  positiv  zu  zählende  Richtung  durch  die  Umkehrung  sämmt- 
licher Coordinatenaxen  sich  nicht  ändert.  Die  positive  Richtung 
ist  hier  eben  durch  die  zeitliche  Folge  der  betrefl'enden  beiden 
Positionen  ein  für  alle  Mal  bestimmt 

Anders  bei  dem  Drehungsvector  F„  den  wir  durch  eine  einfache 
Construction  aus  F,  ableiteten.  Hat  der  Punkt  p,  von  dem  aus  F» 
gezeichnet  war,  die  Coordinaten  x,  y,  Zy  und  sind  Z„  if„  iV»  die 
Componenten  von  F„  so  sind  die  Componenten  von  F.  nach  den 
Coordinatenaxen  A',  Y,  Z,  d.  h.  die  Projectionen  des  Parallelo- 
grammes  mit  den  Eckpunkten  0,  0,  0;  x,  y,  x\  L,,  3/,,  N,\  x  +  L„ 
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y  +  i£»,  X  +  N^  auf  die  zu  X,  F,  Z  normalen  Coordinatenebenen 
gegeben  durch 

L,  =  yN,  -  zM,y     M,  =  zL,  -  xN,,     N,  =  xM,  -  i/L.,       (25) 

wobei  ersichtlich  die  Vorzeichen  so  gewählt  sind,  dass  //„  Jf„  iV,  po- 
sitiv ausfallen,  wenn  die  Componenten  von  V^  nach  den  Coordinaten- 
ebenen   in   positiver   Richtung 
um  die  +X,  Y,  Z-Axen  drehen. 

Eine  Umkehr ung  aller  Co- 
ordinatenaxen  giebt  nun  nach 
dem  Gesagten  sowohl  den  Coordi- 
naten  x,  y,  z,  als  den  Componen- 
ten  Lj,  M,,  N,  entgegengesetzte 
Vorzeichen:  sie  lässt  also  die 
Componenten  L„  M,,  N^  un- 
geändert. 

Der  Grund  hierfür  liegt  in 
Folgendem.    In  den  Formeln  (25)  Fig.  3. 

ist  unabhängig  vom  Charakter  des 

Coordinatensystemes  der  positive  Drehungssinn  um  die  +  X-Axe  als 
derjenige  definirt,  welcher  von  der  +  Y-  zur  +  Z-Axe  führt  Dieser 
Sinn  entspricht  auch  bei  dem  zunächst  immer  vorausgesetzten 
rechten  Coordinatensystem,  bei  dem  die  X-,  F-,  Z-Axen  zu  einander 
hegen,  wie  Daumen,  Zeige-  und  Mittelfinger  der  rechten  Hand,  dem 
oben  als  „links"  bezeichneten.  Durch  die  Umkehrung  aller  Axen 
wird  aber  das  Coordinatensystem  zu  einem  linken,  und  die  Drehung, 
die  dort  von  der  +  Y-  zur  +  Z-Axe  fuhrt,  ist  in  Bezug  auf  die 
-j-X-Axe  eine  „rechte".  Mit  den  Coordinatenaxen  ist  somit  bei 
dem  Drehungsvector  V^  zugleich  die  als  positiv  zu  zählende  Richtung 
umgekehrt. 

Der  vorstehend  erörterte  Unterschied  der  beiden  Vectoren,  die 
wir  als  polar  und  als  axial  unterschieden  haben,  spielt  in  ge- 
wissen Gebieten  der  Physik  eine  grosse  Rolle.  — 

Im  Vorstehenden  ist  von  dem  Verschiebungsvector  ausgegangen 
und  der  Drehungsvector  aus  ihm  abgeleitet  worden.  Die  letzten 
Betrachtungen  geben  an  die  Hand,  dass  man  auch  umgekehrt  ver- 
&hren  kann.  In  der  That,  setzt  man  zwei  Vectoren  F/  und  F/ 
der  früheren  Art  mit  einander  in  die  den  Formeln  (25)  entsprechen- 
den Beziehungen  für  ihre  Componenten: 

A'  =  «  M,' -  yN:,    M;  =  xiV;  -  zU,     N:  =yL:^  xM:,      (26) 

so  kehren  die  Componenten  L/,  3f/,  N^'  bei  Umkehrung  aller  Co- 
ordinatenrichtungen  ihre  Vorzeichen  um,  wenn  die  Componenten  L/, 
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M^y  N^  sie  dabei  behalten.  Die  Definitionen  geben  also  wirklich  die 
Componenten  eines  aus  einem  axialen  Vector  F/  abgeleiteten 
polaren  Vectors  F/.  Dem  Gebrauch  gemäss  ist  durch  die  Ver- 
änderung des  Vorzeichens  gegenüber  (25)  der  letztere  nach  derjenigen 
Seite  positiv  gerechnet,  um  welche  der  erstere  in  negativem  Sinne 
drehend  wirkt.  Dieser  Zusammenhang  entspricht  unmittelbar  der 
Figur  1,  wenn  man  in  ihr  F»  nach  dem  Punkt  o,  F,  nach  p  verlegt 

11.  Zusammensetzung  von  Vectoren.  In  sehr  vielen  Gebieten 
der  Physik  begegnet  man  der  Thatsache,  dass  ein  von  mehreren 
Vectorgrössen  F^,  F,, .  .  .  V^  gleicher  Art  abhängiger  Vor- 
gang nur  allein  durch  die  Summen  ihrer  parallelen  Com- 
ponenten nach  den  Coordinatenaxen  bestimmt  wird.  Es 
liegt  nahe,  diese  Summen 

2JU^L,     :SMn  =  M,     2Nh  =  N  (27) 

wieder  als  Componenten  eines  Vectors  F  anzusehen,  der  dann  dem 
gegebenen  System  F,,  F„  . . .  V^  äquivalent  ist,  und  zu  fragen,  wie 

sich  letzterer  nach  Grösse  und 
Richtung  durch  die  ersteren  be- 
stimmt. 

Die  Antwort  giebt  der  folgende 
Satz,  dessen  Beweis  die  neben- 
stehende Figur  enthält. 

EinVector  F,  dessen  Com- 
ponenten L,  M,  N  den  Summen 
der  bezüglichen  Componenten 
Lfh,  Mk,  Nh  von  n  Vectoren  F^ 
gleich  sind,  kann  construirt 
werden,  indem  man  die,  wie 
stets,  durch  Strecken  reprä- 
sentirten  Vectoren  F^  gleich- 
sinnig an  einander  reiht  und  das  so  erhaltene  offene  Po- 
lygon durch  eine  Gerade  schliesst.  Die  letztere  Strecke  in 
entgegengesetztem  Sinne  gezählt,  als  die  übrigen  Strecken, 
stellt  nach  Grösse  und  Richtung  den  Vector  F  dar. 

Man  nennt  diese  Construction  kurz  die  Zusammensetzung 
von  Vectoren  nach  der  Regel  des  Polygones. 

Die  Formeln  (27)  sind  somit  der  analytische  Ausdruck  für  den 
durch  jene  Construction  gelieferten  Zusammenhang. 

12.  Erkennungszeichen  von  Vectorcomponenten.  Im  Laufe  der 
späteren  Entwickelungen  werden  uns  Vectoren  verschiedener  Art 
direct  entgegentreten   und   ihre   Componenten  nachträglich   gebildet 
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werden ;  daneben  werden  wir  aber  auch  Functionentripeln  begegnen, 
deren  Bedeutung  sie  den  drei  Coordinatenaxen  zuordnen  lässt^  ohne 
dass  eine  Beziehung  zu  einem  Vector  Yorgegeben  ist.  Es  wird  sich 
dann  die  Frage  bieten,  unter  welchen  umständen  diese  Functionen^ 
die  wieder  L,  M,  N  heissen  mögen,  als  Vectorcomponenten  betrachtet 
werden  dürfen. 

Hierzu  wird  offenbar  nothwendig  und  ausreichend  sein,  dass 
ihre  Resultirende  eine  yom  Coordinatensystem  unabhängige  Grösse 
and  Richtung  im  Räume  besitzt,  oder,  was  dasselbe  ist,  dass  sich 
Lj  M,  N  bei  Coordinatentransformationen  wie  Projectionen  einer 
Strecke  auf  die  Axen  verhalten.  Der  Nachweis  hierfür  kann  in  der 
Regel  nur  durch  Rechnung  erbracht  werden,  kann  aber  in  dem 
Falle  unterbleiben,  dass  nach  der  physikalischen  oder  geometrischen 
Bedeutung  der  Resultirenden  ihre  Unabhängigkeit  vom  Coordinaten- 
system evident  ist. 

Als  Vectorcomponenten  specieller  Art  erkennbar  sind  die  L, 
Jf,  iVnach  (16)  ohne  Weiteres,  wenn  sie  mit  einer  scalaren  Grösse  S 
durch  die  Beziehungen 

=  3—,         if=3— ,         N=^- 
ax  ay  ax 

verbanden  sind.  Der  bezügliche  Vector  ist  polar,  wenn  S  bei 
Umkehrong  aller  Goordinatenrichtungen  sein  Zeichen  beibehält, 
axial,  wenn  es  dasselbe  wechselt. 

Umgekehrt  ist  S  eine  scalare  Function  von  einer  der  genannten 
Eigenschaften,  wenn  Z,  if,  N  die  Componenten  eines  polaren  oder 
eines  axialen  Vectors  darstellen. 

Die  Bedingungen  dafür,  dass  drei  Functionen  L,  My  N  die  obigen 
Formen  besitzen,  erhält  man  durch  Elimination  von  S  in  der  Gestalt: 

dM      BN        dN       dL         dL       BM 


dx        dy  '       dx        dx  ^       dy        dx 


(28) 


Auch  aas  den  Systemen  (17)  und  (18)  kann  man  Erkennungs- 
zeichen für  Vectorcomponenten  entnehmen,  die  unter  Umständen 
von  Nutzen  sind. 

Wenn  nämlich  zwei  Tripel  von  auf  die  Coordinatenaxen  be- 
zogenen Grössen  L,  if,  N  und  L',  if',  N*  durch  Gleichungen  von 
der  Form 

±L  =  yN'--'xM',     ±M=xL''-xN\     ±N=xM'^yL'     (29) 

verbunden  sind,  und  von  dem  einen  Tripel  bekannt  ist,  dass  seine 
Glieder  die  Componenten  eines  polaren,  resp.  axialen  Vectors  sind, 
80  sind  jederzeit  die  Glieder  des  anderen  Tripels  die  Componenten 

W.  Voigt,  Mechanik.    Zweite  Aufl.  2 


18  Einleitung. 

eines  axialen,  resp.  polaren  Vectors  nach  denselben  Axen.  Dabei 
besteht  nach  Formel  (10)  zwischen  den  resultirenden  Vectoren  V 
und  V  die  Beziehung 

F  =rr  sin  (rjF'),  (30) 

wobei  r  =  "J/a;'  +  t^  +  Jt'  ist 

Nach  dem  S.  9  Bemerkten  kann  übrigens  ohne  wesentlichen 
Unterschied  an  Stelle  des  Vectors  r  auch  ein  anderer  polarer 
Vector  V"  treten. 

13.  Tensoroomponenten.  Man  möchte  zunächst  geneigt  sein, 
die  Tensoren  in  derselben  Weise  durch  ihre  Projectionen  auf  drei 
nicht  in  einer  Ebene  liegende,  insbesondere  zu  einander  normale  Rich- 
tungen zu  bestimmen,  wie  die  Vectoren.  Indessen  kommt  man  bei 
einer  solchen  Anwendung  der  Formeln  (14)  zu  durchaus  schiefen 
Verhältnissen ;  denn  diese  drücken,  wie  oben  hervorgehoben  ist,  eine 
Aequivalenz  zwischen  der  TJmkehrung  des  Vorzeichens  und  der 
Richtung  eines  Vectors  aus,  die  mit  der  Zweiseitigkeit  der  Tensoren 
in  vollem  Widerspruch  steht.  Man  hat  daher  bei  den  Tensoren 
jedenfalls  Componenten  einzuführen,  welche  diese  Zweiseitigkeit  zum 
Ausdruck  bringen.  Dies  kann  in  grösster  Einfachheit  auf  zwei  an 
sich  durchaus  gleichberechtigte  Weisen  geschehen,  die  wir  aus  ge- 
wissen Gründen  auch  beide  beibehalten  werden. 

Ein  erstes  System  Ä,  B,  C  von  Componenten  eines  Tensors  T 
nach  den  Axen  A',  Y,  Z  kann  man  definiren  durch  die  Formeln 

A  =  Tcos'{T,X),     B=  Tcos'{T,  7),     C=  Tcos*(T,Z).       (31) 

Sie  bestimmen  umgekehrt  die  Grösse  T  des  Tensors  eindeutig,  da 
ja  gilt 

T=A  +  B+G]  (32) 

dagegen  ergeben  die  Formeln 

cos*(r,X)  =  A      cos*(7;y)  =  |-,     cos'(7;Z)=^         (33) 

nur  die  absoluten  Werthe  der  Richtungscosinus  von  T,  lassen  also 
den  Octanten,  in  dem  T  liegt,  unbestimmt,  und  dies  ist,  obwohl  ent- 
gegengesetzte Richtungen  von  T  nach  der  Definition  gleichwerthig 
sind,  ein  erheblicher  Mangel. 

Ein  zweites  System  Ä,  B',  (T  von  Componenten  wird  geliefert 
durch  die  Formeln 

Ä  =  Tcos  (T;  Y)  cos  (T,  Z),     B'  =  Tcos  {T,  Z)  cos  (T,  Z), 

c"=  Tcos  (7;z)  cos  (!r,r).  ^   ^ 
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Da  der  Tensor  nur  drei  unabhängige  Bestimmungsstücke  besitzt, 
80  müssen  die  Ä^  R,  C  durch  die  Ay  B,  C  ausdrückbar  sein;  in  der 
Thal  gilt 

Ä'=BC,        B"^CA,         C''=AB, 
.    _  B'C        p    _  CA'  _  A'B'  (35) 

^  --37-,    i^  -  ;b'~  j    ^  -"    (j-y 

woraus  dann  sogleich 

^  _  BC        CA'        AB_ 
""     Ä'     "^     B     '^     C    ^ 

co8'(7;.Y)  =  ^,   cos'(7;r)  =  -^^',   cos^r,  z)  = -^-^ 

folgt     Da  indessen  auch  gilt 

cos  (T,  X) :  cos  (T,  7) :  cos  (T,  Z)  =  j,  :  ~ :  ^ ,  (37) 

so  sind  durch  Ä^  B\  C  ausser  den  absoluten  Werthen  der  Cosinus 
auch  deren  relative  Vorzeichen  gegeben ;  es  wird  durch  sie  also  die 
Richtung  von  T,  soweit  das  seine  Zweiseitigkeit  überhaupt  zulässt, 
vollständig  bestimmt 

Zeigen  sich  hierin  die  Componenten  A\  B\  C  den  Ay  B,  G  über- 
legen, so  besitzen  sie  dafür  eine  andere  Unbequemlichkeit,  von  denen 
die  A,  B,  G  frei  sind.  Fällt  T  nämlich  in  eine  Coordinatenaxe,  so 
wird  eines  der  A,  B,  G  mit  T  identisch,  die  beiden  anderen  ver- 
schwinden; die  A,  B,  G  erweisen  sich  hierdurch  alle  dem  Tensor  T 
selbst  gleichwerthig.  Unter  den  gleichen  Umständen  werden  alle  drei 
Ä,  Rj  G'  gleich  Null,  und  eine  directe  Bestimmung  von  T  nach  Grösse 
und  Richtung  aus  den  Componenten  Ä,  B\  G'  wird  in  diesen  Fällen, 
ausser  durch  einen  lästigen  Grenzübergang,  unmöglich.  Die  Äy  B',  C 
sind  also  ihrer  Natur  nach  von  dem  Tensor  T  selbst  verschieden. 

Bezüglich  des  Vorzeichens  der  beiden  Arten  von  Tensorcompo- 
nenten  sei  bemerkt,  dass  sie  bei  beiden  mit  dem  Zeichen  des 
Tensors  selbst  wechseln.  Von  seiner  Richtung  sind  die  Vorzeichen 
der  Componenten  erster  Art  unabhängig,  nicht  aber  diejenigen 
zweiter  Art 

14.  Componenten  von  Tensortripeln.  Die  oben  erörterten  un- 
bet^uemen  Eigenschaften  der  Tensorcomponenten  verschwinden  in 
dem  praktisch  wichtigsten  Falle,  dass  es  sich  um  ein  Tensortripel, 
d.  h.  um  drei  normal  zu  einander  gerichteten  Tensoren  T,,  T,,  T^ 
handelt  Ein  solches  System  erfordert  ersichtlich  sechs  Bestimmungs- 
stücke, woflir  sich  zuerst  die  drei  Zahlwerthe  T»,  T,,  T,  und  die  drei 
Winkel  bieten,  welche  die  Lage  ihres  Richtungskreuzes  gegen  die 
Coordinatenaxen  Xy  Y,  Z  festlegen.     Eine  andere  Bestimmung  ge- 
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schiebt  mit  Hülfe  der  beiden  Arten  von  Componenten,  die  oben  be- 
sprochen worden  sind.  Bezeichnet  man  nämlich  mit  A)^^  Bh,  G^  und 
A!h,  B{^,  Ck  die  Componenten  des  Tensors  T^  —  unter  h  die  Zahlen  1, 2, 3 
verstanden  — ,  so  liefern  die  über  alle  h  genommenen  Summen 

Ä  =  :SA^,     B^2Bn,     G  =  2  Gn, 

A'=:SJi„     B'=2B;,,     G'^2Gk,    '  ^    ^ 

sechs  Componenten  des  Tensortripeis,  die  dasselbe  vollständig  be- 
stimmen. Um  dies  zu  erkennen,  betrachten  wir  eine  Richtung  q, 
der  wir  die  folgende  Function  Q  zuordnen: 

Q  =  A  C08'{q,  X)  +  5  cos'  {q,  Y)  +  CCOS*  (q,  Z) 

+  2Ä  cos  {q,  Y)  cos  (^,  Z)  +  2B'  cos  {q,  Z)  cos  {q,  X)     (39) 
+  2  C  cos  (q,  X)  cos  {q,  Y). 

Da  der  Werth  von  Q  sich  bei  der  ümkehrung  der  Richtung 
von  S  nicht  ändert,  so  bestimmt  die  Formel  einen  neuen  Tensor, 
der  mit  den  Componenten  A,  B,  G  und  A\  B%  C"  unseres  Tensor- 
tripeis in  naher  Beziehung  steht. 

Wir  wollen  die  Richtung  von  Q  nun  durch  den  Coordinaten- 
anfang  legen  und  auf  ihr  nach  beiden  Seiten  hin,  je  nachdem  Q^Q 
ist,  die  Strecke  r  =  l/]/d:  Q  auftragen.  Die  Endpunkte  derselben 
haben  dann  Coordinaten  x,  t/,  x,  welche  nach  (39)  die  Gleichung 
befolgen 

±\=  Ax'  +  Bif  +  Gx^  +  2Äyx  +  2Bxx  +  2Cxtj\       (40) 

die  Endpunkte  der  Strecke  bewegen  sich  sonach,  wenn  wir  die 
Richtung  von  S  beliebig  verändern,  auf  einer  centrischen  Oberfläche 
zweiten  Grades,  deren  Gleichung  durch  (40)  geliefert  wird.  Eine 
solche  Fläche  hat  aber  jederzeit  drei  zu  einander  normale  Haupt- 
axen,  und  ihre  Gleichung  erscheint  auf  diese  Axen  bezogen,  wenn  in 
ihr  die  Factoren  der  doppelten  Producte  yx,  xx,  xy  verschwinden; 
zugleich  werden  daselbst  die  Factoren  der  Quadrate  x^^  y*,  x*  mit  den 
reciproken  Quadraten  der  Halbaxen  a,  6,  c  der  betreflfenden  Ober- 
fläche identisch. 

Deutet  man  also  die  Einführung  des  Systemes  der  Hauptaxen 
durch  den  Index  ^  an,  so  gilt  gleichzeitig 

u^o  =  ^.»       ^0  =  ^1»        ^0  =  ^1      A'  =  0,     K  =  0,     c;  =  0.    (41) 

Nun  sind  nach  ihrer  Definition  A\  B^  G'  gleich  Null,  wenn  das 
Tensortripel  den  Coordinatenaxen  parallel  ist,  denn  von  jedem  Ji, 
Bin  Oh  gilt  nach  (34)  das  Gleiche.  Unter  denselben  Umständen 
wird  jedes    der   drei  A,   B,    G  mit  einem  der  Tensoren   j;,   T^,   T^ 
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identisch;  denn  dabei  werden  nach  dem  S.  19  Gesagten  immer  zwei 
der  ^Äf  Bhy  Ck  gleich  Null,  das  dritte  gleich  7^.    Somit  gilt  der  Satz: 

Bildet  man  aus  den  sechs  durch  (38)  gegebenen  Compo- 
nenten  A,  B,  G,  Ä^  ff,  (f  eines  Tensortripels  T',,  T,,  T,  nach 
dem  Schema  (40)  die  Gleichung  der  ihnen  zugehörigen 
centrischen  Oberfläche  zweiten  Grades,  so  liefert  dieselbe 
durcli  Richtung  und  Grösse  ihrer  Axen  zugleich  die  Rich- 
tung und  Grösse  der  Tensoren  T,,  T,,  T,. 

Hieraus  folgt,  dass  das  Tensortripel  durch  die  eingeführten  sechs 
Componenten  wirklich  vollständig  bestimmt  ist  und  mit  Hülfe  einer 
geometrischen  Construction,  die  wir  kurz  als  die  Construction  des 
Ellipsoides  bezeichnen,  aus  ihnen  abgeleitet  werden  kann.  Die 
rechnerische  Bestimmung  der  Grössen  und  Richtungen  des  Tripels 
ist  allgemein  nicht  durchführbar. 

15.  Zusammensetzung  von  Tensoren.  Die  Einführung  der  Ge- 
sammtcomponenten  A  =  -S-ifc, ...  -4'=  -S^i,  . .  .  eines  Tensortripels 
besitzt  darum  noch  eine  tiefere  Bedeutung,  als  bisher  ersichtlich, 
weil  bei  der  gleichzeitigen  Wirkung  mehrerer  beliebiger  Tensoren 
r«,  7i,  Te, .  . .  Tn  ebenso,  wie  bei  der  von  Vectoren,  der  Fall  nicht 
selten  ist,  dass  der  betreffende  Vorgang  nur  allein  von  den 
sechs  Summen  der  parallelen  und  gleichartigen  Compo- 
nenten abhängt  Hier  geben  also  jene  sechs  Aggregate  das 
einzige  Maass  für  die  Wirkung  des  Tensorsystemes  ab,  und  da  die- 
selben nach  dem  Obigen  ein  einziges  Tensortripel  T',,  T„  T,  be- 
stimmen, 80  folgt,  dass  in  diesem  Falle  das  gegebene  Tensorsystem 
r«,  7i, . .  .  T;  dem  Tensortripel  T,,  7;,  T^  äquivalent  ist 

Eine  der  Regel  des  Polygones  auf  S.  16  entsprechende  einfache 
Construction  des  resultirenden  Tripels  T,,  T^,  T^  aus  den  Tensoren  7^,, 
Tfc  . .  .,  r„   existirt  nicht. 

16.  Merkmale  von  Tensorcomponenten.  Wie  die  Vectoren,  so 
treten  auch  die  Tensoren  und  Tensortripel  im  Laufe  der  Unter- 
suchungen gelegentlich  direct  auf,  und  es  wird  dann  von  ihnen  aus 
der  Uebergang  zu  den  Componenten  vollzogen.  Mitunter  verhält 
sich  aber  die  Sache  umgekehrt;  es  begef^nen  uns  sechs  Functionen  — 
sie  mögen  wiederum  mit  A,  B,  C,  Ä,  ff,  C  bezeichnet  werden  — , 
die  nach  ihrer  Natur  und  analytischen  Gestalt  paarweise  je  einer 
Coordinatenaxe  zuzuordnen  sind,  und  es  ist  zu  entscheiden,  ob  die- 
selben als  Componenten  eines  Tensortripels  betrachtet  werden  dürfen. 

Hierzu  würde  nothwendig  und  hinreichend  sein,  dass  das  aus  ihnen 
nach  der  S.  20  besprochenen  Methode  bestimmte  Tensortripel  vom 
Coordinatensystem  unabhängig  wäre,  d.  h.  sich  stets  nach  Lage  und 
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';  Grösse  gleich  fände,  wenn  die  Ä,  B,  G,  Ä,  B,  C  auf  neue  Coordi- 

\  natenaxen  transformirt  werden. 

Dieser   rechnerische  Nachweis  bleibt  erspart,   wenn   nach   dei 

physikalischen  oder  geometrischen  Bedeutung  des  erhaltenen  Tensor- 

tripelg  seine  Unabhängigkeit  von  dem  Coordinatensystem  evident  ist 

Bezüglich  der  Transformation  der  sechs  Tensorcomponenten  aui 

^  ein  neues  Coordinatensystem  zeigen  die  Formeln  (31),   dass  sich  A 

•  -B,  G  wie  die  Quadrate  von  Vectorcomponenten  L,  i/,  iVverhalten^ 

denn  es  ist  ja  U  =  F'  cos'  (F,  X)  u.  s.  f.;  ebenso  erhellt  aus  (34), 
dass   sich  Ä^   B,    G'   wie   die   Producte   von   Vectorcomponenten 

V  transformiren,  denn  es  ist  MN=^  V  cos  (F,  Y)  cos  (F,  Z)  u.  s.  f.    So- 

nach werden  die  Componenten  A,  B,  f,  A',  B',  f  nach  einem  zweiten^ 
mit  XY7j  gleichartigen  Coordinatensystem  E  H  Z  in  folgender  Weise 
mit  A,  Dj  G,  Äj  B^  G'  zusammenhängen: 

A  =  ^  cos*  (X,  E)  +  5 cos'  ( r,  E)  +  Ccos'  (Z,  £) 

+  2^'cos(r,E)co8(Z,Z)  +  2^cos(Z,E)cos(X,=) 

+  2  (7  cos  (X,  Z)  cos  F,  =), 

A'  =  ^  cos  {X,  H)  cos  (A-,  Z)  +  B  cos  ( 1',  H)  cos  ( r,  Z)  (42) 

+  Cco8(^,H)cos(Z,Z) 
'■■'.  +  Ä  (cos  ( r,  H)  cos  (2,  Z)  +  cos  (Z,  H)  cos  ( Y,  Z) 

+  F  (cos  (Z,  H)  cos  (Z,  Z)  +  cos  (A',  H)  cos  (Z,  Z) 
;  ■  +  C"  (cos  (A,  H)  cos  ( y,  Z)  +  cos  ( T,  H)  cos  (Jf ,  Z)) , 

Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  für  A  mit  der  Formel  (39),  so 
erkennt  man,  dass  die  Function  Q  nichts  Anderes  ist,  als  die  Com- 
;  ponente  erster  Art  des  Tensortripeis  nach  der  Richtung  q, 

17.  Tensorcomponenten  specieller  Art.     Wie  Vectoren,  so  sind 

auch  Tensoren  specieller  Art  in  jedem  scalaren  Felde  vorhanden. 

'%  Setzt   man   nämlich   unter  Benutzung  der  früheren  Bezeichnung  S 

für  die  das  Feld  charakterisirende  scalare  Function 

»  dydx'  ~~  dxdx'  dxdy  ' 

•:  SO  transformiren  sich  diese  Ausdrücke  auf  neue  Coordinatensysteme 

ebenso,  wie  soeben  als  für  Tensorcomponenten  charakteristisch  er- 
wiesen ist;  sie  stellen  somit  Componenten  eines  Tensortripeis  dar. 
Der  Ausdruck  (39)  für  Q  wird  demgemäss  zu 
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und  das  Tensortripel  ist  durch 

gegeben,  falls  X,,  Fo?  Z^  Coordinatenaxen  von  der  Eigenschaft  be- 
zeichnen, dass  für  sie  gilt: 

a:=J^  =  0,     /?;=/'|_  =  0,      (7o'=^-^  =  0.      (46) 

Solche  specielle  Arten  von  Tensortripeln  haben  in  verschiedenen 
Gebieten  der  Physik  eine  grosse  Bedeutung. 

Durch  Heranziehung  der  Formeln  (22)  können  diese  speciellen 
Tensoren  auch  mit  den  Vectorcomponenten  L,  M,  N  des  Scalarfeldes 
in  Beziehung  gesetzt  werden;  es  gilt  nämlich  ohne  Weiteres 

und  man  erkennt  leicht,  dass  diese  Ausdrücke  die  für  die  Tensor- 
componenten  charakteristischen  Transformationseigenschaften  nicht 
nur  dann  besitzen,  wenn  die  L,  M,  N  die  Gestalten  (22)  haben, 
sondern  jederzeit,  wenn  L,  M,  N  überhaupt  Vectorcomponenten  sind. 
Die  Formeln  (47)  stellen  somit  eine  specielle  Art  von 
Tensorcomponenten  dar,  welche  in  dem  allgemeinsten 
Vectorfeld  auftreten. 

Dagegen  sind  nach  ihren  Transformationseigenschaften 

^■-i(i~-4r).  «'-i(it-i?).  '-■-im-fA  <^«) 

Componenten  eines  im  Feld  von  F  auftretenden  zweiten  Vectors  F', 
der  polar  ist,  wenn  V  axiale  Natur  hat  und  umgekehrt  L',  M\  N' 
verschwinden,  wenn  Z,  3/,  N  die  durch  (22)  gegebene  Form  besitzen. 

Damit  irgendwie  vorgeschriebene  Functionen  Ä^  B,  C,  Ä,  B',  C 
die  in  (43)  oder  in  (47)  enthaltenen  Formen  besitzen  und  somit  als 
Tensorcomponenten  jener  beiden  speciellen  Arten  aufgefasst  werden 
können,  müssen  sie  gewissen  Bedingungen  genügen,  die  man  erhält, 
wenn  man  aus  den  betreffenden  Gleichungen  5  oder  L,  M,  N  durch 
geeignete  Differentiationen  eliminirt  Man  erhält  hierdurch  gewisse 
Formeln,  die  im  Falle  (43)  einfacher,  im  Falle  (47)  ziemlich  com- 
plicirt  sind,  aber  als  ohne  directes  Interesse  für  uns  hier  nicht  ge- 
bildet werden  mögen. 

18.  Hähenmgsweise  Betrachtungen.  In  vielen  Gebieten  der 
Physik  sind  die  zu  Grunde  gelegten  empirischen  Gesetze  nicht  in 
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geschlossener  Form  bekannt,  sie  werden  vielmehr  in  der  Gestalt 
von  Reihen  nach  steigenden  Potenzen  der  geeignet  gewählten 
Variabein  angesetzt,  von  denen  man  so  viel  Glieder  beibehält,  als 
nöthig  sind,  um  die  Beobachtungen  so  genau,  wie  deren  Werthe 
selbst  geschätzt  werden  dürfen,  wiederzugeben.  In  anderen  Ge- 
bieten nehmen  die  Gleichungen,  welche  die  Probleme  liefern,  so 
complicirte  Formen  an,  dass  eine  strenge  Lösung  unmöglich  ist 
oder  wenigstens  bedeutende  Schwierigkeiten  bietet.  Da  unser  letztes 
Ziel  die  Aufstellung  von  mit  der  Erfahrung  vergleichbaren  Gesetzen 
ist,  so  beschränken  wir  uns  in  solchen  Fällen  nicht  selten  auf  an- 
genäherte Lösungen,  die  flir  die  Praxis  mit  den  strengen  durchaus 
äquivalent  sind,  wenn  ihre  Genauigkeit  sich  scharf  beurtheilen  lässt 
und  dabei  der  Genauigkeit  der  betreffenden  Beobachtungen  min- 
destens gleichkommt. 

Wir  werden  im  Folgenden  in  den  beiden  angedeuteten  Rich- 
tungen von  Annäherungen  wiederholt  Gebrauch  machen,  und  es 
erscheint  daher  angemessen,  im  Voraus  auf  Einiges  von  dem  hin- 
zuweisen, was  bei  derartigen  Betrachtungen  zu  berücksichtigen  ist 

Es  sei  ein  analytischer  Ausdruck  für  eine  beobachtbare  physi- 
kalische Grösse  B  gegeben  oder  gesucht,  der  eine  unabhängige 
Variable  oder  auch  eine  Constante  6  enthält,  die  unter  den  wirk- 
lich vorkommenden  Umständen  stets  ein  kleiner  echter  Bruch  ist, 
so  bezeichnen  wir  Ausdrücke,  die  sich  von  €,€*,€"...  nur  um 
massige,  d.  h.  von  der  Einheit  nicht  allzuweit  entfernte,  Zahlen- 
factoren  c^i,  f«,  f,  .  .  .  unterscheiden,  als  klein  von  erster,  zweiter, 
dritter  .  .  .  Ordnung  in  6.  Ein  häufiger  Fall  ist  der,  dass  6  un- 
gefähr 0,001  beträgt,  und  die  f/,  etwa  zwischen  0,1  und  10  liegen. 

Gleichviel,  ob  der  Ausdruck  für  B  bekannt  ist  oder  nicht,  so 
können  wir  ihn  nach  dem  MACLAüRiN'schem  Satze  nach  Potenzen 
von  €  entwickeln  und  schreiben 

B=  A{\  +  aB  +  ße  +  ye  +  ..  .).  (49) 

Unter  den  für  uns  in  Betracht  kommenden  Verhältnissen  ist 
die  Convergenz  der  so  erhaltenen  Reihe  in  der  Regel  unzweifelhaft. 
Sind  hierbei  <^,  /9,  y  .  .  .  im  obigen  Sinne  massige  Zahlen,  so  werden 
die  Glieder  der  Klammer  ihrem  Werthe  nach  schnell  abnehmen  und 
die  Beibehaltung  der  1,  2,  3  . .  .  ersten  Glieder  wird  Formeln  von 
wachsender  und  im  Allgemeinen  leicht  abschätzbarer  Genauigkeit 
liefern.  Meist  kann  man  dabei  die  Summe  der  fortgelassenen  Glieder 
als  von  dem  ersten  gestrichenen  Glied  nicht  erheblich  abweichend 
betrachten. 

Handelt  es  sich  nun  um  die  Anwendung  einer  solchen  Formel 
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auf  Beobachtungen  von  einem  bestimmten  Grad  der  Schärfe,  so  wird 
der  Theil  der  Reihe,  welcher  eine  unterhalb  der  Genauigkeitsgrenze 
hegende  Grösse  besitzt,  praktisch  ohne  Bedeutung  sein  und  ge- 
strichen werden  dürfen.  Ist  z.  B.,  was  einen  gleichfalls  hau  6  g  vor- 
kommenden Fall  darstellt,  die  Genauigkeit  des  Endresultates  der 
Beobachtung  höchstens  gleich  0,001  des  ganzen  gemessenen  Werthes, 
so  werden  bei  e  =  0,001  die  Glieder  von  der  zweiten  Ordnung  an 
ohne  Eünfluss  sein,  und  das  Gesetz  für  i?  in  genügender  An- 
näherung durch 

B  =  A{l  +  aa)  (50) 

gegeben  werden.  Ist  aber  die  Genauigkeit  der  experimentellen  Be- 
stimmung von  B  höchstens  gleich  0,00001,  so  wird  man  das  Glied 
zweiter  Ordnung  beibehalten  müssen,  dasjenige  dritter  Ordnung  aber 
beseitigen  dürfen;  hier  lautet  dann  das  zur  Anwendung  geeignete 
G'Ssetz ' 

J9  =  ^(l  +ae  +  ße').  (51) 

Die  Verallgemeinerung  des  Verfahrens  auf  den  Fall,  dass 
mehrere  kleine  Grössen  e,  tj,  &  .  .  .  in  dem  Ausdruck  für  B  vor- 
kommen, liegt  auf  der  Hand.  In  der  Kegel  wird  eine  dieser  Grössen, 
z.  B.  €,  als  die  in  erster  Linie  maassgebende  erscheinen  und  die 
anderen  werden  in  ihrer  Grössenordnung  mit  Potenzen  von  e  ver- 
glichen werden.  Nach  dem  oben  Festgesetzten  erscheint  z.  B.  rj  als 
von  zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  e,  wenn  es  sich  von  e*  nur  um 
einen  massigen  Zahlenfactor  unterscheidet.  Das  Gesetz  für  B  wird 
sich  dann  wie  oben  in  eine  B.eihe  entwickeln  lassen,  deren  Glieder 
in  Bezug  auf  $  wachsende  Grössenordnung  besitzen,  und  die  sich 
genau  so  behandeln  lässt,  wie  oben  gezeigt  ist. 

Ein  wenig  complicirter  wird  die  üeberlegung,  wenn  es  sich  um 
gewöhnliche  Gleichungen  zwischen  mehreren  physikahschen  Grössen 
handelt,  und  in  den  Formeln  entweder  explicite,  oder  aber  implicite 
in  den  Abhängigen,  jene  als  klein  angenommenen  Unabhängigen 
oder  Parameter  auftreten.  Indessen  fuhrt  auch  hier  die  Entwicke- 
Inng  nach  dem  MACLAüBiK^schen  Lehrsatz  zu  Gleichungen,  deren 
GUeder  in  den  kleinen  Grössen  von  Oter,  Iter,  2ter...  Ordnung 
sind,  und  die  demnach  bei  Beschränkung  auf  eine  gewisse  Genauig- 
keit durch  Fortlassung  der  höheren  Glieder  vereinfacht  werden 
können.  Schwierigkeiten  bietet  hier  nur  mitunter  die  Frage,  ob  die 
ihrem  Werth  nach  zunächst  unbekannten  Factoren  jener  kleinen 
Grössen  wirklich  als  massige  Zahlen  in  dem  oben  erörterten  Sinne 
angesehen  werden  können.  Fehler  können  dabei  ebensowohl  da- 
durch entstehen,  dass  die  Factoren  der  niedrigen  Glieder  kleiner, 
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wie  dass  diejenigen  der  höheren  Glieder  in  Wahrheit  grösser  sind, 
als  man  angenommen  hat  In  solchen  Fällen  ist,  nach  Durchführung 
der  Rechnung  mit  den  angenommenen  Vernachlässigungen,  die  Be- 
rechtigung der  letzteren  genau  zu  untersuchen. 

Noch  schwieriger  werden  angenäherte  Betrachtungen  bei  Diflfe- 
rentialgleichungen,  da  hier  die  Grössenordnungen  der  Abhängigen 
von  denjenigen  ihrer  DiiFerentialquotienten  verschieden  sein  können. 
Hier  wird  man,  neben  sorgfältiger  Erwägung  der  Umstände  im 
Voraus,  eine  nachträgliche  Prüfung  der  Zulässigkeit  der  gemachten 
Vernachlässigungen  nicht  versäumen  dürfen.  Wir  werden  auf  diese 
Punkte  bei  den  weiter  unten  zu  behandelnden  speciellen  Problemen 
zurückkommen. 


Erster  Theil. 

Mechanik  materieller  Punkte. 


§  1.    Trage  Körper,  materielle  Punkte;  gleichförmige  geradlinige 

Beweg^ongy  Galilei's  Trägheitsprineip. 

Die  fundamentale  Erfahrungsthatsache,  an  die  wir  in  der  theo- 
retischen Mechanik  anknüpfen,  ist  die  Beobachtung,  dass  die  Körper 
unseren  Versuchen,  sie  mit  Hülfe  unserer  Muskelkraft  vom  Ort  zu 
bewegen,  einen  Widerstand  entgegensetzen,  dass  sie,  einmal  in  Be- 
wegung gesetzt,  diese  Bewegung  in  scheinbar  selbstständiger  Weise» 
fortsetzen  und  auch  unserem  Bestreben,  auf  diese  Bewegung  ver- 
ändernd einzuwirken,  nicht  widerstandslos  Folge  leisten.  Wir  führen 
diese  Erscheinungen  auf  eine  Eigenschaft  der  die  Körper  erfüllenden 
Masse  zurück,  die  wir  ihre  Trägheit  nennen.  Die  Ableitung  der 
Bewegungsgesetze  für  träge  oder  mit  Masse  behaftete  Körper  ist  die 
Aufgabe  der  Mechanik 

In  allen  Gebieten  der  Physik  sucht  man  die  complicirten  Vor- 
gänge dadurch  zu  verstehen  und  theoretisch  zu  bewältigen,  dass 
man  sie  in  möglichst  einfache  Elementarvorgänge  zerlegt  und  diese 
zunächst  in  Angriff  nimmt.  So  geht  man  auch  in  der  Mechanik 
aus  von  der  Betrachtung  eines  Körpers  von  möglichst  einfachen 
Eigenschaften,  des  sogenannten  materiellen  Punktes. 

Unter  einem  materiellen  Punkte  versteht  man  einen 
trägen  Körper  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  man  ohne 
merklichen  Fehler  seinen  Ort  und  demgemäss  seine  Orts- 
veränderung vollständig  nach  dem  Verhalten  eines  be- 
liebigen oder  bestimmten  in  ihm  markirten  mathematischen 
Punktes  beurtheilen  kann.  Es  ist  eigenthümlich  und  lästig, 
dass  man  nicht  von  vornherein  die  Umstände,  unter  denen  ein 
Körper  diese  Bedingung  erfüllt,  allgemein  und  anschaulich  auf- 
stellen kann;  diese  Untersuchung  erfordert  indessen  so  viele  erst 
weiterhin  zu  gewinnende  Hülfsmittel,  dass  sie  nicht  eher,  als  am  Ende 
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des  zweiten  Theiles  unserer  Darstellung  erledigt  werden  kann.  Hier 
kann  vorläufig  nur  dies  gesagt  werden :  In  vielen  Fällen  genügt, 
dass  der  Körper  in  seinen  Dimensionen  klein  ist  gegen  die 
Wege,  welche  der  in  ihm  markirte  mathematische  Punkt 
in  endlichen  Zeiten  zurücklegt^  um  ihn  als  materiellen 
Punkt  behandeln  zu  dürfen. 

Nach  den  getroffenen  Festsetzungen  ist  die  Lage  eines  als 
Massenpunkt  bezeichneten  Körpers  ausreichend  bestimmt  durch  den 
Ort  irgend  eines  in  ihm  beliebig  angenommenen  mathematischen 
Punktes,  seine  Bewegung  durch  die  Ortsveränderung  desselben  mit 
der  Zeit.  Die  bei  der  Bewegung  von  ihm  beschriebene  Curve  nennen 
wir  die  Bahn  des  Massenpuuktes. 

Den  Ort  bestimmen  wir  durch  die  Coordinaten,  zumeist  die  recht- 
winkligen X,  y,  Xy  des  Punktes  in  Bezug  auf  ein  ruhendes  Coordi- 
natensystem.  Ist  der  Massenpunkt  in  Bewegung,  so  ändert  sich  Xy 
y,  X  mit  der  Zeit  t^  es  ist  z.  B. 

die  Bewegung  ist  vollständig  beschrieben,  d.  h.,  ihre  Gesetze  sind 
erschöpfend  ausgesprochen,  wenn  für  einen  Massenpunkt  diese  drei 
Functionen  der  Zeit  bekannt  sind.  Aus  ihnen  folgen  unter  Anderem 
die  Gleichungen  der  Bahn,  als  des  Inbegriffes  aller  zu  irgend  einer 
Zeit  vom  Punkt  eingenommenen  Orte,  indem  man  aus  den  vor- 
stehenden drei  Formeln  durch  Elimination  zwei  von  /  freie  bildet, 
die  durch 

f,{xjyjx)  =  0     und     fr{x,y,x)  =  0 

dargestellt  sein  mögen. 

Ist  die  Gestalt  der  Bahn  gegeben  oder  sonst  bekannt,  so  ist  es 
unter  Umständen  vortheilhaft,  den  Ort  des  Massenpunktes  in  der 
Bahn  zu  bestimmen  durch  den  längs  der  Bahn  gemessenen  Ab- 
stand s,  den  jener  zur  gegebenen  Zeit  t  von  einem  auf  der  Bahn- 
curve  willkürlich  angenommenen  Nullpunkt  besitzt.  Indem  man  die 
Richtung  der  Bahn  von  jenem  Punkte  aus  nach  der  einen  Seite 
positiv,  nach  der  anderen  negativ  rechnet,  kommt  man  dazu,  auch 
positive  und  negative  Werthe  der  Entfernung  s  zu  benutzen.  Die 
Abhängigkeit  der  Länge  5  von. der  Zeit  t,  also  eine  Relation  von 
der  Form 

^  =  nt), 

bestimmt  vollständig  die  Bewegung  des  Massenpunktes  in  der  Bahn. 

Eine  Curve  wird  in  der  Infinitesimalrechnung  als  der  Grenzfall 

eines  Polygones  betrachtet;   analog  kann  man  eine  stetige  zeitliche 
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Aenderung  als  den  Grenzfall  einer  oft  wiederholten  Unstetigkeit 
ansehen.  Daher  ist  es  sachgemäss,  wenn  wir  die  Theorie  einer 
krummlinigen  Bewegung  auf  die  Betrachtung  einer  geradlinigen,  und 
die  einer  stetig  veränderlichen  auf  die  einer  sprungweise  wechseln- 
den gründen.     So  wollen  wir  im  Folgenden  verfahren.  — 

Die  denkbar  einfachste  Bewegung  wird  ein  Massenpunkt  dann 
ausfuhren,  wenn  er  sich  längs  einer  geraden  Linie  so  fortschiebt, 
dass  er  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Wegstrecken  zurücklegt  Wir 
nennen  eine  solche  Bewegung  geradlinig  gleichförmig. 

Sind  in  diesem  Falle  (t,,  (t,,  c,  .  .  .  die  Strecken,  die  von  dem 
Punkt  in  den  Zeiten  r,,  r^,  r, .  .  .  zurückgelegt  werden,  so  ist  nach 
der  Annahme 

-^  =  ^  =  -^'-  =  . . .  =  F  (1) 

Tj  T,  T,  ^    ' 

eine  für  die  Bewegung  charakteristische  Constante,  die  man  die 
Geschwindigkeit  des  Massenpunktes  nennt  Indem  man  der  Ge- 
schwindigkeit die  Richtung  der  Bewegung  beilegt,  ertheilt  man  V 
den  Charakter  einer  Vectorgrösse.  Bei  der  vorstehenden  Art  der 
Einführung  stellt  sie  sich  als  stets  positiv  dar. 

Bestimmt  man  den  Ort  des  Massenpunktes  auf  der  Bahngeraden 
durch  den  in  einem  willkürlichen  Sinn  positiv  gerechneten  Ab- 
stand 8  von  einem  auf  der  Geraden  beliebig  angenommenen  Null- 
punkt, so  ändert  sich  derselbe  nach  der  gemachten  Annahme  linear 
mit  der  Zeit,  was  sich  ausdrückt  durch  die  Formel: 

5  =  5,+  VL  (1') 

Hierin  bedeutet  s^  diejenige  Entfernung  s,  die  der  Massenpunkt 
zur  Zeit  t  =  0  besass,  d.  h.  in  dem  Moment,  von  dem  aus  wir  die 
Zeit  in  Zeiteinheiten  zählen.  Zu  zwei  andern  Zeitpunkten  t,  und  t^, 
von  denen  t^  später  fallen  mag,  als  t„  möge  die  Entfernung  s  die 
Werthe  $^  und  s,  besitzen,  dann  ist  5,  —  s^  der  in  der  Zeit  t^  —  /, 
zurückgelegte  Weg,  und  es  giebt  jetzt 


St  —  s, 


=  V  (1") 


die  Geschwindigkeit  der  gleichförmigen  Bewegung  an. 

Da  U  später  fallen  soll,  als  ^„  so  ist  U  —  k  stets  positiv;  V  hat 
hier  also  das  Vorzeichen  von  «,  —  *,  und  wird  positiv  oder  negativ 
sein,  je  nachdem  der  erste  oder  der  zweite  Ort  des  Massenpunktes 
weiter  nach  der  als  negativ  bezeichneten  Seite  der  Bahngeraden 
liegt  Bei  dieser  Darstellungsweise  ist  somit  die  Geschwindigkeit 
positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die  Bewegung  nach  der  positiven 
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oder  negativen  Seite  der  Bahn  hin  stattfindet.  Das  Vorstehende 
giebt  ein  erstes  Beispiel  zu  dem  S.  14  allgemein  über  das  Vorzeichen 
von  Vectorgrössen  Auseinandergesetzten.  — 

Wir  gehen  nun  zu  der  numerischen  Berechnung  der  Geschwin- 
digkeit über.  Nach  der  gegebenen  Definition  (1)  ist  dazu  die  Ab- 
messung einer  Länge  und  einer  Zeit  nothwendig  und  ausreichend; 
sind  die  Einheiten  für  Längen-  und  Zeitmessungen  festgesetzt,  so 
ist  dadurch  über  die  Einheit  der  Geschwindigkeit  bereits  verfügt  — 
sie  ist  (gemäss  dem  S.  5  Gesagten)  keine  fundamentale,  sondern  eine 
abgeleitete  Einheit. 

Eine  Geschwindigkeit  7  ist  also,  nachdem  wir  für  die  wissen- 
schaftliche Mechanik  Gentimeter  und  Secunde  als  fundamentale  Ein- 
heiten eingeführt  haben,  eine  solche,  bei  welcher  der  Weg  in  Centi- 
metem,  und  die  zu  seiner  Durchmessung  nöthige  Zeit  in  Secundeu 
ausgedrückt,  das  Zahlenverhältniss  7  ergeben.  Ebenso  besitzt  ein 
Massenpunkt,  der  in  gleichförmiger  Bewegung  während  5  Minuten 
15  Meter  zurücklegt,  in  wissenschaftlichen  Einheiten  die  Geschwin- 
digkeit 

TT        15-100         c 

in  den  technischen  Einheiten  Meter  und  Minuten  ausgedrückt,  hat 
er  die  Geschwindigkeit  3. 

Was  die  Dimension  der  Geschwindigkeit  betrilTt,  so  ergiebt  sich 
für  sie  aus  der  Definition  (1)  bei  Heranziehung  der  allgemeinen 
Festsetzungen  von  S.  6  die  Formel 

[F]  =  [ir'-\.  (2) 

Wir  knüpfen  an  Vorstehendes  noch  eine  Bemerkung  von  weiter 
reichender  Bedeutung. 

Setzen  wir  in  der  Definitionsgleichung  (1) 

X 

den  Nenner  r  =  1,  so  bezeichnet  der  Zähler  <t  den  in  dieser  Zeit- 
einheit zurückgelegten  Weg,  und  es  ergiebt  sich  scheinbar  die  viel 
angewandte  Definition  der  Geschwindigkeit  der  gleichförmigen 
Bewegung  als  die  in  der  Zeiteinheit  zurückgelegte  Weg- 
strecke. Aber  diese  Definition  ist  nur  in  dem  Sinne  richtig,  dass 
die  Geschwindigkeit  proportional  ist  der  in  der  Zeiteinheit  zurück- 
gelegten Wegstrecke  (durch  sie  gemessen,  veranschaulicht  wird),  denn 
Geschwindigkeit  und  Weg  sind  von  ganz  verschiedenen  Dimensionen, 
können  also  zwar  numerisch,  niemals  aber  physikalisch  gleich  werden. 
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Ihre  eigentliche  fundamentale  Bedeutung  erhält  die 
gleichförmige  geradlinige  Bewegung  dadurch,  dass  sie  nach 
der  von  Galilei  als  Fundament  der  Mechanik  eingeführten 
Hypothese  diejenige  ist,  die  ein  Massenpunkt  dann  ein- 
schlägt, wenn  er  sich  seihst  überlassen,  also  keinerlei  Ein- 
wirkungen ausgesetzt  ist  Dieser  Satz  ikt  von  dem  Entdecker 
aus  Beobachtungen  abgeleitet,  bei  denen  die  äusseren  Einwirkungen 
auf  den  bewegten  Körper  als  sehr  gering  betrachtet  werden  durften; 
er  ist  hypothetisch,  weil  man  keinen  Körper  in  voller  Strenge  Yon 
jeder  Einwirkung  zu  befreien  vermag.  Ein  indirecter  Beweis  ist 
in  diesem,  wie  in  anderen  ähnlichen  Fällen  dadurch  erbracht,  dass 
von  allen  aus  der  gemachten  Annahme  durch  strenge  Schlüsse  ge- 
zogenen Folgerungen  sich  keine  mit  der  Erfahrung  in  Widerspruch 
erwiesen  hat 

§  2.    Zuflammensetznng  und  Zerlegung  gleichförmiger 

Qeschwindigkeiten. 

Wird,  während  der  betrachtete  Massenpunkt  mit  der  Geschwin- 
digkeit V,  längs  einer  Geraden  a,  fortschreitet,  diese  Gerade  selbst 
mit  dem  auf  ihr  wandernden  Punkt  in  einer  beliebigen  Richtung  a, 
mit  einer  Geschwindigkeit  F,  gleichförmig  verschoben,  oder  befindet 
sich  die  Gerade  umgekehrt  in  der  Richtung  a,,  und  hat  der  Massen- 
punkt auf  ihr  die  Geschwindigkeit  F,,  während  sie  selbst  in  der 
Richtung  a,  mit  der  Geschwindigkeit  F,  verschoben  wird,  so  sagen 
wir,  dass  der  Massenpunkt  gleichzeitig  die  Geschwindig- 
keit F,  in  der  Richtung  a»  und  F,  in  der  Richtung  a,  be- 
sitzt Indem  wir  diese  Vorstellung  weiter  ausbilden,  können  wir 
einen  Massenpunkt  beliebig  viele  Geschwindigkeiten  F^  in  beliebigen 
Richtungen  gleichzeitig  annehmen  lassen. 

Bleiben  wir  zunächst  bei  nur  zwei  Geschwindigkeiten,  die  wir 
der  Einfachheit  halber  positiv  annehmen,  repräsentiren  sie  in 
der  S.  8  allgemein  festgestellten  Weise  als  Vectoren,  durch 
Strecken,  so  ergiebt  die  unmittelbare  geometrische  Anschauung 
folgenden  unter  dem  Namen  des  Parallelogrammes  der  Geschwindig- 
keiten bekannten  Satz: 

Ein  Massenpunkt,  der  gleichzeitig  zwei  constante  Ge- 
schwindigkeiten F,  und  F,  in  den  Richtungen  a,  und  a,  be- 
sitzt, bewegt  sich  gleichförmig  in  gerader  Linie  mit  einer 
Gesammtgeschwindigkeit  F,  die  nach  Grösse  und  Richtung 
gegeben  wird  durch  die  Diagonale  in  dem  aus  den  ge- 
gebenen Geschwindigkeiten  F,  und  F,  vervollständigten 
Parallelogramm. 
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Diese  Construction  liefert  nach  der  iiebenstehenden  Figur  so 
gleich  folgende  Formeln: 

'  sm  gpi  sm  gp,  sm  <jr)  ^ 

Stehen  zwei  ßeschwindigkeitei 
F,,  F,  mit  einer  dritten  F  in  den 
vorstehend  erörterten  Zusammenhang 
so  nennen  wir  sie  der  letzterei 
äquivalent  und  bezeichnen  dies  kur: 
durch 

F  äq.  7„  F.. 


Fig.  5. 


F  heisst  dann  auch  die  Resultirende  aus  F^  und  F„  umgekehr 
heissen  F^  und  F,  Componenten  von  F. 

Die  Construction  des  Parallelogrammes  gestattet  bei  wiederholte: 
Anwendung,  auch  für  beliebig  viele  gegebene  positive  Geschwindig 
keiten  die  resultirende  Gesammtgeschwindigkeit  nach  Grösse  un< 
Richtung  zu  bestimmen.  Fig.  6  veranschauUcht  eine  solche  Operation 

Denn  wie  V^    äq.  F^,   F,  ist,  so  ist  auch 

F„   äq.  F,,    F.,  d.  h.  äq.  F„  F.,  F., 

F,n  äq.  F„,  F„  d.  h.  äq.  V„  F„  F„  F^  u.  s.  f. 

Beachtet  man,  dass  in  der  Figur,  welche  die  successive  Zu- 
sammensetzung   der    Geschwindigkeiten    darstellt,    die    gebrochene 

^^  Linie  0, 1,  2,  3, 4  durcl 
die  gleichsinnige  Anein- 
anderreihung sämmt- 
licher  gegebener  Ge- 
schwindigkeiten gebil- 
det wird,  so  kann  mai 
das  Resultat  der  Ope- 
ration anschaulich  ii 
der  sogenannten  Regel 
des  Polygones  fol- 
gendermaassen  aus- 
sprechen: 

Um  bei  n  gege- 
benen Geschwindig- 
keiten die  resultirende  Gesammtgeschwindigkeit  zu  con- 
struiren,  füge  man  alle  gegebenen  Geschwindigkeiten 
gleichsinnig  an  einander.  Die  Strecke  vom  Anfangs-  bi& 
zum  Endpunkte  der  so  erhaltenen  gebrochenen  Linie  giebt 


Fig.  6. 
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dann  nach  Grösse  und  Richtung  die  resultirende  Geschwin- 
digkeit an. 

Als  specielles  Resultat  sei  angeführt:  n  parallele  Geschwindig- 
keiten setzen  sich  zu  einer  einzigen  gleichgerichteten  zusammen, 
deren  Grösse  gleich  der  Summe  aller  gegebenen  ist 

Der  obige  allgemeine  Satz  lässt  sich  ohne  Weiteres  in  folgender 
Weise  umkehren: 

Jede  gebrochene  Linie,  mittelst  deren  man  die  beiden 
Enden  einer  gegebenen  Geschwindigkeit  verbindet,  lässt 
sich  deuten  als  die  gleichsinnige  Aneinanderreihung  von 
Geschwindigkeiten,  welche  mit  der  gegebenen  äquivalent 
sind. 

Hieraus  erhellt  sofort,  dass,  während  das  Problem  der  Zusammen- 
setzung von  gegebenen  Geschwindigkeiten  vollständig  bestimmt  war, 
seine  Umkehrung,  die  Zerlegung  einer  gegebenen  Geschwindigkeit  in 
ein  System  äquivalenter  Componenten,  unendlich  viele  Lösungen  zu- 
lässt  und  zu  seiner  Bestimmung  noch  einschränkende  Bedingungen 
verlangt 

Von  diesen  sind  die  wichtigsten  die  folgenden: 

a)  Eine  gegebene  Geschwindigkeit  soll  in  zwei  Componenten 
zerlegt  werden,  ftlr  deren  eine  die  Grösse  F,  und  die  Richtung,  d.  h. 
der  Winkel  (p^  den  sie  mit  V  einschliesst,  gegeben  ist  Gesucht  ist 
die  andere  Componente  nach  ihrer  Grösse  F,  und  ihrer  Richtung, 
die  in  der  Ebene  durch  V  und  F,  liegt  und  durch  den  Winkel  (p, 
gegen  F  bestimmt  ist  Alle  Geschwindigkeiten  sollen  positiv  ge- 
rechnet werden. 

Nach  Fig.  5  erhält  man  sofort 

F/=  r+  V:^2VV,cos(p.  =  (F-  F0'+  4FF,sin*|y„ 

(4) 
sin  qpi  =  {VJV^)  sin  qp,. 

b)  Eine  gegebene  (positive)  Geschwindigkeit  F  soll  in  zwei  mit  F 
in  einer  Ebene  liegende  Componenten  F,  und  F»  zerlegt  werden, 
deren  Richtungen  durch  ihre  Winkel  (p,  und  y,  gegen  F  gegeben 
sind;  gesucht  sind  ihre  Grössen. 

Man  erhält  nach  Fig.  5: 

F.=  F-.-^^^-,     V,=  V-^f''-'r^^  (5) 

sin  {<p,  +  <Pi)  sin  (9,  +  g») 

Hat  man  hierbei  (wie  gewöhnlich)  den  Richtungen,  in  die  F^ 
und  F,  fallen,  von  vornherein  einen  Richtungssinn  beigelegt,  so 
können  F^  und  F,  sowohl  positiv  als  negativ  ausfallen. 

W.  VoiOT,  Medumlk.    Zweite  Aufl.  8 
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Stehen  die  Richtungen  von  F,  und  F,  zu  einander  senkrecht, 
ist  also  (p,  +  (f>i  =  J^?r,  so  gilt: 

Fj  =  Fsiny:,  =  Fcosqp,,      F,  =  Fsiny,  =  Fcosqp,.  (5') 

c)  Eine  gegebene  positive  Geschwindigkeit  F  soll  nach  drei  zu 
einander  normalen,  mit  Richtungssinn  versehenen  Richtungen,  z.  B. 
nach  den  Coordinatenaxen  X,  F,  Z  in  Componenten  u,  v,  w  zerlegt 
werden.     Hier  liefert  die  Construction  des  Polygones  sofort 

u  =  Fcose^,     V  =  Fcos/9,     w  =  Vcosy;  (6) 

die  Componenten  können  sowohl  positiv  als  negativ  sein. 

Nimmt  man  u,  v,  w  als  gegeben  an,  so  bestimmen  die  aus  (0) 
folgenden  Formeln 

V^  =  u'  -^  v^  +  w%    cos  a  =  w/  F,    cos ß  =^vj  F,    cos  y  =  wj  V,     (7) 

bei  positiv  angenommenem  Vorzeichen  die  Resultirende  F  nach  Grösse 
und  Richtung  vollständig. 

Die  durch  (6)  und  (7)  gegebenen  Beziehungen  sind  zu  benutzen, 
um  das  allgemeine  Problem  der  Zusammensetzung  be- 
liebiger Geschwindigkeiten,  das  oben  nur  geometrisch  be- 
handelt ist,  nun  auch  analytisch  durchzuführen. 

Seien  n  Geschwindigkeiten  gegeben  durch  ihre  (positiven) 
Grössen  F^  und  ihre  Richtungswinkel  a^,  ß^,  yn  gegen  die  Coordi- 
natenaxen; es  handelt  sich  um  die  Grösse  F  und  die  Richtungs- 
winkel a,  ßj  y  der  Resultirenden. 

Wir  zerlegen  jede  einzelne  Geschwindigkeit  F^  nach  den  drei 
Coordinatenaxen  X,  Y,  Z  und  nennen  die  entstehenden  Componenten 
tih,  Vh,  Wh,     Es  ist  dann: 

Uh  =  Vh  cos  Uh,     Vh  =  Vh  cos  ßh,     Wh  =  Fa  cos  /,,.  (8) 

Die  parallelen  Componenten  lassen  sich  aber  sogleich  zusammen- 
setzen zu  einer  einzigen  Geschwindigkeit,  die  gleich  ihrer  Summe  ist; 
so  gelangt  man  zu  nur  drei  Componenten  parallel  X,  Y,  Z  von  dem 
Betrage 

u  =  2:uh,  V  =  ^Vh,  w  =  ^Why 

=  2:  Vh  cos  ah,         =  2:  Vh  cos  ßh,         =  JS*  Vh  cos ;',, , 

und  diese  geben,  nach  den  Formeln  (7)  zusammengesetzt,  die 
resultirende  Gesammtgeschwindigkeit  T'  und  ihre  Richtungswinkel  a, 
ß,  y  durch  die  Gleichungen: 

F*  =  w'  +  v"  +  w%    cos  a=^ujV,    cos ß  =  vj  F,    cos  /  =  m?/ F.     (8") 
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Auch  das  Problem  der  Zerlegung  einer  Geschwindigkeit 
behandelt  sich  unter  Umständen  besonders  bequem  durch  Einführung 
der  Componenten  nach  den  Bichtungen  der  Coordinatenaxen. 

Sei  z.  B.  das  oben  mit  a)  bezeichnete  Problem  vorgenommen: 
die  Zerlegung  einer  gegebenen  Geschwindigkeit  V  in  zwei  Compo- 
nenten, Yon  denen  die  eine  V^  sowohl  nach  Grösse  als  nach  Richtung 
gegeben  ist  Die  Richtung  von  V  sei  durch  die  Winkel  a,  ß,  y, 
die  von  F,  durch  die  Winkel  a,,  ß^,  /,  gegen  die  Coordinatenaxen 
gegeben,  die  der  gesuchten  Componente  F,  ebenso  durch  a.,  /?,,  y^. 
Für  die  Componenten  nach  den  Coordinatenaxen  gilt  demgemäss: 

u  =  V  cose^,      V  =  V  COS/?,      w  =  V  cos;^, 

u^  =  F;  cos  a,,     V,  =  V,  cos  ß,,     w^  =  F,  cos  y,,  (9) 

ti,  =  F,  coscf,,     v^  =  FjCOS/9,,     w^  =  F,  cos/,. 

Da  F  die  Resultante  aus  F,  und  F,  sein  soll,   so  muss  nach  dem 
eben  Gesagten  gelten: 

ti    =  W,  +  M,,       V    =  V^  +  Vt,       W    =  tVy  +  Wj, 

also  (9') 

und  es  bestimmt  sich  daher  F,  nach   Grösse  und  Richtung  durch 
die  Formeln 

F,  =  yöT-^^y  +  (/;  -  v,y  +  (w  -  w,y 

(9") 
coscf,  =  —y-    ,     cos/9,  =  — p-^,     cosy,  =  —  ^^^  -.  - 


Hier  ist  der  Ort,  um  auf  den  Zusammenhang  der  vorstehenden 
Betrachtungen  mit  dem  S.  11  u.  f.  allgemein  über  Vectorcomponenten 
Gesagten  hinzuweisen.  Die  Formeln  (6)  und  (7)  stimmen  oflFenbar 
mit  den  Formeln  (14)  und  (15)  auf  S.  12  vollkommen  überein,  ebenso 
die  Formeln  (8')  mit  (27)  auf  S.  16.  Bezüglich  ihrer  Bedeutung  besteht 
aber  doch  ein  gewisser  Unterschied.  Früher,  bei  der  allgemeinen 
Betrachtung,  waren  die  Componenten  einer  Vectorgrösse  nur  allein 
als  symmetrische  Bestimmungsstücke  derselben  eingeführt;  hier,  in 
dem  specielleren  Falle  des  Geschwindigkeitsvectors,  stellen  sie  sich 
ausserdem  als  dem  ursprünglichen  Vector  gleichartige  Grössen 
dar,  die  zusammengenommen  ihn  durchaus  zu  ersetzen 
vermögen.  Diese  Eigenschaft  liegt,  wie  schon  früher  bemerkt, 
an  und  für  sich  nicht  in  der  Definition  der  Componenten  eines 
Vectors,  aber  sie  scheint  in  Wirklichkeit  fast  allen  Vectoren  zuzu- 
kommen. 

3* 
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§  3.    Plötzliche  Aendenmg  der  QeBchwindigkeit;  ImpnlBey  MaBsen. 

Die  Entwickelungen  des  vorigen  Abschnittes  sind  von  Nutzen 
für  die  Beurtheilung  einer  plötzlichen  Aenderung  der  Geschwindig- 
keit nach  Grösse  und  Richtung. 

Verwandelt  sich  nämlich  eine  gleichförmige  Bewegung  von  der 
Geschwindigkeit  V  in  der  Richtung  a  plötzlich  in  eine  ebensolche 
von  der  Geschwindigkeit  7,  in  der  Richtung  a,,  so  können  wir  den 
Vorgang    ansehen    als   entstanden    durch    den  Hinzutritt  einer  Ge- 
schwindigkeit F'  in  einer  bestimm- 
ten Richtung  a,  welche  natürlich 
in  der  Ebene  durch  V  und  V^  liegt, 
zu  der  ursprünglich  vorhandenen  F. 
In  der  That,  repräsentirt  in 
Fig.  7.  der    Figur   (3)    die   Strecke   (7^2) 

oder  (2,ä)  die  ursprüngliche  Ge- 
schwindigkeit F,  und  (27a,)  die  definitive  Fj,  so  ist  die  hinzugetretene 
Geschwindigkeit  F'  durch  die  Strecke  (a~a,)  gegeben.  Dieselbe  be- 
stimmt sich  analytisch  durch  die  Gleichungen  (4)  gemäss  der  neuen 
Bezeichnung  in  der  Form: 

F"=  F,'+  F*-2F.  Fcosy)  =  (F,-  F)' +  4 F,  F sin' 1 9? 

.      ,        F     .  (10) 

smqp  =  ^,  smqp.  ^ 

Eine  solche  Aenderung  der  Geschwindigkeit  kann  nun  nach  dem 
S.  31  eingeführten  GALU^Ei'schen  Princip  nicht  ohne  Ursache  vor 
sich  gehen;  in  unserem  Falle  kann  aber  jene  Ursache  der  Aenderung 
nur  eine  unendlich  kurze  Zeit  hindurch  wirksam  sein,  da  nach  dem 
plötzlichen  Wechsel  die  Geschwindigkeit  weiterhin  nach  Richtung 
und  Grösse  unverändert  bleibt.  Eine  momentan  wirkende  Bewegungs- 
ursache nennen  wir  einen  Impuls,  legen  ihm,  indem  wir  seine 
Eigenschaften  nach  denen  der  von  ihm  erzeugten  Geschwindigkeit  F' 
beurtheilen,  eine  Richtung  bei,  zusammenfallend  mit  der  Richtung 
dieser  Geschwindigkeit,  und  setzen  seine  Stärke  proportional  mit 
deren  Grösse  F'.  Es  liegt  hierin  ausgesprochen  die  fundamentale 
Annahme,  dass  zur  Erzielung  einer  Geschwindigkeitsänderung  F'  für 
denselben  Massenpunkt  stets  derselbe  Impuls  erforderlich  sei,  gleich- 
viel zu  einer  wie  grossen  und  wie  gerichteten  Geschwindigkeit  V 
jener  Zuwachs  hinzutritt.  Dieser  Impuls  ist  also  derselbe,  welcher 
nöthig  ist,  um  dem  zuvor  ruhenden  Massenpunkt  (F  =  0)  die  G^- 
sammtgeschwindigkeit  F'  zu  ertheilen.  Bezeichnen  wir  die  Stärke 
des  Impulses  mit  J,  die  Winkel  seiner  Richtung  gegen  die  Coordi- 
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natenaxen  mit  a,  b,  c,  die  analogen  Winkel  für  die  Geschwindigkeit  V* 
mit  a,  ß\  y\  so  ist  unsere  Festsetzung  ausgedrückt  in  dem  Ansatz: 

J^Y'C,     a'^a,     ß'=b,     f  ^  c,  (11) 

in  welchem  G  einen  Proportionalitätsfactor  bezeichnet,  von  dem  wir 
Torläüfig  nur  wissen,  dass  er.  für  den  betrachteten  Massenpunkt  eine 
Constante  ist. 

Da  ein  Impuls  nach  dem  vorstehend  Gesagten  eine  Vector- 
grösse  ist,  sich  nämlich  von  einer  Geschwindigkeit  nur  durch  einen 
Constanten  Factor  unterscheidet,  so  können  wir  ihn  durch  eine 
Strecke  repräsentiren,  die  auf  seiner  Richtung  abgegrenzt  und  mit 
dem  Repräsentanten  der  von  ihm  hervorgebrachten  Geschwindigkeit 
proportional  ist,  oder  auch,  da  es  sich  nur  um  Vergleichungen 
handelt,  zusammenfällt. 

Femer  kann  man  alle  Betrachtungen  über  die  Zusammensetzung 
oder  Zerlegung  von  Geschwindigkeiten  sogleich  auf  die  Impulse  aus- 
dehnen. Denn  ist  eine  Geschwindigkeit  V  äquivalent  mit  einem 
System  r,,  F, . . .  F«,  so  ist  auch  der  Impuls  J  =zV  C,  der  die  erste 
Geschwindigkeit  V  hervorzubringen  vermag,  äquivalent  mit  dem  System 
t/,,  Jt...Jny  von  denen  jedes  J^  =  VhC  die  entsprechende  Geschwindig- 
keit Vi^  erzeugen  kann. 

Speciell  ist  ein  Impuls  /  äquivalent  mit  einem  System  paralleler 
Impulse  J,,  /, .  .  .  Jn,  wenn 

J=2Jh;  (ir) 

femer  ist  derselbe  äquivalent  mit  drei  Impulsen  F,  G,  H  parallel 
den  Coordinatenaxeu  —  seinen  Componenten  — ,  wenn 

F=Jcosa,     G  =  Jcosb,     iJ=Jcosc;  (11") 

dabei  haben  die  a,  b,  c  die  gleiche  Bedeutung  der  Richtungswinkel 
von  J,  wie  in  (11). 

Auf  Grund  dieser  letzteren  Erwägung  können  wir  zunächst 
die  vier  Gleichungen  (11),  welche  unsere  Festsetzungen  bezüglich 
der  Richtung  und  Stärke  des  Impulses  enthalten,  und  von  denen 
die  letzten  drei  wegen  der  bekannten  Relation  zwischen  den  drei 
Richtungswinkeln  gegen  rechtwinklige  Axen  nicht  unabhängig  von 
einander  sind,  durch  drei  von  einander  unabhängige  ersetzen. 

Vertauscht  man  nämlich  in  (11")  «/,  a,  b,  c  nach  (11)  mit  ihren 
Werthen  F'C,  a\  ß',  y'  und  berücksichtigt,  dass  für  die  Compo- 
nenten u',  v\  w   von  V  nach  ihrer  Definition  gilt: 

u  =  V  cos  Uy     V  =  V  cos  ß\     w  —  V  cos  /', 

so  erhält  man 

F  =  w'  r;,     G  =  V  C,    //  =wG.  (11  "•) 
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Diese  Formeln  lassen  sich  nun  auch  so  aussprechen:  Der  Im- 
puls 7,  welcher  die  Geschwindigkeitsänderung  V  hervorbringt,  ist 
äquivalent  mit  den  drei  Componenten  F^  O,  H  von  /  parallel  den 
Coordinatenaxen,  welche,  jede  für  sich  allein  wirkend,  die  drei  Com- 
ponenten Uy  v\  w   von  V  erzeugen  würden. 

Die  Bemerkungen  über  die  Zusammensetzung  von  Impulsen 
gestatten  uns,  einen  wichtigen  Schluss  über  den  Werth  der  Pro- 
portionalitätsconstanten  C  zu  ziehen. 

Denken  wir  uns  n  Massenpunkte  gleicher  Grösse  aus  gleicher 
Substanz,  also  auch  von  gleicher  Masse,  durch  n  gleichzeitige,  gleiche 
und  parallele  Impulse  von  der  Ruhe  aus  in  Bewegung  gesetzt,  so 
werden  ihre  Geschwindigkeiten  gemäss  den  Formeln  (11)  oder  (11'") 
ebenfalls  gleich  und  parallel  sein.  Da  die  Punkte  sonach  während 
der  Bewegung  ihre  gegenseitige  Lage  unverändert  beibehalten,  so 
kann  man  sie,  ohne  den  Vorgang  zu  ändern,  auch  während  oder 
bereits  vor  dem  Beginn  der  Bewegung  durch  starre  masselose  Ver- 
bindungen an  einander  fesseln  oder  zu  einem  neuen  Massenpunkt 
von  der  n-fachen  Masse  zusammenfügen.  Auf  diesen  sind  also  jetzt 
ebenfalls  n  parallele  gleiche  Impulse  J  gleichzeitig  auszuüben,  um 
die  Geschwindigkeit  F'  hervorzubringen.  Nun  sind  aber  nach  oben 
Gesagtem  n  gleiche  parallele  Impulse  äquivalent  mit  einem  einzigen 
von  n-facher  Stärke,  und  wir  gelangen  daher  zu  dem  Resultat,  dass  zur 
Hervorbringung  einer  gleichen  Geschwindigkeit  bei  einem 
n-fachen  Massenpunkt  auch  der  n-fache  Impuls  nöthig  ist 

Sonach  ergiebt  sich,  dass  für  die  Vergleichung  der  Wirkung 
von  Impulsen  auf  Massenpunkte  derselben  Substanz  die 
Constante  C  mit  der  Quantität  Materie  M,  welche  dieselben  ent- 
halten, proportional  sein  muss,  und  wir  schreiben  können: 

J=V'Mk.  (12) 

Hieraus  folgt  auch  F'=  Jj  Mk,  d.  h.,  durch  denselben  Impuls  werden 
um  so  kleinere  Geschwindigkeiten  erzielt,  je  grösser  die  im  Massen- 
punkt vereinigte  Quantität  Materie  M  ist.  Die  Masse  M  erscheint 
also  in  Uebereinstimmung  mit  dem  S.  27  Gesagten  als  der  Bewegung 
durch  den  Impuls  entgegenwirkend,  als  ein  Widerstand  für  die  Be- 
wegung. 

Die  Relation  J=V'Mk  ist  abgeleitet  nur  für  verschiedene 
Massenpunkte  derselben  Substanz;  die  Constante  k  wird  also  zu- 
nächst noch  von  der  Substanz  abhängig  sein,  z.  B.  für  Eisen  einen 
anderen  Werth  haben  können,  als  für  Schwefel  u.  s.  f.  In  Bezug 
hierauf  stellen  wir  folgende  Erwägung  an. 

Während    von    Massenpunkten    derselben    Substanz    der   eine 
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naturgemäss  von  n-facher  Masse  als  ein  anderer  zu  bezeichnen  ist, 
wenn  er  sich  in  n  dem  letzteren  gleiche  zerlegen  lässt,  ist  es  zu- 
nächst Yollkommen  willkürlich,  wann  wir  eine  Masse  einer  Substanz 
gleich  dem  Einfachen  oder  w-fachen  einer.  Masse  anderer  Substanz 
setzen  wollen.  Wir  treflFen  demgemäss  nunmehr  eine  Verfügung, 
welche  sich  in  der  Folge  als  besonders  praktisch  erweisen  wird, 
indem  wir  bestimmen:  Als  gleich  sollen  fürderhin  zwei  Massen 
jederzeit  dann  gelten,  wenn  sie  der  Bewegung  durch  den- 
selben Impuls  gleichen  Widerstand  entgegensetzen  —  d.  h. 
nach  dem  in  §  1  Erörterten,  gleiche  Trägheit  besitzen. 

Als  Masse  Eins  wählen  wir  in  der  wissenschaftlichen 
Mechanik  die  Masse  eines  Cubikcentimeters  Wasser  im  Zu- 
stand der  grössten  Dichtigkeit,  d.  h.  bei  4^  Celsius,  und 
nennen  diese  Masseneinheit  „Gramm".  In  der  technischen 
Physik  wird  meist  das  Kilogramm,  d.  h.  die  Masse  eines  Cubikdeci- 
metei-s  Wasser  bei  4®  benutzt  Diese  an  sich  willkürlichen  Fest- 
setzungen empfehlen  sich  dadurch,  dass  sie  die  Masseneinheit  in 
Beziehung  zu  der  Längeneinheit  setzen.  Wie  schon  S.  6  bemerkt, 
betrachten  wir  die  Masse  neben  Länge  und  Zeit  als  eine  dritte 
Fundamentalgrösse,  deren  Dimension  wir  durch  [w]  bezeichnen. 

Durch  unsere  Definition  der  Masse  eines  Punktes  ist  die  Con- 
stante  k  von  der  Substanz  unabhängig  und  demgemäss  zu  einer 
universellen  Constanten  gemacht  Die  Beziehung  J=V'Mk 
hat  nunmehr  ganz  die  Gestalt  der  auf  S.  4  discutirten  allgemeinen 
Formel  (5);  V  und  M  sind  in  ihr  die  Unabhängigen,  /  die  durch 
sie  bestimmte  Abhängige.  Da  /  durch  diese  Gleichung  erstmalig 
eingeführt  wird,  so  sind  wir  in  der  S.  4  erörterten  Lage,  über  die 
Proportionalitätsconstante  willkürlich  verfügen  zu  können.  Wir 
setzen  sie  in  der  wissenschaftlichen  Mechanik,  wie  in  den 
meisten  derartigen  Fällen,  einer  unbenannten  Zahl,  und  zwar 
der  Einheit  gleich;  über  die  in  der  technischen  Mechanik  ge- 
troflfene  Verfugung  werden  wir  weiter  unten  zu  sprechen  haben. 

Indem  wir  somit  für  unsere  speciellen  Zwecke  der  Gleichung  (12) 
die  Form  geben 

J=F'l/,  (18) 

setzen  wir  zugleich  als  Einheit  von  /  denjenigen  Impuls  fest,  der 
dem  Massenpunkt  Eins  die  Zusatzgeschwindigkeit  Eins  ertheilt,  und 
geben  dem  Impuls  eine  Dimension,  bestimmt  durch 

[,/]  =  [V'm]  =  [mit-'],  (1-3') 

Nach  den  erhaltenen  allgemeinen  Beziehungen  können  wir  nun 
leicht  in  speciellen  Fällen  den  Impuls  nach  Grösse   und  Richtung 
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bestimmen^  der  eine  verlangte  Aenderung  der  Geschwindigkeit  eines 
Massenpunktes  herYorbringt;  ebenso  aber  auch  umgekehrt  die  Ge- 
schwindigkeitsänderung bei  gegebenem  Impuls.  Ist  die  eine  dieser 
Grössen  durch  ihre  Componenten  parallel  den  Coordinatenaxen  ge- 
geben, so  bestimmen  sich  die  Componenten  der  anderen  gemäss 

F=^uM,     0  =  vM,     H^wM.  (13") 

Ist  hingegen  der  Geschwindigkeitszuwachs  nur  in  seiner  Lage  gegen 
die  Anfangsgeschwindigkeit  gegeben,  so  benutzt  man  passend  direct 
die  Relation  J  =V'  M. 

Als  Anwendung  behandeln  wir  das  Problem,  den  Impuls  zu  be- 
stimmen, welcher  eine  gegebene  Bewegung  nur  der  Richtung,  nicht 
aber  der  Grösse  ihrer  Geschwindigkeit  nach  verändert  Wir  be- 
nutzen dazu  die  Formeln  (10)  für  Grösse  und  Richtung  der  bei  einer 
Aenderung  allgemein  zuzuftigenden  Geschwindigkeit  und  setzen  darin 
der  Annahme  nach  V^  =  V.    Dann  ergiebt  sich  sogleich 

J=  F'3/=2FJfsin-|-,     siny'=cos^, 

was  aussagt:  der  erforderliche  Impuls  ist  proportional  mit  der  An- 
fangsgeschwindigkeit und  der  Masse  des  bewegten  Punktes,  sowie 
mit  dem  Sinus  des  halben  Ablenkungswinkels,  und  zwar  in  der 
Richtung  normal  zu  der  Halbirungslinie  des  Winkels  (p  zwischen 
beiden  Geschwindigkeiten  auszuüben,  —  ein  Resultat,  das  leicht 
durch  die  geometrische  Anschauung  zu  verstehen  ist. 
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Der  allgemeinste  Fall,  dass  sich  ein  Massenpunkt  längs  einer 
beliebig  gekrümmten  Bahn  völlig  beliebig  fortbewegt,  lässt  sich  unter 
gewissen  Voraussetzungen  auf  die  bereits  absolvirten  Fälle  zurück- 
führen. 

Wir  beschränken  uns  zunächst  auf  den  wiclitigsten  speciellen, 
aber  dabei  doch  sehr  allgemeinen  Fall  der  sogenannten  stetigen 
Bewegung. 

Die  erste  Voraussetzung  einer  solchen  ist  eine  stetig  ge- 
krümmte Bahn.  Wir  drücken  dies  durch  die  Annahme  aus,  dass, 
wenn  wir  die  Bahncurve  durch  ein  Polygon  von  unendlich  vielen, 
unendlich  kurzen  Seiten  Ö  a  ersetzen  und  die  Winkel  zwischen  den 
auf  einander  folgenden  Seiten  durch  8(p  bezeichnen,  das  Verhältniss 
Sffidip  einen  bestimmten  endlichen  Grenzwerth  besitzt. 

Es   ist   vortheilhaft,   die  Längen  da   der  Polygonseiten  so  zu 
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wählen,  dass  sie  sämmtlich  in  der  gleichen  unendlich  kleinen  Zeit  ^r 
zurückgelegt  werden. 

Die  zweite  Voraussetzung  ist,  dass  die  Bewegung  innerhalb 
jede«  Sa  als  gleichförmig  angesehen  werden  kann,  wie  auch  immer 
die  Lage  und  Grösse  der  Polygonseiten  gewählt  werde.  Dies  drückt 
sich  durch  die  Annahme  aus,  dass  das  Verhältniss 

SalSr^V  (14) 

einen  bestimmten  endlichen  Grenzwerth  besitzen  .soll,  der  sich  auch 
von  Element  zu  Element  nur  um  Beträge  SV  ändert,  welche  für 
die  Verhältnisse  öVjSa,  und  somit  auch  für  SVjöx  bestimmte 
endliche  Grenzwerthe  liefern. 

V  ist  nach  dem  Inhalt  von  §  1  zunächst  die  Geschwindig- 
keit des  Massenpunktes  auf  der  Polygonseite  Sa  und  wird,  als  nach 
den  gemachten  Annahmen  allein  von  dem  Ort  von  dam  der  Bahn 
abhängig,  kurz  als  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  an  jenem 
Orte  bezeichnet  Hire  Richtung  fällt  nach  der  Herleitung  in  die- 
jenige des  Bahnelementes,  und  somit  auch  in  die  der  Tangente  an 
der  Bahn  an  der  betrachteten  Stelle.  Die  Definition  (14),  welche 
durchaus  mit  (1)  parallel  geht,  liefert  für  V  einen  stets  positiven 
Werth. 

Bei  der  vorausgesetzten  Bewegung  wechselt  nun  die  Geschwin- 
digkeit V  von  Element  zu  Element  nach  Grösse  und  Richtung,  z.  B. 
an  einer  Stelle  p  von  V  zu  F,,  und  wir  fassen  gemäss  den  Be- 
trachtungen des  vorigen  Paragraphen  jede  dieser  Aenderungen  auf 
als  die  Folge  einer  der  früheren  zugefügten  neuen  Geschwindigkeit, 
die  wir  jetzt  SV  nennen  wollen. 

In  der  ganzen  vorstehenden  Auseinandersetzung  haben  die  mit  S 
bezeichneten  Grössen  nur  die  Bedeutung  unendlich  kleiner  Beträge, 
aber  nicht  nothwendig  die  von  Diflferentialen. 

Die  Zusatzgeschwindigkeit  8  V  bestimmt  sich  nach  Grösse  und 
Richtung  aus  der  Anfangsgeschwindigkeit  F,  der  Endgeschwindig- 
keit F,  und  dem  Winkel  ihrer  Richtungen,  der  jetzt  8(f>  genannt 
ist;  nach  Formel  (10)  gilt  dann,  wenn  wir  F,  —  V  in  Ueberein- 
stimmung  mit  der  Festsetzung  am  Anfang  dieses  Abschnittes  gleich 
Ö  V  setzen  und  uns  bei  der  Entwicklung  auf  die  niedrigsten  Glieder 

beschränken: 

dF'^  =  SV  +  VS(p% 

.       ,      Vö(p                Vö(p                .      ,      .      Vö(p  (15) 

sm  qp  =  — ^  =  —  ^-     j^_--  -     oder  ts(f  = -• 

^  ÖV  ydV  +   V'Öqi'  ^  ÖV 

Gemäss  den  Folgerungen  in  §  2  sagt  die  erste  Gleichung  aus, 
dass   die  Zusatzgeschwindigkeit  SV  sich   zerlegen  lässt  in  zwei  zu 
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einander  normale  Componenten  von  der  Grösse  SV  und  VScp.  Die 
zweite  Formel  giebt  den  Neigungswinkel  qr'  der  Geschwindigkeit  dV 
gegen  F,  als  eine  im  Allgemeinen  endliche  Grösse,  welche,  falls  V 
nicht  gleich  Null  ist,  nur  mit  d(p  selbst  verschwindet;  dies  sagt  aus, 
dass  die  Zasatzgesehwindigkeit  SV  nur  dann  in  die  Richtung  der 
Bahn  fallt,  wenn  dieselbe  keine  Krümmung  hat.  Verglichen  mit 
der  ersten  giebt  die  zweite  Formel  noch  das  weitere  Resultat,  dass 
von  den  Componenten  von  dV  die  eine,  dV,  parallel,  die  andere, 
VS(p,  normal  zu  F,,  und  damit  auch  normal  zur  Bahn  gerichtet  ist 

Die  vorstehenden  Gleichungen  stellen  die  Aenderung  des  Be- 
wegungszustandes an  der  Stelle  p  dar;  sie  haben  aber  den  Uebel- 
stand,  noch  abhängig  zu  sein  von  der  Wahl  des  willkürlichen  Zeit- 
raumes St,  während  dessen  wir  die  Geschwindigkeit  constant  gedacht 
haben,  der  als  oflFenbar  unwesentlich  beseitigt  werden  muss.  Dies 
geschieht,  wenn  wir  die  erste  Gleichung  (15)  rechts  und  links  mit 
{StY,  die  zweite  rechts  in  Zähler  und  Nenner  mit  St  dividiren 
und  die  erhaltenen  Glieder  deuten. 

Um  diese  Deutung  vorzunehmen,  erinnern  wir  uns  daran,  dass  St 
die  Zeit  zwischen  zwei  Geschwindigkeitswechseln  bezeichnete.  Ver- 
stehen wir  also  unter  T  eine  beliebige  Zeit,  so  ist  T/St  eine  reine 
Zahl,  nämlich  die  Anzahl  der  Geschwindigkeitswechsel  in  der  Zeit  T. 
Ist  T  gleich  der  Zeiteinheit,  die  wir  durch  1"  bezeichnen,  so  ist 
V/St  die  Anzahl  ^  der  Geschwindigkeitswechsel  in  der  Zeiteinheit, 
somit  1/ar  =  f/r'. 

Benutzt  man  dies,  so  ergiebt  sich 

sriST  =  ;srir; 

hier  steht  rechts  die  Summe  aller  der  Zusatzgeschwindigkeiten,  die 
dem  Punkt  zufliessen  würden,  wenn  er  die  ganze  Zeiteinheit  hin- 
durch in  immer  gleichen  Intervallen  das  gleiche  SV  mitgetheilt 
erhielte,  dividirt  durch  die  Zeiteinheit.  Diese  Grösse  ist  ersichtlich 
von  der  Grösse  des  gewählten  St  unabhängig;  denn  einem  ver- 
grösserten  St  entspricht  aucli  ein  im  gleichen  Verhältniss  ver- 
grössertes  SV',  Sie  ist  sonach  für  die  Geschwindigkeitsänderung 
an  der  betrachteten  Stelle  p  der  Bahn  in  hohem  Grade  charakte- 
ristisch und  wird  demgemäss  auch  zur  Bestimmung  einer  wichtigen 
Eigenschaft  der  gegebenen  Bewegung  benutzt. 

Wir  nennen  SV'JSt  =  B  die  Beschleunigung  des  Massen- 
punktes an  der  Stelle  p  der  Bahn  und  legen  ihr  die  Rich- 
tung der  Zusatzgeschwindigkeit  SV  bei.  Wir  können,  da  sie 
sich  nur  durch  einen  constanten  Neuner  von  einer  Geschwindig- 
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keit  unterscheidet,  alles,  was  wir  über  Zerlegung  und  Zusammen- 
setzung jener  gefunden  haben,  auf  sie  unmittelbar  übertragen. 

SV/dr  ist  aus  demselben  Grunde  die  gesammte  Aenderung  der 
Geschwindigkeit  des  Massenpunktes,  wenn  der  Vorgang,  wie  er  an 
der  Stelle  p  einmal  stattfindet,  sich  die  ganze  Zeiteinheit  hindurch 
in  dem  Zeitintervall  St  wiederholen  würde,  oder  die  Geschwindig- 
keitsänderung bezogen  auf  die  Zeiteinheit.  Wir  nennen  sie  die 
Bahnbeschleunigung  oder  Beschleunigung  in  der  Bahn  b, 
welche  der  Massenpunkt  an  der  Stelle  p  erfährt 

SrpISr  endlich  ist  analog  die  gesammte  Richtungsänderung, 
welche  die  Bewegung  des  Massenpunktes  während  der  Zeiteinheit 
erfahren  würde;  wegen  der  Analogie  der  Gestalt  von  dtpjSr  mit 
SajÖTy  das  wir  als  Geschwindigkeit  (Lineargeschwindigkeit)  bezeich- 
neten, nennen  wir  sie  die  Winkelgeschwindigkeit  oder  Drehungs- 
geschwindigkeit d  des  Massenpunktes  an  der  Stelle  p. 

B  ergiebt  sich  durch  die  vorstehende  Definition  als  stets  positiv, 
b  kann  sowohl  positiv  als  negativ  sein;  d  verhält  sich  wie  b  oder 
wie  B,  je  nachdem  man  dem  Winkel  Sq)  einen  Richtungssinn  beilegt 
oder  nicht  beilegt 

Demgemäss  resultirt  für  die  Gleichungen  (15)  die  Form: 

5«  =  6'  +  V  d\     tg  y'  =  Vdjb.  (15') 

Für  die  Drehungsgeschwindigkeit  d  =^  dtpfSr  erhält  man  leicht 
noch  einen  anderen  Werth.     Schreibt  man  nämlich 

0  (T        0  T 

80  ist  S(tjSt  die  Geschwindigkeit  7  in  ^,  SrpjSfT  ist  die  reciproke 
Länge  der  beiden,  nur  unendlich  wenig  verschiedenen  Normalen  auf 
der  Mitte  der  beiden  in  p  zusammentreffenden  Linienelemente  vom 
Fuss-  bis  zum  Schnittpunkt,  mit  anderen  Worten:  die  reciproke 
Länge  des  Krümmungsradius />  der  Bahncurve  im  Punkte/?. 
Hierdurch  gewinnt  unser  letztes  Resultat  die  Form: 

''•-(4r-)'+f.  '^¥-vh[V.)-         m 

Wir  bemerken,  hinweisend  auf  die  Entwickelung  des  §  3,  dass, 
wie  die  Zusatzgeschwindigkeit  rVT',  so  auch  die  Beschleunigung  B  in 
der  Ebene  liegt,  welche  die  beiden  in  p  zusanimenstossenden  Linien- 
elemente der  Bahn  enthält,  d.  h.  in  der  Osculationsebene  der 
Bahncurve  im  Punkte  p,  und  zwar  nach  der  concaven  Seite  der 
Bahn  hin;  der  eine  Winkel  (p'  bestimmt  ihre  Lage  sonach  vollständig. 
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Ehe  wir  weitergehen,  wollen  wir  die  bisher  erhaltenen  Resultate 
über  die  Geschwindigkeit  und  die  Beschleunigung  bei  einer  beliebigen 
stetigen  Bewegung  noch  in  einer  zweiten,  für  viele  Anwendungen 
nützlicheren  Weise  darstellen. 

Dazu  denken  wir  uns,  wie  schon  mehrfach  geschehen,  den  Ort 
des  Massenpunktes  in  seiner  Bahn  durch  den  längs  der  Bahn  ge- 
messenen und  in  einem  beliebigen  Sinne  positiv  gerechneten  Ab- 
stand 8  von  einem  auf  der  Bahn  willkürlich  festgesetzten  Nullpunkt 
bestimmt.  Nach  den  gemachten  Annahmen  können  wir  dann  inner- 
halb eines  der  Polygonelemente  die  Geschwindigkeit  V  durch  die 
Formel  (1")  definiren,  die  beim  Uebergang  zu  unendlich  kleinen 
Wegen  und  Zeiten  sich  in 

-rfl  =  ^  (17) 

verwandelt.  Hierin  ist  dt  stets  positiv,  ds  positiv  oder  negativ,  je 
nachdem  die  Bewegung  des  Punktes  in  der  bezüglich  s  als  positiv 
oder  als  negativ  festgesetzten  Richtung  stattfindet,  —  Gleiches  gilt 
somit  von  V,  in  Uebereinstimmung  mit  dem  S.  14  allgemein  über 
das  Vorzeichen  von  Vectorgrössen  Gesagten. 

Wenn,  wie  vorstehend,  s  als  Function  der  Zeit  betrachtet  wird, 
so  hat  Gleiches  in  Bezug  auf  V  zu  geschehen.  Demgemäss  tritt 
dann  dVjdt  an  Stelle  von  ÖVjdx^  und  die  Gleichungen  (16)  nehmen 
die  Gestalt  an 

oder  bei  Benutzung  von  (17)  auch 

Das  bis  hierher  über  die  beliebige  stetige  Bewegung  eines 
Punktes  Gefundene  fassen  wir  zusammen  in  den  Satz: 

Ist  für  einen  Massenpunkt  die  Gestalt  seiner  Bahn  und 
ausserdem  sein  längs  der  Bahn  gemessener  Abstand  s  von 
einem  festen  Anfang  als  Function  der  Zeit  gegeben,  so  hat 
zu  jeder  Zeit  t  seine  Geschwindigkeit  die  Grösse  V  =  dsjdij 
die  Richtung  der  Bahn  und  den  Richtungssinn  von  s;  seine 
Beschleunigung  B  ist  nach  Richtung  und  Grösse  bestimmt 
als  die  Resultante  aus  einer  der  Bahn  parallelen  Compo- 
nente  dVjdt  =  d'sjdf  (der  Bahnbeschleunigung)  und  einer 
dem  Krümmungsradius  der  Bahn  parallelen  Componente 
V^jo  =-(dsldtYJn  (der  Normalbeschleunigung).  — 
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Bis  hierher  haben  wir  Ge8chwindigkeiten  und  Beschleunigungen 
ausschliesslich  auf  Richtungen  bezogen,  die  in  Bezug  auf  die  Bahn 
definirt  waren;  für  manche  Zwecke  ist  es  indessen  vortheilhafter, 
ein  absolut  festes  Coordinatensystem  einzuführen,  dessen  Axen,  wie 
oben,  mit  A',  F,  Z  bezeichnet  werden  mögen. 

Multipliciren  wir  die  Gleichung  (17)  resp.  mit  den  Cosinus 
der  Winkel  a,  /?,  y,  welche  die  Richtung  der  Bewegung  mit  den 
Coordinatenaxen  einschliesst,  so  erhält  man  rechts  die  Componenten 
fi,  V,  w  von  V,  links  die  Zuwachse  dxj  dy,  dz  der  Coordinaten  des 
Massenpunktes  während  dt,  durch  dt  dividirt  Es  resultiren  somit 
die  Formeln 

dx  dy  dx  /inx 

-d7  =  "'      -57  =  *'      W  =  «''  (1«) 

welche  die  Geschwindigkeitscomponenten  in  einer  neuen  und  überaus 
wichtigen  Weise  ausdrücken.  Richtung  und  Grösse  der  aus  ihnen 
resultirenden  Geschwindigkeit  V  bestimmen  die  Formeln  (7).  Dabei 
kann  man  die  in  dem  Ausdruck  für  V  auftretende  Wurzelgrösse  be- 
liebig als  absolute  Grösse  behandeln  oder  mit  einem  Vorzeichen 
versehen.  Im  ersten  Falle  betrachtet  man  dann  auch  ds  als  ab- 
solute  Grösse,  d.  h.  wie  in  (14)  als  den  zurückgelegten  Weg  ohne 
Rücksicht  auf  den  Richtungssinn  von  s;  im  anderen  Falle  sieht 
man  ds  wie  in  (17)  als  den  positiven  oder  negativen  Zuwachs  des 
oben  definirten  Abstandes  s  an. 

Die  Formeln  (19)  gestatten  noch  eine  Erweiterung,  insofern 
man  die  Geschwindigkeit  V  als  Resultante  behebig  vieler  Geschwin- 
digkeiten Vf^  betrachten  darf;  die  Bedingung  hierfür  ist  nach  (8'), 
dass  die  Theilcomponenten  %,  v^,  WJ^  von  Vf^  den  Bedingungen 
genügen 

2uf^  =  u,     2v^  =  V,     JSwi^  =  w, 

Demgemäss  hat  man  auch 

dx         X7  dy         X7  dx         v'  /ia'\ 

oder  anter  EänfQhrung  der  Richtungswinkel  a^,  ßh,  Yh  «^er  V,, 
^*-  =  :ST»co8«»,     -^;-  =  2i:F,cos/9*,     4}  =  -^^*co8,v     (19") 

Diese  Gleichungen  bestimmen  die  zeitlichen  Aenderungen  der 
Coordinaten  des  Massenpunktes  durch  alle  möglichen  ihm  gleich- 
zeitig ertheilten  Geschwindigkeiten;  dass  hieraus  bis  zu  einem  ge- 
wissen Grade  das  vollständige  Gesetz  seiner  Bewegung  ableitbar  ist, 
wird  weiter  unten  erörtert  werden. 
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Um  nun  auch  in  den  Betrachtungen  über  die  Beschleunigungen 
das  feste  Coordinatensystem  X,  Y,  Z  einzuführen,  wenden  wir  die 
Formeln  (9')  auf  den  uns  beschäftigenden  Fall  der  unendlich  kleinen 
Geschwindigkeitsänderung  an  und  schreiben  sie  in  der  oben  ein- 
geführten Bezeichnung 

du  =  Ui  —  u,     Sv  =  v^  —  V,     dw  =^  w^  —  w, 

wobei  Su,  Sv,  äw  die  Componenten  der  unendlich  kleinen  Zusatz- 
geschwindigkeit SV  und  u,  V,  w,  resp.  w,,  v,,  w^  die  Componenten 
von  V  resp.  F,  bezeichnen.  Die  Division  dieser  Formeln  mit  Öt 
liefert  nach  der  Bedeutung  von  öV'ISt  links  die  Componenten  der 
Beschleunigung  B  nach  den  Coordinatenaxen,  die  mit  /",  ^,  h  be- 
zeichnet werden  mögen,  rechts  die  Difierentialquotienten  von  w,  v,  w 
nach  der  Zeit,  so  dass  also  resultirt 

r       du  dv  ,         du>  ,rtA\ 

/^=Tr'     ^  =  -äT'     '^^-di-  (20) 

Zieht  man  noch  den  Inhalt  der  Gleichungen  (19)  heran,  so  er- 
hält man  schliesslich 


/•=-;;'  ^=i.^'  *=-;;•         (^oo 

Die  resultirende  Besclileunigung  B  folgt  hieraus  nach  Grösse 
und  Richtungswinkeln  a\  ß',  y   gemäss  den  Formeln 

B^^f+g'  +  h^    cosa  =  flB,    cosß'^^  gjB,    cos/=Ä/Ä   (20") 

Demgemäss  kann  man  den  weiteren  Satz  aussprechen: 
Betrachtet  man  die  Coordinaten  eines  in  beliebiger 
stetiger  Bewegung  befindlichen  Massenpunktes  als  Func- 
tionen der  Zeit,  so  sind  in  jedem  Moment  die  Componenten 
seiner  Geschwindigkeit  nach  den  Coordinatenaxen  durch 
die  ersten,  die  seiner  Beschleunigung  durch  die  zweiten 
Differentialquotienten  der  betreffenden  Coordinaten  nach 
der  Zeit  gegeben.   — 

Es  mag  ausdrücklich  hervorgehoben  werden,  dass  die  Gleichungen 
(20)  resp.  (20')  zwischen  den  Componenten  der  Beschleunigung  und 
denjenigen  der  Geschwindigkeiten  resp.  den  Coordinaten  speciell  ein 
ruhendes  rechtwinkliges  Coordinatensystem  voraussetzen.  Wel- 
chen Eintluss  eine  Bewegung  des  Coordinatensystemes  auf  die  Aus- 
drücke der  Beschleunigungen  hat,  wird  später  an  wichtigen  Beispielen 
erläutert  werden.  Hier  möge  noch  gezeigt  werden,  wie  sich  die  den 
vorstehenden  Beziehungen  entsprechenden  bei  einer  ebenen  Bewegung 
gestalten,  wenn  dieselbe  auf  Polarcoordinaten  bezogen  wird. 
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Wir  setzen 

x  =  rcos(p,     2/  =  ^8iny  (21) 

und  bezeichnen  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  parallel  zu  r 
und  normal  zu  r  im  Sinne  wachsender  Winkel  g)  durch  g  und  o-; 
dann  ist 

dr  da)  /oi'\ 

und 

u  =  n  cos  (f  —  (T  sin  (p  ^      v  =  q  sin  q>  +  a  cos  (f,  (21") 

Letzteres  entspricht  genau  dem  S.  13  allgemein  über  Transformation 
von  Vectorcomponeuten  Gesagten. 
Weiter  wird 


y.        du         (dg         (7*\  ( d(T     ,     (tq\    . 

do         ( do         <T*\-  ,    ( d(T     ,     (T  q\ 


(22) 


dg          (7« 

der     .     CO 

dt   ^    r 

Nach  der  gleichen  Bemerkung  ergeben  diese  Formeln,  dass  die 
Componenten  p  und  n  der  Beschleunigung  parallel  und  normal 
zu  r  die  Werthe  besitzen 

(22') 

sie  sind  somit  nicht  mit  den  ersten  DiflFerentialquotienten  der  Ge- 
schwindigkeiten Q  und  a  identisch. 

Die  sie  hiervon  unterscheidenden  Ausdrücke  ö-*/r  und  <To/r 
haben  einfache  Bedeutungen.     Schreibt  man 

-f-^^(-f).  +^/-+^(+f) 

und  bedenkt,  dass 

|r  =  cos(r,r),      ~  =  sin  {V,r) 

ist,  so  erkennt  man,  dass  --  (f  jr  und  +  ixjjr  Componenten  einer  Be- 
schleunigung sind,  die  normal  zur  Bewegungsrichtung  auf  der  Seite 
nach  dem  Coordinatenanfang  hin  liegt  und  die  Grösse  hat 

fTVlr=^  V sin {V,r)lr.  — 

Die  im  Vorstehenden  neu  eingeführte  Grösse  „Beschleunigung** 
ist  durch  die  Fundamentaleinheiten  Länge  und  Zeit  nach  ihrer 
Dimension  und  ihrer  Einheit  völlig  bestimmt;  wir  haben 

[5]  =  [ir'],  (23) 
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und  als  Einheit  der  Beschleunigung  diejenige,  bei  welcher  eine  Ge- 
schwindigkeit in  der  Zeiteinheit  um  den  Betrag  der  Geschwindig- 
keitseinheit wächst.  Gleiches  gilt  für  die  Componenten  von  B  nach 
beliebigen  Richtungen. 

§  5.    Kräfte;  Bewegtuigsgleichuiigen;  Gleichgewichtsbedingimgeii. 

Nach  den  Entwickelungen  des  vorletzten  Paragraphen  betrachten 
wir  als  Ursache  jeder  plötzlichen  Aenderung  der  Geschwindigkeit 
eines  Massenpunktes  hinsichtlich  der  Grösse  oder  der  Richtung  einen 
Impuls  J,  der  seiner  Richtung  nach  mit  derjenigen  der  Zusatz- 
geschwindigkeit r'  zusammenfällt,  und  dessen  Grösse  gegeben  ist 
durch  das  Produkt  V'M  der  Zusatzgeschwindigkeit  in  die  Masse  des 
bewegten  Punktes.  Dieser  Werth  setzt  das  von  uns  eingefbhrte  Ein- 
heitssystem der  wissenschaftlichen  Mechanik  voraus;  im  Allgemeinen 
würde  zu  V'31  noch  ein  Proportionalitätsfactor  k  kommen. 

Bei  einer  beliebigen  Bewegung  mit  nach  Richtung  und  Grösse 
stetig  wechselnder  Geschwindigkeit  müssen  wir  demgemäss  unendlich 
viele,  unendlich  schwache  Impulse  SJ  wirkend  denken,  ein  jeder 
nach  Richtung  zusammenfallend  mit  der  im  betrefifenden  Zeitpunkt 
zugefugten  Geschwindigkeit  dV\  nach  Stärke  gegeben  durch 

äJ=  MdV\ 

Auch  diese  Formel  enthält  noch  den  Einfluss  des  willkürlich 
gewählten  Zeitraumes  S  r,  den  wir,  wie  oben,  durch  Division  mit  S  r 
beseitigen.  Dann  erhalten  wir  rechts  SV'jdry  d.  h.  die  Beschleu- 
nigung B  des  Massenpunktes. 

SJjSr  aber  ist  nach  dem  Früheren  die  Summe  aller  derjenigen 
Impulse,  welche  der  Massenpunkt  in  der  Zeiteinheit  erleiden  würde, 
wenn  während  derselben  unausgesetzt  in  Intervallen  St  sich  der 
Impuls  SJ  in  gleicher  Stärke  und  Richtung  wiederholte  —  diese 
Summe  dividirt  durch  die  Zeiteinheit 

Die  hierdurch  vollständig  definirte  neue  physikalische  Grösse, 
welche  ersichtlich  von  dem  willkürlichen  Intervall  ^'r  unabhängig, 
aber  von  der  gewählten  Zeiteinheit  abhängig  ist,  nennen  wir  die 
Kraft  K,  welche  der  Massenpunkt  3/  an  der  Stelle  p  er- 
leidet, und  legen  ihr  die  Richtung  der  Impulse,  also  auch  die 
Riclitung  der  Beschleunigung  in  p  bei.  Sie  ist  hiernach  ersichtlich 
abermals  eine  Vectorgrösse  und  wird  durch  die  vorstehende  Defi- 
nition als  stets  positiv  gegeben. 

Wir  haben  also  nach  (16),  wenn  wir  tp'  mit  xfj  vertauschen,  zu- 
nächst n  •  TT  w        "prT  Jjpr 
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und  wenn   wir   in  der  S.  44   benutzten  Weise  dVjSx  durch  dVjdt 
ersetzen, 

A'= jtfß = M|/(4;:y  +  -^1,  tgt/,  =  rv(,  ^j .     (24) 

Das  erhaltene  fundamentale  Resultat  mag  in  folgende  Worte 
gefasst  werden: 

Die  Kraft,  welche  ein  beliebig,  aber  stetig  bewegter 
Massenpunkt  erleidet,  ist  ihrer  Grösse  nach  gegeben  durch 
das  Product  seiner  Masse  M  in  seine  Gesammtbeschleu- 
nigung  B\  sie  ist  ferner  letzterer  parallel  gerichtet,  d.  h., 
sie  liegt  allenthalben  in  der  Osculationsebene  der  Bahn- 
curve  nach  deren  concaver  Seite  hin  unter  einem  Winkel  xf) 
gegen  die  Richtung  der  augenblicklichen  Bewegung,  dessen 
Tangente  gleich  ist  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  V, 
dividirt  durch  das  Product  aus  Krümmungsradius  o  und 
Bahnbeschleunigung  dVjdU 

Auch  für  die  Kraft  ist  sowohl  Dimension,  als  Einheit  durch  ihre 
Definition  vollkommen  gegeben;  wir  haben  bei  den  gemachten  Fest- 
setzungen 

[K]^\mlt-^-]  (24') 

und  dazu  diejenige  Kraft  als  Krafteinheit,  welche  dem  Massenpunkt 
Eins  die  Beschleunigung  Eins  mittheilt. 

Hiemach  kann  man  flir  jede  Bewegung  eines  gegebenen  Massen- 
punktes die  wirkende  Kraft  numerisch  berechnen. 

Die  vorstehende,  im  Wesentlichen  auf  Newton  zurückgehende 
Einführung  der  Kraft  kann  der  ihr  zunächst  anhaftenden  Willkür- 
lichkeit wenigstens  zum  Theil  dadurch  entkleidet  werden,  dass  man 
in  Betracht  zieht,  wie  sie  ein  nahes  Analogen  zu  dem  liefert,  was 
der  allgemeine  Sprachgebrauch  unter  Muskelkraft  versteht  Mit 
Hülfe  dieser  Muskelkraft  vermögen  wir  einen  ruhenden  Körper  in 
Bewegung  zu  setzen,  einen  bewegten  zu  beschleunigen  oder  zu  ver- 
langsamen, und  es  entspricht  durchaus  den  Grundsätzen  der  exacten 
Wissenschaften  bei  analogen  Vorgängen  so  lange  analoge  Ursachen 
wirksam  anzunehmen,  bis  die  Unzulässigkeit  einer  solchen  Annahme 
bewiesen  ist  Und  selbst  wenn  ein  solcher  Beweis  geliefert  werden 
sollte  —  was  bisher  noch  keineswegs  geleistet  ist  —  so  wird  man 
den  Bj^ftbegriflF  immer  noch  als  ein  fruchtbares  Mittel  zur  Ver- 
anschaulichung des  Mechanismus  der  Erscheinungen  benutzen  dürfen. 

Da  sich  die  Kraft  von  einem  Impuls  nur  durch  einen  scalaren 
Nenner  unterscheidet  und,  wie  dieser,  ein  Vector  ist,  so  können  wir 
alle  für  Impulse  erhaltenen  Sätze  über  Zerlegung  in  Componenten 

W.  Voigt,  Mecluuiik.    Zweite  Aufl.  ^ 
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und  Zusammensetznng  zu  Resultanten  sogleicli  auf  Kräfte  übertragen. 
Ihrer  grossen  Wichtigkeit  wegen  wollen  wir  sie  aber  in  der  Form, 
die  sie  flir  letztere  annehmen,  noch  einmal  zusammenstellen. 

Zunächst  gilt  der  allgemeine  Satz  vom  Parallelogramm  oder 
Polygon  der  Kräfte,  bei  welchem  die  Kräfte  wie  Geschwindig- 
keiten und  Impulse  durch  Strecken  nach  Grösse  und  Richtung 
repräsentirt  werden.  Er  findet  sich  aus  der  Betrachtung  der  Be- 
wegungsvorgänge ohne  alle  Schwierigkeit,  während  bei  Beschränkung 
auf  Gleichgewichtszustände  ein  ganz  befriedigender  Nachweis  fast 
unmöglich  scheint.     Wir  sprechen  ihn  folgendermaassen  aus: 

n  gegebene  Kräfte,  die  auf  einen  Massenpunkt  wirken, 
sind  äquivalent  mit  einer  einzigen,  die  man  durch  eine 
geometrische  Construction  aus  jenen  nach  Grösse  und  Rich- 
tung bestimmen  kann.  Hierzu  füge  man  die  gegebenen 
durch  Strecken  repräsentirten  Kräfte  gleichsinnig  an  ein- 
ander; die  Strecke  vom  Anfangs-  zum  Endpunkte  der  so 
erhaltenen  gebrochenen  Linie  bestimmt  dann  nach  Grösse 
und  Richtung  die  resultirende  Kraft. 

Insbesondere  ist  die  mit  n  parallelen  Kräften  äquivalente  Re- 
sultante mit  jenen  gleichgerichtet  und  gleich  ihrer  Summe.  Für  nur 
zwei  gegebene  Kräfte  A",  und  Ä,,  welche  den  Winkel  (p  einschliessen, 
erhält  man  die  Grösse  K  der  Resultirenden  und  die  Winkel  qp,,  (f„ 
die  sie  mit  A",  und  A",  einschliesst  durch: 

}C  =  K:  +  A\'  +  2K,K,cosw,     -^'-=.-^±-  =  -Ä —     (25) 

^ '       sm  q>i  sin  <p,  sm  <p         ^     ' 

Stehen  speciell  A',  und  AI  normal  zu  einander,  so  ist  (pi  +  (p7  =  \n  und 
A''  =  A7  +  A7,    A\  =  A^sin (p,,    K\  =  A'sin  (p,,    KjK,  =  tg y,.    (25') 

Die  ümkehrung  des  allgemeinen  Satzes  ergiebt: 

Jede  gebrochene  Linie,  mittelst  deren  man  die  beiden 
Enden  des  Repräsentanten  einer  gegebenen  Kraft  verbin- 
det, lässt  sich  deuten  als  die  gleichsinnige  Aneinander- 
reihung der  Repräsentanten  von  Kräften,  welche  mit  der 
gegebenen  äquivalent  sind. 

Hieraus  erhellt  sofort,  dass,  während  das'Problem  der  Zusammen- 
setzung von  gegebenen  Kräften  vollständig  bestimmt  war,  die  Zer- 
legung einer  gegebenen  Kraft  in  ein  System  äquivalenter  Compo- 
nenten  auf  unendlich  viele  Weisen  möglich  ist,  und  die  Aufgabe  zur 
Bestimmung  noch  einschränkender  Bedingungen  bedarf. 

Der  wichtigste  Fall  ist  der,  dass  eine  Kraft  K  nach  drei  zu  ein- 
ander normalen  Richtungen,  die  wir  als  die  X,  Y,  ^Goordinatenaxen 
wählen,  in  Componenten,  die  jetzt  und  ferner  mit  den  Buchstaben  X, 
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Yj  Z  bezeichnet  werden  mögen,  zerlegt  werden  soll.  Sind  a,  ß,  y  die 
Winkel,  welche  die  Richtung  von  K  mit  denen  von  A',  y,  Z  ein- 
schliessty  so  gilt: 

X  =  A'cos  a,     y  =  A'cos  ß,     Z  =  A'cos  y,  (26) 

und  umgekehrt 

A'^'  =  A''  +  r  +  Z\ 

(26') 
cos  a  =  A7  K,     cos  /?  =  F/  A^     cos  y  ^  Z\K,  ^     ' 

Zerlegt  man  dieselbe  Kraft  K  nach  drei  anderen  zu  einander 
senkrechten  Richtungen  X\  y',  Z',  so  sind  nach  dem  S.  12  allge- 
mein über  Vectorcomponenten  Gezeigten  die  ihnen  parallelen  Com- 
ponenten  X\  Y\  7j    mit  A,  y,  Z  verbunden  durch  die  Formeln 

X'  =  A  cos  (A,  X')  +  y  cos  ( y,  A')  +  Z  cos  (Z,  A'), 

r  =  A  cos  (A,  y')  +  rcos  ( y,  T)  +  z  cos  (z,  r),        (26") 

Z'  =  Aco8(A,  Z')  +  ycos(y,  Z')  +  Zcos(Z,  Z'). 

Die  Formeln  (26)  und  (26')  sind  zu  benutzen,  um  das  allgemeine 
Problem  der  Zusammensetzung  von  beliebigen  auf  einen  Punkt  wir- 
kenden Kräften,  welches  oben  nur  geometrisch  gelöst  ist,  in  bequemer 
Weise  analytisch  durchzuführen. 

Sind  n  Kräfte  nach  ihren  Grössen  Ki,  und  ihren  Richtungs- 
winkeln «Ä,  /9;i,  /a  gegeben,  so  zerlegen  wir  jede  einzelne  in  drei 
Componenten  A^,  y^,  Z;^  parallel  den  Coordinatenaxen;  es  ist  dann 

Aä  =  Aä  cos  «fc,     y^  =  Aft  cos  /9a,     Za  =  A"),  cos  ;'a.  (27) 

Die  sämmtlichen  parallelen  Componenten  Aa,  resp.  yA  und  Za  setzen 
sich  nach  dem  Obigen  zusammen  zu  einer  Gesammtcomponente  A, 
resp.  y  und  Z,  welche  gegeben  sind,  durch 

X  =  ^  Aa,  y  =  -S"  yA,  z  =  -S'Za,  ^^^,^ 

=  2  Aa  cos  uu,         =  -S"  Aa  cos  /9a,  =  -5*  Aa  cos  /a  , 

und  diese  endlich  geben  nach  den  Formeln  (26')  eine  Resultante 
von   der  Starke  K  mit  den  Richtungswinkeln  a,  /9,  /,  die  bestimmt 

sind  durch 

A''  =  A"  +  Y'  +  Z\ 

cos  a  =  A7  A',     cos  /9  =  Y\K^     cos  y  =  Zj  A.  — 

Von  diesen  fundamentalen  Betrachtungen  machen  wir  zunächst 
eine  Anwendung  zur  Deutung  der  Gleichungen  (24),  die  wir  schreiben: 
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Vergleichen  wir  diese  Formeln  mit  (25')  und  bedenken,  dass  tp 
den  Winkel  der  Kraft  K  gegen  die  Richtung  der  Bahn  im  Sinne  der 
stattfindenden  Bewegung  bezeichnet,  so  erkennen  wir,  dass  K  hier 
zerlegt  erscheint  in  zwei  zu  einander  normale  Componenten,  von 
denen  die  erste  MäV/dt  in  der  Richtung  der  Bahn,  die  zweite 
MV^Iq  in  der  Richtung  von  deren  Krümmungsradius  liegt.  Es 
gelten  demnach  für  die  stetige  Bewegung  eines  Massenpunktes  die 
folgenden  drei  wichtigen  Sätze: 

1.  Die  Kraftcomponente  P  in  der  Richtung  der  Tangente 
der  Bahn  ist  gleich  der  Masse  M  des  Punktes,  multiplicirt 
mit  seiner  Bahnbeschleunigung  dVjdt, 

P=.  MdVjdt. 

Rechnet  man  dabei  P  immer  im  Sinne  der  Bewegung,  so  ist  V 
als  absolute  Grösse  zu  fühlen;  rechnet  man  P  im  willkürlich  ge- 
wählten Richtungssinn  von  s,  so  ist  F  gemäss  der  Definition  V^ds/dt 
bald  positiv,  bald  negativ.  Letzteres  Verfahren  empfiehlt  sich  immer, 
wenn  der  Massenpunkt  dieselbe  Bahn  wiederholt  in  entgegengesetztem 
Sinne  durchmisst 

2.  Die  Kraftcomponente  i\^,  in  der  Richtung  der  Haupt- 
normale der  Bahn  ist  gleich  der  Masse  M  des  Punktes,  mul- 
tiplicirt mit  dem  Quadrat  seiner  Bahngeschwindigkeit  und 
dividirt  durch  den  Krümmungsradius  q  der  Bahn  an  der 
betrachteten  Stelle, 

Rechnet  man  dabei  N^  immer  nach  der  concaven  Seite  der 
Bahn  hin,  so  ist  q  als  absolute  Grösse  zu  führen;  rechnet  man  da- 
gegen JVj  nach  einer  willkürlich  festgesetzten  Seite  der  Curve,  so 
ist  Q  positiv  oder  negativ  zu  nehmen,  je  nachdem  N,  auf  die  con- 
cave  oder  die  convexe  Seite  der  Curve  fällt  Letzteres  ist  z.  B. 
dann  bequemer,  wenn  es  sich  um  eine  ebene  Curve  handelt,  welche 
Wendepunkte  besitzt. 

3.  Die  Kraftcomponente  iV,  nach  der  Richtung  der  ßi- 
normale  der  Bahn  ist  gleich  Null, 

Wir  fügen  hinzu,  was  aus  diesen  Sätzen  in  zwei  speciellen  Fällen 
sich  ergiebt: 

Eine  geradlinige  Bewegung  kann  nur  unter  einer  in  der 
Richtung  der  Bahn  wirkenden  Kraft  bestehen,  deren  Grösse  ist 

K=  MdVjdt. 
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Eine  krummlinige  Bewegung  mit  constanter  Geschwin- 
digkeit kann  nur  unter  der  Wirkung  einer  Ejaft  bestehen,  welche 
allenthalben  in  der  Richtung  der  Hauptnormale  der  Bahn  liegt  und 

den  Werth  hat  _      ,_^^3 , 

A  =  MV^JQ. 

Hieraus  ergiebt  sich  eine  wichtige  neue  Auffassung  der  in  den 
obigen  allgemeinen  Sätzen  enthaltenen  Aussagen.  Bei  jeder  Be- 
wegung bewirkt  die  tangentiale  Eraftcomponente  die  Aenderung 
der  Geschwindigkeit,  die  normale  aber  die  Krümmung  der  Bahn; 
mit  verschwindendem  P  wird  dVjdt  gleich  Null,  mit  verschwinden- 
dem N^  wird  Q  unendlich.  Verschwinden  beide  Gomponenten  gleich- 
zeitig, so  findet  die  Bewegung  in  gerader  Linie  mit  constanter  Ge- 
schwindigkeit statt  Wir  betrachten  nach  §  1  die  letztere  Bewegung 
als  eine  Folge  der  Trägheit  des  Massenpunktes,  wir  werden  somit 
Abweichungen  von  derselben  dadurch  erklären,  dass  die  Kräfte  die 
Trägheit  überwinden. 

Die  Sätze  auf  S.  52  weisen  nun  darauf  hin,  dass  zwei  Arten 
von  Trägheit  zu  unterscheiden  sind,  Geschwindigkeitsträgheit 
und  Richtungsträgheit,  von  denen  die  eine  die  Erhaltung  der 
Geschwindigkeit,  die  andere  die  Erhaltung  der  Richtung  der  Be- 
wegung anstrebt.  •  Die  erstere  wird  durch  die  tangentiale,  die  letztere 
durch  die  normale  Componente  der  wirkenden  Kraft  bekämpft,  und 
die  Werthe  P ^  MdVjdt^  N^  =  MV^Jq  können  als  die  durch  die 
Kraftcomponenten  P  und  N^  überwundenen  Beträge  jener  beiden 
Trägheiten  gedeutet  werden. 

Eine  nicht  consequente  Verwendung  des  KraftbegriflFes  hat  ehe- 
mals dazu  geführt,  den  Widerstand,  den  ein  bewegter  Massenpunkt 
einer  Ablenkung  von  der  geradlinigen  Bahn,  resp.  der  Bewegung  in 
einer  gekrümmten  Bahn  scheinbar  entgegensetzt  und  den  man  als 
mit  N^  absolut  gleich  und  entgegengesetzt  gerichtet  betrachten  kann, 
als  Centrifugalkraft  zu  bezeichnen.  Wenn  nun  auch  dieser  alte 
und  vielbenutzte  Name  nicht  wohl  wieder  beseitigt  werden  kann,  so 
ist  es  doch  nöthig,  darauf  hinzuweisen,  dass  er  der  Sache  nicht  ent- 
spricht, dass  es  sich  nämlich  bei  dem  Vorgang  überhaupt  nicht  um 
eine  Kraft  handelt,  sondern  um  eine  Aeusserung  der  Richtungs- 
trägheit Dies  scheint  um  so  nöthiger,  weil  in  speciellen,  später 
zu  behandelnden  Fällen  jene  Centrifugalkraft  ausnahmsweise  den 
Charakter  einer  Kraft  erhält,  der  ihr  allgemein  nicht  eigen  ist  — 

Das  Vorstehende  bietet  die  Mittel,  um  in  jedem  speciellen  Falle 
die  Kraft,  welche  zur  Herstellung  einer  Bewegung  nöthig  ist,  nach 
ihrer  Grösse  und  nach  ihrer  Lage  gegen  die  Bahn  des  bewegten 
Massenpunktes  vollständig  zu  bestimmen.    Indessen  liegt  hierin  nicht 
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die  eigentliche  Bedeutung  der  gefundenen  Resultate,  sondern  um- 
gekehrt in  ihrer  Anwendung,  um  bei  gegebener  Kraft  die  Beschleu- 
nigung und  daraus  die  gesammte  Bewegung  des  Massenpunktes  zu 
bestimmen,  auf  welchen  die  Kraft  wirkt. 

Es  hat  sich  nämlich  gezeigt,  dass  durch  Einführung  des  Be- 
griffes der  Kraft  in  der  im  Obigen  erörterten  Weise  eine  ungemeine 
Vereinfachung  der  Betrachtung  der  Bewegungserscheinungen  erreicht 
wird,  indem  durch  sie  unzählige  Einzelfälle,  die  sich  hinsichtlich  der 
Bahngestalt  und  des  Gesetzes  der  Geschwindigkeit  unterscheiden, 
einheitlich  zusammengefasst  werden  in  ein  einziges  Problem. 

Hierzu  ist  die  bisher  benutzte  Gestalt  der  zwischen  Kraft  und 
Beschleunigung  bestehenden  Beziehungen  nicht  geeignet,  da  sie  die 
Kenntniss  der  Gestalt  und  Lage  der  Bahn  voraussetzen,  die  zu 
finden  eben  unser  Problem  ist.  Wir  uragelien  die  Schwierigkeit, 
indem  wir  die  Lage  der  Kraft  gegen  ein  absolut  festes  Coordinaten- 
system  einführen. 

Dies  geschieht  am  einfachsten,  wenn  wir  von  den  Gleichungen 
(13")  ausgehen,  die  den  Zusammenhang  zwischen  den  Componenten 
F^  O,  II  eines  Impulses  und  den  durch  denselben  hervorgebrachten 
Componenten  u,  v,  w  der  Geschwindigkeitsänderung  darstellen.  In- 
dem wir  sie  auf  einen  unendlich  schwachen  Impuls  8J  mit  den  Com- 
ponenten 8F^  SO,  SH,  und  demgemäss  auf  unendlich  kleine  Ge- 
schwindigkeitscomponenten  Su\  Sv',  8w'  der  unendlich  kleinen 
Zusatzgeschwindigkeit  dV  anwenden,  schreiben  wir  sie: 

8F=  Mdu,     SG  =  MSv\     SH=  MSw. 

Diese  Formeln  beziehen  wir  nun  wiederum  auf  die  oben  be- 
trachtete beliebige  stetige  Bewegung  und  verstehen  unter  Su,  Sv, 
ötv  und  S F,  dO,  SH  die  an  der  Stelle  p  beim  Uebergang  von 
einem  Linienelement  zu  dem  folgenden  auftretenden  Grössen.  Divi- 
diren  wir  sie,  wie  auch  oben  geschah,  durch  Jr,  so  erhalten  wir 
dadurch  diejenigen  (durch  die  Zeiteinheit  dividirten)  Zuwachse,  die 
in  der  Zeiteinheit  eintreten  würden,  wenn  während  derselben  in 
den  Zeitiutervallen  St  immer  wieder  die  gleichen  Veränderungen 
stattlanden,  wie  an  der  Stelle  p  ein  Mal;  d.  h.  also  nach  den  be- 
züglichen oben  angegebenen  Definitionen  einerseits  die  Compo- 
nenten der  Beschleunigung  nach  den  Coordinatenaxen, 
nämlich  die  Grössen  f,  g,  h,  andererseits  die  Componenten 
der  wirkenden  Kraft  A',  Y,  Z,     Das  so  erzielte  Resultat 

X  =  Mf,     Y  =  Mg,     Z  =  Mh  (29) 

giebt  einen  neuen  Ausdruck  des  Gedankens,  dass  die  wirkende  Kraft 
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t 
gleich   ist   dem  Product   aus   Masse   und  Beschleunigung   und   der 

Bichtung  nach  mit  letzterer  zusammenfällt.   In  der  That  folgt  aus  (29) 

IC  =  X'  +Y'  +  Z'=^Ar(r  +9*  +  h')=^  ^^\ 

X:Y:Z  =  f:g:h. 

Benutzen  wir  nunmehr  die  durch  (20)  gegebenen  Werthe  von 
/i  gf  h,  so  nehmen  die  Gleichungen  (29)  die  Gestalt  an: 

X=Mduldi,     Y^Mdvjdi,     Z^Mdwjdt,  (29') 

In  dieser  Form  gestatten  sie  noch  eine  andere  Auffassung, 
die  wegen  ihrer  Verwendbarkeit  bei  später  zu  behandelnden  höchst 
allgemeinen  Problemen  eine  gewisse  Bedeutung  besitzt. 

Ebenso  wie  die  Geschwindigkeit  V  kann  man  auch  das  Product  MV 
als  eine  Vectorgrösse  betrachten;  denn  der  scalare  Factor  M  ändert 
wohl  den  Zahlwerth,  nicht  aber  die  Eichtungseigenschaft.  Der 
Vector  MV  führt  den  Namen  der  Bewegungsgrösse  des  Massen- 
punktes M  und  soll  mit  W  bezeichnet  werden;  seine  Componenten 
Mu^  Mvj  Mw  mögen  die  Bewegungsgrössen  von  M  nach  den 
Coordinatenaxen  genannt  und  mit  A,  B,  C  bezeichnet  werden. 

Dann  schreiben  sich  die  Formeln  (29')  auch 

X^dA/dt,     Y^dB/dt,     Z^dCjdt  (29") 

und  sprechen  den  Satz  aus,  dass  die  zeitlichen  Aenderungen 
der  Bewegungsgrössen  eines  Massenpunktes  nach  den  Co- 
ordinaten  den  parallelen  Componenten  der  wirkenden  Kraft 
gleich  sind.  Der  hierdurch  ausgedrückte  Zusammenhang  zwischen 
den  zwei  Vectorgrössen  K  und  W  kehrt  in  derselben  Form  in  ver- 
schiedenen anderen  Gebieten  der  Physik  wieder. 

Die  Kräfte  X,  Y,  Z  können  nun  ihrerseits  Resultiinten  sein  aus 
je  einer  Anzahl  einzelner  Componenten  A'„  X^ . . .  A„  u.  s.  f ,  die  durch 
Zerlegung  gegebener  Einzelkräfte  X,,  A', . . .  A'«  erhalten  sind;  es 
ist  dann: 

X=J?X„      Y^:SYn,     Z=2Z^. 

Femer  können  wir  für  w,  v,  w  die  durch  die  Formeln  (19)  gegebenen 
Werthe  dxjdi,  dyjdt,  dxjdt  setzen,  in  welchen  x,  y,  ^  die  Coordi- 
naten  des  Massenpunktes  zur  betrachteten  Zeit  bezeichnen.  So  ge- 
langen wir  zu  der  definitiven  Form: 

M^-f,-  =  2X^,     M^  =  :SY„     J/|-^  =  ;S'Z,.  (30) 

Diese  fundamentalen  Gleichungen  bilden  den  Aus- 
gangspunkt für  alle  Untersuchungen,  welche  aus  gegebenen 
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Kräften  die  Gesetze  der  durch  sie  bedingten  Bewegungs- 
erscheinungen ableiten,  — 

Es  möge  daran  erinnert  werden,  dass  ebenso,  wie  die  dem  Vor- 
stehenden zu  Grunde  liegenden  Werthe  der  Beschleunigungscompo- 
nenten  ein  absolut  festes  rechtwinkliges  Coordinatensystem  voraus- 
setzen, auch  die  Bewegungsgleichungen  (29')  oder  (30)  nur  für  ein 
solches  Geltung  besitzen. 

Wie  eine  Bewegung  des  rechtwinkligen  Coordinatensystemes  auf 
die  Gleichungen  einwirkt,  wird  weiter  unten  an  wichtigen  Beispielen 
gezeigt  werden.  Hier  mögen  nur,  anknüpfend  an  die  auf  S.  47  ab- 
geleiteten Werthe  der  Beschleunigungscomponenten  für  eine  ebene  Be- 
wegung unter  Zugrundelegung  von  Polarcoordinaten,  die  Glei- 
chungen für  eine  §olche  Bewegung  aufgestellt  werden. 

Setzt  man  wieder  x  =  rcosqp,  i/  =  rsin^?,  schreibt  die  Compo- 
nenten  der  Geschwindigkeit  parallel  und  normal  zum  Radiusvector  r 

drjdt^Q,     rd(fldt==(T  (30') 

und  bezeichnet  die  entsprechenden  Componenten  der  Kraft  mit  R 
und  S,  so  erhält  man  aus  (22') 

Durch  Einsetzen  der  Werthe  q  und  a  aus  (30')  erhält  man  die 
Beziehungen  zwischen  den  Kraftcomponenten  und  den  Coordinaten  r 
und  (p,  — 

Man  betrachtet  in  der  Physik  die  auf  Massenpunkte  wirkenden 
Kräfte  als  abhängig  von  der  Zeit  t,  den  Coordinaten  x,  y,  %  des  be- 
wegten Punktes  und  den  Componenten  u  =  dxjdty  v  =  dyjdt,  w  =  dzjdt 
seiner  Geschwindigkeit.  Eine  Abhängigkeit  von  der  Beschleunigung 
würde  nichts  wesentlich  Anderes  ergeben,  als  die  eben  genannten 
Abhängigkeiten;  denn  man  könnte  in  einem  solchen  Falle  die  drei 
Gleichungen  (30)  durch  Auflösen  nach  den  Beschleunigungen  d^xidf, 
d^yjdfy  (Tzjdf  auf  die  Form  bringen: 

^^-di'==^'     ^^-dl-^'      ^^-d-F  =  ^' 

in  welcher  Z,  H,  Z  nur  noch  <,  a;,  y,  z,  u,  v,  w  enthalten  und  als 
Kraftcomponenten  gedeutet  werden  können.  Indessen  kann  unter  Um- 
ständen dadurch  eine  besonders  einfache  Form  und  anschauliche  Be- 
deutung der  Kräfte  gewonnen  werden,  dass  man  sie  als  Functionen 
der  Beschleunigungen  einführt,  und  in  solchen  Fällen  wird  man  sie 
benutzen;  das  wichtigste  Beispiel  hierfür  ist  W.  Weber's  Gesetz  für 
die  Wechselwirkung  bewegter  elektrischer  Theilchen. 
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Anders  verhält  es  sich  mit  der  Abhängigkeit  der  Kräfte  von 
höheren  Differentialquotienten,  als  den  zweiten ;  hier  tritt  eine  eigen- 
thümliche  Schwierigkeit  fiir  die  Vorstellung  ein. 

Die  Bewegung  während  eines  Zeitelementes  dt  bestimmt  die 
Geschwindigkeiten  des  Massenpunktes  parallel  den  Coordinatenaxen, 
die  während  zweier  seine  Beschleunigungen,  die  während  dreier, 
Tierer  .  .  .  analog  die  Werthe  der  dritten,  vierten  .  .  .  Diflferential- 
quotienten  seiner  Coordinaten  nach  der  Zeit.  Beginnt  also  eine  Be- 
wegung von  der  Buhe  aus,  so  ist  nach  zwei  Zeitelementen  die  Be- 
schleunigung B  und  also  auch  die  Ej'aft  K=mB  schon  vollständig 
bestimmt,  jene  höheren  Differentialquotienten  aber  sind  noch  völlig 
unbestimmt 

Daher  hat  es  einen  guten  Grund,  dass  man  für  gewöhn- 
lich die  Kräfte  nur  als  Functionen  der  sieben  Argumente  i, 
X,  y,  X,  u,  V,  w  ansieht;  wir  werden  weiterhin  ebenso  ver- 
fahren. — 

Wie  wir  in  den  vorstehenden  Betrachtungen  von  den  Coordi- 
naten, welche  den  Ort  des  Massenpunktes  bestimmen,  fortgeschritten 
sind  zu  deren  ersten  Differentialquotienten  nach  der  Zeit,  welche 
seine  Greschwindigkeiten,  und  den  zweiten,  welche  seine  Beschleu- 
nigungen geben,  so  könnten  wir  auch  Beziehungen  für  die  dritten, 
vierten  und  höheren  aufstellen  unter  Benutzung  der  obigen  Methoden 
und  ohne  neu  auftretende  Schwierigkeiten.  Statt  auf  die  Kraft- 
componenten  selbst  würden  wir  dann  auf  die  Geschwindigkeit  und 
Beschleunigung  der  Aenderung  der  Kraftcomponenten  mit  der  Zeit 
geführt  werden. 

Während  indessen  die  Einführung  des  Begriffes  der  Kraft  für 
die  Zusammenfassung  je  einer  grossen  Zahl  einzelner  Bewegungs- 
erscheinungen unter  ein  alle  umfassendes  Gesetz  von  überraschend- 
stem Vortheil  ist,  zeigt  sich,  dass  die  Einführung  der  höheren  Aus- 
drücke, bei  den  von  der  Natur  gebotenen  Erscheinungen  wenigstens, 
in  dieser  Hinsicht  nichts  irgend  Erhebliches  mehr  leistet,  im  Gegen- 
theil  auf  unverhältnissmässig  complicirte  Gesetze  führt  Wir  haben 
also  keine  Ursache,  in  derartige  Untersuchungen  einzugehen.  — 

Wir  schliessen  diesen  Abschnitt  mit  einigen  ergänzenden  Be- 
merkungen. 

Die  erste  soll  die  nichtstetigen  Bewegungen  betreffen,  d.  h. 
solche,  bei  denen  an  vereinzelten  Punkten  die  im  Eingang  dieses 
Abschnittes  gemachten  Annahmen  nicht  erfüllt  sind.  Diese  Be- 
wegungen sind  in  Zweige  zu  zerlegen,  die  stetig  sind,  aber  unstetig 
zusammenhängen.  Für  die  stetigen  Zweige  behalten  die  Darlegungen 
dieses  Theiles   Geltung,    für    sie   ist   somit   in   allen   Punkten   Ge- 
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schwindigkeit^  BeschleunigUDg  und  Kraft  wohl  definirt  Der  üeber- 
gang  von  einem  Zweig  zum  anderen  ist  dann  dnrch  eine  sprung- 
weise Aenderung  der  Grösse  und  der  Richtung  der  Geschwindigkeit 
charakterisirt,  dergleichen  in  §  3  ausführlich  erörtert  und  auf  Im- 
pulse von  endlicher  Stärke  zurückgeführt  sind.  Bei  einer  unstetigen 
Bewegung  wirken  also  stetige  Kräfte  und  momentane  Impulse  neben 
einander. 

Die  zweite  soll  sich  mit  dem  Gleichgewicht  eines  Massen- 
punktes beschäftigen,  das  wir  als  speciellen  Fall  der  Bewegung 
in  der  Darstellung  an  diese  anschliessen.  Gleichgewicht  ist  dauernde 
Buhe;  ein  Punkt  ist  somit  im  Gleichgewicht,  wenn  mit  seiner  Ge- 
schwindigkeit auch  seine  Beschleunigung  verschwindet  Verschwindet 
die  Beschleunigung  allein,  so  bewegt  sich  der  Punkt;  verschwindet 
die  Geschwindigkeit  allein,  so  ist  er  nur  vorübergehend  in  Ruhe. 

Da  nun 

V*  =  u*  +  v'  +  w\     B'  =  r  +9"  +  ^" 

ist,  so  erfordert  das  Gleichgewicht,  dass 

für   tt  =  0,     «;  =  0,     w  =  0    auch   /*=  0,    ^^  =  0,     h  =  0.       (31) 

Wegen  der  Proportionalität  der  Beschleunigung  mit  der  Bjraft 
kann  man  statt  dessen  auch  setzen: 

für   w  =  0,     V  =  0,     w  =  0  auch  X=0,     7=0,     Z  =  0.     (31') 

Sind  die  Kräfte  als  Functionen  des  Ortes  (und  der  Geschwin- 
digkeit) gegeben,  so  werden  diese  Bedingungen,  wenn  überhaupt, 
nur  an  gewissen  Stellen,  den  Gleichgewichtslagen  des  Massen- 
punktes, erfüllt  sein,  deren  Coordinaten  durch  die  Wurzeln  dieser 
Gleichungen  gegeben  werden. 

Während  sonach  in  der  Gleichgewichtslage  die  auf  einen  ruhen- 
den Punkt  bezogene  Kraft  verschwindet,  so  ist  sie  für  eine  unend- 
lich benachbarte  Lage  im  Allgemeinen  von  Null  verschieden.  Treibt 
die  dort  wirkende  Kraft  den  Punkt  nach  der  Ruhelage  zurück,  so 
nennt  man  das  Gleichgewicht  stabil,  treibt  sie  ihn  hinweg,  labil. 

§  6.  Geradlinige  Bewegung;  constante  Kraft,  freier  Fall,  Atwood^Bche 
Fallmaschine;  einfachste  Fälle  variabler  Kräfte. 

Für  die  Behandlung  der  geradlinigen  Bewegung  bilden  nach 
dem  vorigen  Paragraphen  folgende  Sätze  die  Grundlage. 

Sei  8  der  Abstand  von  einem  auf  der  Bahngeraden  willkürlich 


§  6.    Geradlinige  Bewegung;  constante  Kraft,  freier  Fall  etc.  59 

gewählten  Nullpunkt,  in  einem  bestimmten  Sinne  positiv  gerechnet, 
so  ist  die  Geschwindigkeit: 

V^ds/dt, 
die  Beschleunigung: 

B^dVjdt=^d^sldfj  (32) 

die  wirkende  Kraft: 

A'=  MD^MdVldt  =  Md^sjdf. 

Alle  drei  fallen  in  die  Richtung  der  Bahngeraden,  über  deren  Rich- 
tungssinn verfügt  ist,  und  haben  demgemäss  bald  positive,  bald 
negative  Werthe,  in  üebereinstimmung  mit  dem  S.  14  allgemein  Ge- 
sagten. 

Die  Bewegung  ist  vollständig  bestimmt,  wenn  s  als  Function 
der  Zeit  gegeben  ist,  denn  dann  berechnen  sich  alle  oben  angeführten 
Grössen  vollkommen  unzweideutig  nach  den  vorstehenden  Formeln; 
willkürlich  ist  nur  unter  Umständen  die  Deutung,  die  man  ihnen 
geben  kann.     Wir  wollen  dies  an  einem  einfachen  Beispiel  zeigen. 

Wir  betrachten  den  Ausdruck 

8==asm{bt  +  c)  +  d,  (320 

in  dem  a,  b,  c,  d  Constanten  bezeichnen.  Diese  Constanten,  wie 
alle  uns  noch  begegnenden,  lassen  sich  in  zwei  Gruppen  sondern, 
die  wir  als  wesentlich  und  unwesentlich  unterscheiden.  Un- 
wesentlich nennen  wir  diejenigen  Constanten,  die  durch  eine  Ver- 
fügung über  die  Richtung  und  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
oder  über  den  Anfangspunkt  der  Zeit  zu  Null  gemacht  werden  können. 
Diese  sind  nämlich  ohne  Einfluss  auf  die  factische  Bewegung,  legen 
dieselbe  vielmehr  nur  je  nach  ihren  Werthen  an  andere  Stellen  des 
Raumes  und  der  Zeit.  Wesentlich  sind  dann  also  jene  Constanten, 
deren  Werthänderungen  factische  Aenderungen  der  Bewegung  ver- 
anlassen. Bei  der  Discussion  der  gesammten  durch  eine 
Formel  dargestellten  Bewegung  kann  man  hiernach  stets 
über  die  unwesentlichen  Constanten  willkürlich  verfügen 
und  wird  dies  so  thun,  dass  die  Formel  dadurch  ihre  ein- 
fachste Gestalt  annimmt. 

In  dem  obigen  Ausdruck  für  s  sind  offenbar  c  und  d  unwesent- 
liche Constanten;  wir  dürfen  sie  deshalb  für  die  allgemeine  Discussion 
gleich  Null  setzen  und  schreiben 

s  =  asinbt,  (32") 

Die  hierdurch  gegebene  Bewegung  ist  (bei  positivem  a  und  b) 
die  folgende.    Der  Massenpunkt  befindet  sich  zur  Zeit  ^  =  0  an  der 
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Stelle  5  =  0,  erreicht  um  t  ^  n/2b  die  grösste  Elongation  a  nach  der 
positiven  Seite,  weiter  um  t  =  2nj2b  wieder  den  Nullpunkt,  um 
t  =  3nl2b  die  grösste*  Elongation  a  nach  der  negativen  Seite,  um 
t  =  471 12b  den  Nullpunkt  zum  dritten  Male  und  wiederholt  dies 
Spiel  mit  der  Periode  T  =  2nlb  fortwährend;  man  nennt  a  die  Am- 
plitude, bt  =  2nt/T  die  Phase  der  stattfindenden  Oscillation. 

Dabei  bestimmt  sich  aus  (32)  das  System  von  Werthen: 

F=  abeosbt, 

/?=  -  a b' sin  bt,  (32*) 

A''=  —  Mab*sinbL 

Es  gilt  aber,  wie  man  erkennt,  zugleich  auch  folgendes  System: 

V=b]/a'  -8\ 

B=  -b's,  {32^) 

K=  -  MFs, 
oder  auch  endlich 

^    , -  (320 

A'=  -  Mb]/arb'  -  V\ 

Die  Wurzelgrössen  wechseln  ihr  Vorzeichen,  wenn  s  den  Werth  ±  a, 
V  den  Werth   ±ab  =  ±27ialT  berührt 

Jede  dieser  Formeln  giebt  für  V,  B  oder  A'  ein  leicht  in  Worte 
zu  fassendes  oder  durch  Construction  zu  verdeutlichendes  Gesetz; 
betrachten  wir  näher,  als  besonders  wichtig,  die  drei  für  die  wirkende 
Kraft  erhaltenen,  wobei  wir  die  Beziehung  b  =  2njT  benutzen. 

Das  erste 


K^  -  Ma  [^  ^-j  sin  -^- 


sagt  aus,  dass  A'  von  dem  Ort  und  der  Geschwindigkeit  unabhängig 

ist  und  mit  der  Zeit  periodisch  nach  Grösse  und  Richtung  wechselt, 

fiir  ^  =  0  ist       A'=  0, 

für  t  =  \T,         A'  =  -3/a(-?^^)\ 

für  t  =  ^T,  A'=0, 

für  t^-l-Ty  K=  +  Ma(^^y 

für  /  -  T,  K  =  0,     u.  s.  f. 

Das  zweite. 
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lässt  die  Kraft  von  Zeit  und  Geschwindigkeit  unabhängig,  dagegen 
abhängig  vom  Ort  des  Massenpunktes  werden.  Da  der  Factor  von  s 
positiT  ist,  so  ist  die  Kraft  immer  nach  dem  Anfangspunkt  hinge- 
richtet, nämlich  an  Stellen  auf  der  positiven  Seite  der  Bahn  negativ, 
und  umgekehrt  Sie  verschwindet  im  Nullpunkte  selbst  und  wächst 
mit  der  Entfernung  ins  Unendliche;  man  kann  sie  ansehen  als  eine 
Anziehung,  die  von  dem  Nullpunkt  ausgeht  und  mit  der  Entfernung 
des  Massenpunktes  proportional  ist 
Das  dritte. 


^=-^-fi/fW-^' 


enthält  nur  die  Geschwindigkeit,  nicht  aber  Ort  und  Zeit  Es  er- 
giebt  eine  Kraft,  deren  absoluter  Werth  mit  wachsender  absoluter  Ge- 
schwindigkeit abnimmt,  für  F=  0  den  grössten  reellen  Betrag  {27ilTfMa, 
für  F=±2;ia/T  den  kleinsten,  nämlich  Null  ergiebt,  für  noch 
grössere  V  aber  imaginär  wird,  was  aussagt,  dass  unter  der  Wirkung 
einer  solchen  Kraft  diese  grösseren  Geschwindigkeiten  nicht  aus 
kleineren  entstehen  können.  Letzteres  ist  begreiflich,  da  ja  schon 
für   r=  ±2;ra/T  die  Beschleunigung  verschwindet 

So  lange  wir  nur  einen  Massenpunkt  in  einer  bestimmten  Be- 
wegung vor  uns  haben,  sind  diese  drei  Deutungen  des  Gesetzes  der 
wirkenden  Kraft  physikalisch  vollkommen  gleichwerthig,  und  nur  die 
grössere  Einfachheit  könnte  veranlassen,  dass  eine  vor  der  anderen 
bevorzugt  werde;  höchstens  könnte  man  der  letzten  Form  die  Be- 
deutung eines  allgemeinen  Gesetzes  absprechen,  weil  sie  nicht  jede 
beliebige  Anfangsgeschwindigkeit  zulässt  Anders,  wenn  mehrere 
Massenpunkte  vorhanden  sind,  und  es  aus  irgend  einem  Grunde, 
z.  B.  weil  sie  längs  derselben  Bahn  oder  einander  benachbart  ihre 
Bewegungen  ausführen,  wahrscheinlich  ist,  dass  sie  eine  gemeinsame 
Bewegungsursache  haben.  Dann  kann  der  Fall  eintreten,  dass  von 
den  oben  in  den  verschiedenen  Formen  ausgesprochenen  Eigen- 
schaften der  Kraft  eine  einzige  als  die  charakteristische,  die  an- 
deren nur  als  gewissermaassen  zufällige  erscheinen. 

Um  diesen  Umstand^  der  einiges  Licht  darauf  wirft,  aus  wel- 
chem Grunde  mitunter  eine  bestimmte  Gestalt  für  das  Gesetz  der 
Kraft  bevorzugt  wird,  noch  etwas  zu  betrachten,  wollen  wir  jetzt 
annehmen,  dass  auf  derselben  Bahn  mit  dem  Punkte  M,  und  ohne 
durch  diesen  gehindert  zu  werden,  noch  ein  zweiter  Punkt  M'  sich 
bewege  und  zwar  nach  dem  mit  (32')  conformen  Gesetze: 

8  =  a  sin (b't  +  c)  +  cT, 

in  dem  a',  6',  </,  cT  Constanten  bezeichnen. 
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Nachdem  durch  Verfügung  über  die  Constanten  c  und  d  des 
ersten  Ansatzes  (32')  der  Anfangspunkt  für  s  und  t  festgelegt  ist» 
sind  natürlich  die  Constanten  c  und  d'  nicht  mehr  als  unwesent- 
liche zu  betrachten. 

Es  werden  für  den  zweiten  Massenpunkt  dann  folgende  Gesetze 
der  wirkenden  Kraft  AT'  aufzustellen  sein; 


Man  betrachtet  nun  verschiedene  bewegte  Massen- 
punkte im  Allgemeinen  als  unter  derselben  Kraft  stehend, 
wenn  sich  deren  Werth  für  die  gleichen  Werthe  der  Varia- 
bein (d.h.  hier  also  i,  s  oder  V)  gleich  oder  nur  durch  einen 
constanten  Factor,  der  z.  B.  der  Masse  M  gleich  sein  kann, 
verschieden  ergiebt. 

Wir  erkennen,  dass  die  beiden  Punkte  3f  und  i/'  jedenfalls 
nicht  unter  der  Wirkung  derselben  Kraft  stehen,  so  lange  alle 
vier  Parameter  ihrer  Bewegungsgesetze  (nämlich  a,  b,  c,  d  resp.  a, 
b\  c\  dT^  verschieden  sind,  denn  die  zweite  und  dritte  Formel  ent- 
hält zwei,  die  erste  drei  in  sich. 

Ist  aber  b  =  b'  und  d  =  d'  {=  0\  so  werden  die  zweiten  Gesetze 
für  K  und  K'  gleich,  d.  h.,  sie  geben  für  denselben  Ort  («  =  s') 
Werthe,  die  sich  nur  durch  den  Factor  M  resp.  if'  unterscheiden. 
In  diesem  Falle  wird  also  die  zweite  Form  eine  wesentliche  Eigen- 
schaft der  wirkenden  Kraft  aussprechen,  die  anderen  nur  unwesent- 
liche, denn  sie  zeigen  sich  an  verschiedenen  Punkten  in  verschiedener 
Weise.  Wir  werden  demgemäss  sagen:  die  beiden  Massenpunkte 
M  und  M\  die  sich  auf  derselben  Geraden  nach  den  Gesetzen 

s  =  asm{bt  +  c), 
s  =  a  sin  [bt  +  c) 

bewegen,  stehen  unter  der  Wirkung  derselben  Kraft,  nämlich  einer 
Anziehung  nach  dem  Nullpunkt  hin,  die  proportional  ist  mit  ihrer 
Masse  und  mit  ihrem  Abstand  vom  Nullpunkt;  der  Proportionalitäts- 
factor  hat  den  Werth  6'  =  (2;r/7^',  wobei  T  die  Dauer  einer  voll- 
ständigen Schwingung  für  beide  Punkte  bezeichnet.  — 

Während  nach  dem  Vorstehenden  das  Gesetz  für  s  als  Function 
der  Zeit  den  ganzen  Vorgang  der  geradlinigen  Bewegung  eindeutig 
bestimmt,  gilt  nicht  das  Gleiche  bei  gegebener  Geschwindigkeit,  Be- 
schleunigung oder  Kraft.     Mathematisch   zeigt   sich   dies   darin. 
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dass  das  Fortschreiten  von  diesen  Grössen  zur  Bestimmung  des 
Ortes  s  als  Function  der  Zeit  Integrationen  erfordert,  bei  deren 
jeder  eine  willkürliche  Constante  in  die  Rechnung  eingeht,  — 
physikalisch  hingegen  sieht  man  jene  Thatsache  leicht  ein,  indem 
man  sich  vergegenwärtigt,  dass,  wenn  auch  die  Geschwindigkeit  für 
jede  Zeit  gegeben  ist,  die  ganze  Bewegung  doch  noch  auf  einem 
beliebigen  Bereich  der  Bahn  stattfinden  kann,  wenn  sie  hingegen 
für  jede  Stelle  gegeben  ist,  dann  noch  zu  einem  beliebigen  Zeit- 
punkt, u.  s.  f. 

Es  müssen  daher  neben  der  Geschwindigkeit,  Beschleunigung 
oder  Kraft  noch  einige  andere  Daten  gegeben  sein,  um  das  Problem 
ToUständig  zu  bestimmen.  Um  diesen  Punkt  klar  zu  stellen,  be- 
handeln wir  zunächst  den  denkbar  einfachsten  Fall  ausführlich,  dass 
die  wirkende  Kraft  weder  von  Zeit,  noch  Ort,  noch  Geschwindigkeit 
abhängt,  viehnehr  eine  Constante  {K=  C)  ist  Mit  der  Kraft  ist 
dann  auch  die  Beschleunigung  eine  Constante,  und  man  nennt  daher 
die  daraus  folgende  Bewegung  gleichförmig  beschleunigt  Dieser 
Fall  ist  deshalb  von  hervorragendstem  Interesse,  weil,  wie  sich  zeigen 
wird,  die  betreffende  Bewegungsart  von  einem  unter  der  Wirkung 
seiner  Schwere  vertical  irgendwie  frei  bewegten  Massenpunkt  ein- 
geschlagen wird. 

Aus 

folgt 

dt 


dt  dt* 


MV^  M~  ==  Ct+  C.,      Ms^^lCe  +  CJ  +  a.  (33) 


wobei  C*  und  C,  die  Integrationsconstanten  sind.  Durch  Elimination 
von  t  erhält  man  aus  den  beiden  letzten  Formeln  auch 

2  CMs  =  J/T'  +  (2  C  C.  -  C/).  (83') 

Beide  Constanten  C^  und  C,  sind  im  Sinne  des  S.  59  Gesagten 
unwesentlich.  Für  die  Discussion  des  Gesammtverlaufes  der 
Bewegung  kann  man  sie  sonach  gleich  Null  setzen  und  erhält  dann 
die  höchst  einfachen  Formeln 

MV=  et,  Ms  =  l-  er,  2 C«  =  3/  P,  (33") 

welche  bei  positivem  (/Folgendes  aussagen.  Der  Massenpunkt  befindet 
sich  zur  Zeit  < «  —  oo  bei «  =  +  oo  mit  negativ  unendlicher  Geschwindig- 
keit, er  nähert  sich  weiterhin  mit  abnehmender  Geschwindigkeit  der 
Stelle  *  =  0,  erreicht  sie  zur  Zeit  /  =  0  mit  der  Geschwindigkeit  Null 
und  kehrt  hierauf  mit  wachsender  Geschwindigkeit  nach  s  =  +  co 
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zurück.  Jede  überhaupt  erreichte  Stelle,  mit  einziger  Ausnahme 
von  5  =  0,  wird  von  dem  Punkte  zwei  Mal  bei  entgegengesetzten 
Werthen  t  und  mit  entgegengesetzten  Geschwindigkeiten   V  passirt 

Bei  speciellen  Problemen  kann  über  die  Constanten  C»  und 
(7,  nicht  willkürlich  verfügt  werden,  dieselben  folgen  vielmehr  aus 
den  Bedingungen,  welche  die  Aufgabe  liefert. 

Eine  leichte  Ueberlegung  zeigt,  dass  ihre  Bestimmung  auf  vier 
Weisen  möglich  ist^  nämlich  indem  man  festsetzt: 

a)  für  einen  Zeitpunkt  ty  den  Ort  «,, 

für  einen  Zeitpunkt  t,  die  Geschwindigkeit  F,; 

b)  für  einen  Zeitpunkt  t,  den  Ort  s„ 
für  einen  anderen  t,  den  Ort  *,; 

c)  für  einen  Zeitpunkt  t^  die  Geschwindigkeit  F„ 
flir  einen  Ort  s,  die  Geschwindigkeit  F«; 

d)  für  einen  Zeitpunkt  t^  den  Ort  s,, 

für  einen  Ort  «,  die  Geschwindigkeit  F^. 

Dabei  kann  man  zur  Vereinfachung  der  Endformeln  stets  einen 
der  festgesetzten  Zeitpunkte  als  die  Zeit  Null  festsetzen,  einen  der 
festgesetzten  Orte  zum  Nullpunkt  für  s  wählen. 

Jede  der  oben  aufgezählten  drei  Bestimmungsarten  giebt  die 
Lösung  einer  einfachen  physikalischen  Aufgabe;  wir  gehen  dem- 
gemäss  näher  auf  sie  ein. 

a)  Ist  t^  =  0,  «1  =  0,  so  hat  man  zur  Bestimmung  von  Q  und 
C,  die  Gleichungen: 

JtfF,  =  Ct,  +  a, 

0  =  a. 

Es  wird  also: 

3/(7 -  F)  =  C{t  -  t,),      Ms  =  I  er  +  (M  F.  -  CQ t,        (34) 

2CM8  =  if'  r  -  (M  V,  -  Gt,)\ 

Die  Gleichungen  werden  besonders  einfach,  wenn  man  specieller 
auch  noch  <,  =  0  und  F,  =  0  nimmt,  d.  h.  zur  Zeit,  von  der  aus  t 
gerechnet  wird,  den  Massenpunkt  mit  der  Geschwindigkeit  Null  vom 
Nullpunkt  ausgehen  lässt.     Hierbei  ist  dann 

MB  =  C,     M  V  =  Gtj     Ms  =  \  Ct\     MV  =  2  Cs.         (34') 

Diese  Gesetze  gelten  nach  Galilei's  Beobachtungen  beim  freien 
Fall  unter  der  Wirkung  der  Schwere,  vorausgesetzt,  dass  +  «  in 
der  Richtung  eines  frei  herabhängenden  Senkels  nach  unten  gerechnet 
wird;  auf  dieser  Thatsache  beruht,  dass  wir  bei  solchen  und  ähn- 
lichen Experimenten  die  Schwere  als  eine  constante  Kraft  be- 
handeln, die  lothrecht  nach  der  Erde  hin  wirkt 


§  6.    GcradliDigc  Bewegung  l>ei  constanter  Kraft;  freier  Fall.  65 

Dieselben  BeobachtuDgen  haben  in  Uebereinstimmung  mit 
späteren,  yiel  genaueren  Messungen  das  wichtige  Resultat  ergeben, 
dass  die  Beschleunigung  durch  die  Schwere  an  derselben 
Stelle  der  Erdoberfläche  für  alle  Körper  die  gleiche  Grösse 
hat,  von  Ort  zu  Ort  aber  wechselt  Man  bezeichnet  die  Be- 
schleunigung durch  die  Schwere  mit  dem  Buchstaben  g,  setzt  für 
sie  also  B  =  g,  wobei  dies  g  mit  dem  S.  46  u.  f.  vorübergehend  be- 
nutzten natürlich  nichts  zu  thun  hat;  die  Kraft,  welche  die  Schwere 
auf  einen  Massenpunkt  ausübt,  nämlich 

K=Mg, 

nennt  man  das  Gewicht,  welches  der  Massenpunkt  an  jener  Stelle 
der  Erdoberfläche  besitzt  Das  Gewicht  ist  also  nach  dem  Gesagten 
nicht  (wie  der  Sprachgebrauch  vermuthen  lässt)  eine  einer  gegebenen 
Masse  individuelle  Constante,  sondern  hängt  ausser  von  der  Masse 
auch  von  der  Stelle  auf  der  Erde  ab,  auf  welche  es  bezogen  wird. 
Auf  das  Gesetz,  nach  welchem  seine  —  übrigens  nur  geringe  —  Aen- 
dening  mit  dem  Orte  geschieht,  gehen  wir  später  ausfuhrlich  ein. 

Auf  der  Proportionalität  der  Gewichte  mit  den  Massen  beruht 
das  später  zu  besprechende  Verfahren,  Massen  mittelst  der  Wage 
zu  vergleichen  und  zu  messen. 

Führt  man  ein,  dass  nach  dem  Gesagten  für  die  Schwere 
K  =  C  =  If^ ist,  so  nehmen  die  GAULEi'schen  Fallgesetze  die  Form  an: 

B^g,  V=gt,  8=\gt\  V'  =  2g8.  (35) 

Ist  nach  dem  Gesagten  auch  der  freie  Fall  unter  der  Wirkung 
der  Schwere  die  denkbar  einfachste  der  Beobachtung  zugängliche 
Anwendung  unserer  Grundgleichungen  (32),  so  hat  er  doch  als 
Mittel  zur  experimentellen  Prüfung  derselben  den  Uebelstand,  dass 
die  wichtige  Abhängigkeit  der  Bewegung  von  der  Masse  in  den  End- 
formeln gar  nicht  hervortritt  In  dieser  Hinsicht  bietet  die  Ab- 
änderung des  Experimentes,  wie  sie  die  ATWooD'sche  Fallmaschine 
gestattet,  eine  Ergänzung.  Indem  wir  die  Construction  dieses  sinn- 
reichen Instrumentes  als  bekannt  voraussetzen,  erinnern  ^vir  nur 
daran,  dass  bei  demselben  eine  grosse  Masse  M  +  m  durch  das  Ge- 
wicht mg  einer  kleinen  (variirbaren)  m  in  Bewegung  gesetzt  wird. 
Demgemäss  werden,  für  den  Fall,  dass  die  Bewegung  zur  Zeit  /  =  0 
vom  Zustand  der  Ruhe  aus  im  Nullpunkt  beginnt,  die  Formeln  (34') 
hier  folgendermaassen  lauten: 

sie  stimmen  mit  den  Gesetzen  für  den  freien  Fall  formell   überein, 

W.  VoKrT,  Mechanik.    Zweite  Aufl.  5 
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nur  steht  an  Stelle  der  ganzen  Beschleunigung  durch  die  Schwere . 
der  Bruchtheil  g.ml{M  +  m).  — 

Nächst  dem  bisher  allein  betrachteten  speciellsten  Falle,  dass  di 
Bewegung  zur  Zeit  t  =  0  mit  der  Geschwindigkeit  F  =  0  begani 
(freier  Fall),  steht  der  andere,  dass  die  Geschwindigkeit  für  t  =  < 
von  Null  verschieden,  etwa  =  Fo  gegeben  ist  (verticaler  Wurf). 

Hier  haben  wir: 

M{V-  Fo)  =  et,     Ms^C^  +  MVJ,     2Cs  =  M{V' ^  F,');       (3C 
schreiben  wir  die  erste  Formel  in  der  Gestalt: 

SO  erhellt  daraus,  dass  zur  Zeit  f»  =  —  V^MjG  (im  Falle  der  Schwer 
zur  Zeit  ^i  =—  F»/^)  die  Geschwindigkeit  F  verschwindet,  und,  wei 
mit  dsldt  =  0  zugleich  (p8jdf>0  ist,  ebenda  s  seinen  kleinste] 
Werth  annimmt.  Betrachtet  man  die  Zeit  ^  =  0  als  Beginn  de: 
Bewegung,  d.  h.  schliesst  negative  Werthe  t  von  der  Betrachtuni 
aus,  so  tritt  dieser  Fall  nur  ein,  wenn  Fo  <  0,  d,  h.  die  Anfangs 
geschwindigkeit  nach  der  Richtung  von  —  s,  der  Kraft  entgegen 
im  Falle  der  Schwere  also  nach  oben,  gerichtet  gewesen  ist.  De: 
kleinste  erreichte  Werth  von  5  findet  sich,  wenn  man  den  speciellei 
Werth  F  =  0  in  die  letzte  Formel  (36)  einsetzt: 

im  Falle  der  Schwere  giebt  5,  =  —  Vo^/^g  dem  absoluten  Wertht 
nach  die  grösste  in  Folge  der  Anfangsgeschwindigkeit  F«  erreichte 
Höhe  über  dem  Ausgangspunkt 

Verfolgt  man  den  Massenpunkt  noch  weiter  auf  seinem  Weg< 
und  fragt,  nach  welcher  Zeit  und  mit  welcher  Geschwindigkeit  ei 
den  Ausgangspunkt  wieder  passirt,  so  erhält  man  das  Resultat: 

U==-2M  Fo/C  =2t,,     F.  =  ~  F;  (36"; 

die  Zeit  ist  die  doppelte,  die  er  bis  zur  Erreichung  der  höchster 
Stelle  brauchte,  die  Geschwindigkeit  ist  der  Anfangsgeschwindigkeil 
gleich  und  entgegengesetzt. 

b)  Ist  für  <  =  0,  5  =  0,  für  <  =  t',  s  =  s,  wobei  ^  >  0  sein  soll 
so  gilt  zur  Bestimmung  von  C,  und  (\: 

daher  wird 

J/F  =  et  +  ~^--\ Ct\     M (-|  -  -|1)  =  ^ C{t  -  0.         (37 


jf(F-  r.)  =  et,   M{s  -  i\t)  =  \cf  +  f^-(r,'  -  r.;), 
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Diese  Formeln  geben  unter  Anderem  die  Antwort  auf  die  Frage : 
mit  welcher  Geschwindigkeit  V^  mnss  der  Punkt  zur  Zeit  t  =  0  aus- 
gehen, um  in  der  Zeit  f  die  Länge  a  unter  der  Wirkung  der  Schwere 
Tertical  zurückzulegen.  Hierzu  ist  in  der  ersten  Formel  F  =  Fo,  t  =  0 
zu  setzen,  wodurch  folgt: 

^       s"       er 

im  Fall  der  Schwere  also  F>  =  slf—  ^gf. 

c)  Ist  far  <  =  0,  F=  F„  für  s  =  0,  F=  F,  so  lauten  die  aus 
(33)  und  (33')  zur  Bestimmung  von  C,  und  C,  folgenden  Gleichungen 

if  F.  =  C,     0  =  M*  F,*  +  (2  CG,  -  er); 
es  wird  also 

C.  =  MV,,     2(7(7,  =  M'{17  -  17), 

und  hieraus  folgt 

(38) 
2Cs  =  i/(F'-F/). 

Der  Ort  des  Punktes  zur  Zeit  t  =  0  bestimmt  sich  hiemach  durch 

2C*,  =  JI/(F.'-F.*);  (38-) 

er  liegt  also  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  von  s  =  0,  je 
nachdem  F,'  grösser  oder  kleiner  ist,  als  F/.  Der  Zeitpunkt  L,  zu 
welchem  die  Stelle  »  =  0  passirt  wird,  bestimmt  sich  durch 

(7^  =  -if(F,±F,);  (38") 

der  Punkt  *  =  0  wird  also  stets  zweimal  berührt,  ausgenommen  den 
Fall,  dass  F.  =  0  ist 

d)  Ist  für  <  =  0,  «  =  0,  für  s  =  s',  F  =  F',  so  bestimmt  sich  C, 
C,  und  zugleich  der  Zeitpunkt  t',  zu  welchem  der  Ort  s  erreicht 
wird,  aus 

G  =  0,    itfF'=(7/'+  C,    Ms^^rr-  +  (\t\ 
woraus  folgt: 

C  =r  ±  yir"r*-23/C5,     ^=  -^  (ii  F'  if  /J/M''"^-"2376^/).    (39) 

Diese  Resultate  bieten  in  doppelter  Hinsicht  Gelegenheit  zu 
^-ichtigen  Bemerkungen. 

Erstens  erhalten  wir  für  (7,  wegen  des  doppelten  Vorzeichens 
der  Wurzel  zwei  Werthe:  es  kann  also  vorkommen,  dass  die  ge- 
machten  Festsetzungen   die  Integrationsconstanten   nicht   eindeutig 
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« 

bestimmen,  sondern  zwei  oder  mehr  Bewegungsgesetze  mit  ihnen 
verträglich  sind;  dann  ist  den  Festsetzungen  noch  eina  Angabe  zu- 
zufügen, welche  die  zu  wählende  Wurzel  charakterisirt 

Zweitens  kann  der  Ausdruck  unter  der  Wurzel  negativ,  also  die 
Constante  C,  imaginär  werden:  es  kann  also  vorkommen,  dass  die 
Nebenbedingungen  mit  den  Hauptgleichungen  des  Problems  in  Wider- 
spruch treten  und  eine  reelle  Lösung  unmögUch  machen.  In  unserem 
Falle  ist  das  leicht  zu  übersehen;  denn  da  die  kleinste  Geschwindig- 
keit, mit  welcher  die  Stelle  s  =  0  verlassen  werden  kann,  gleich  Null 
ist,  so  kann  die  kleinste  Geschwindigkeit,  mit  welcher  eine  auf  posi- 
tiver Seite  gelegene  Stelle  s  erreicht  werden  kann,  nur  die  bei 
freiem  Fall  stattfindende,  nämlich  '^2Cs'  jM  sein;  verlangt  man  eine 
kleinere,  so  ist  das  Problem  unlösbar.  — 

Die  oben  vollzogene  Einführung  der  Beschleunigung  durch  die 
Schwere  giebt  Veranlassung,  auf  eine  früher  gemachte  Bemerkung 
zurückzugreifen . 

Aus  der  Darlegung  im  Eingang  von  §  5  ergiebt  sich,  dass  die 
allgemeine  Definition  der  Kraft  A"  in  der  Formel  K  =  MBU  ent- 
halten ist,  in  der  k  eine  universelle  Constante  bezeichnet,  deren 
Verfügung  —  nach  einmal  festgesetzten  Einheiten  für  Masse  M  und 
Beschleunigung  D  —  die  Einheit  für  K  festlegt  In  der  wissenschaft- 
lichen Mechanik  wird  k  gleich  Eins  gesetzt,  und  wir  sind  im  Vor- 
stehenden von  dieser  Annahme  ausgegangen. 

In  der  technischen  Physik  pflegt  man  anders  zu  verfügen,  näm- 
lich k^ljg  zu  setzen,  wobei  unter  g  ein  gewisser  Normal werth 
der  Beschleunigung  durch  die  Schwere,  nämlich  der  verstanden  ist, 
der   im  Meeresniveau   unter  45®   geographischer  Breite  stattfindet 

Die  Formel 

A;  =  MBlg 

zeigt  dann,  dass  hiermit  als  Einheit  der  Kraft  diejenige  gewählt  ist, 
welche  die  Einheit  der  Masse  —  in  der  Technik  das  Kilogramm  — 
im  Meeresniveau  seitens  der  Schwere  erleidet,  also  das  unter  jenen 
Umständen  bestimmte  Gewicht  der  Masseneinheit  Es  mag  darauf 
hingewiesen  werden,  dass  nach  dieser  Verfügung  die  Dimension  der 
Kraft  nicht  durch  die  Formel  (24')  gegeben  wird,  sondern  gleich 
der  einer  Masse  ist.  — 

Nächst  dem  Falle,  dass  die  wirkende  Kraft  constant  ist,  steht 
hinsichtlich  der  Einfachheit  derjenige,  dass  sie  nur  von  einem  Argu- 
ment /,  s  oder  V  abhängt  Hier  lässt  sich  für  ganz  beliebige  Ge- 
setze der  Abhängigkeit  der  Weg  zur  Durchführung  des  Problems 
folgendermaassen  darlegen. 
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a)  Sei  gegeben  die  Kraft  als  beliebige  Function  nur  der  Zeit, 
so  gilt  für  die  Beschleonigmig  eine  Relation  Ton  der  Form: 

ans  der  sich  sogleich  ergiebt: 


r=  ^'  =fnt)dt  +  r\, 


S 


=JdtJf{f)dt  +  C,t  +  r„ 


b)  Sei  gegeben  die  Kraft  als  Fanction  nur  des  Ortes,  also  auch: 

80  folgt  durch  Multiplication  mit  -rrdt  =  ds  und  Integitition: 

*  ^"  =  ^  (^y)'  =  /y  («)  rf«  +  i  f'. .     oder 

v=^  =  ±My^ds-ft\ 

und  daher 

J  V2fg>{s)ds  +(7,   ' 

eine  Gleichung,  die  den  gesuchten  Zusammenhang  zwischen  s  und  / 
enthält  und  sich  in  endlicher  oder  unendlicher  Form  nach  «  auf- 
losen lässt 

c)  Sei  schliesslich  gegeben  die  Kraft  als  Function  nur  der  Ge- 
schwindigkeit, so  können  wir  schreiben: 

d  V 
ß  =  -^  "  ==  i/'(F),     und  erhalten  daraus: 


Diese  Formel,  nach  V  aufgelöst,  schreibe  sich: 

dann  folgt  aus  ihr  sogleich: 

s  =  (.\+fz{t,C\)dt, 

Die  Bestimmung  der  Integrationsconstanten  (\  und  (7,  geschieht 
in  der  oben  ausführlich  erörterten  Weise. 
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Für  die  Behandlung  der  complicirteren  Fälle,  dass  die  Kraft 
mehrere  Argumente  enthält,  lassen  sich  ähnliche  allgemeine  Regeln 
nicht  aufstellen. 

§  7.   Bewegungen  in  der  Ebene  und  im  Baume,  bestimmt  durch 
gegebene  Werthe  der  Geschwindigkeiten;  Beispiele. 

Ehe  wir  zu  dem  allgemeinen  Falle  übergehen,  der  dem  im 
letzten  Abschnitte  behandelten  speciellen  direct  entspricht,  nämlick 
eine  räumliche  Bewegung  durch  die  wirkenden  Kräfte  bestimmen, 
wollen  wir  gleichsam  vorbereitend  das  einfachere  Problem  in  AngriflT 
nehmen,  aus  nach  Richtung  und  Grösse  gegebenen  Geschwindig- 
keiten das  Gesetz  der  Bewegung  abzuleiten. 

Die  Gleichungen  des  Problemes  lauten  nach  (19")  folgender- 
maassen: 

dx  ^  dy  ^  dx  ^  ,.^^ 

in  ihnen  sind  die  Uh,  v^,  Wh,  gemäss  dem  am  Ende  von  §  5  über 
die  Kräfte  Gesagten,  als  direct  oder  indirect  gegebene  Functionen 
von  X,  y,  X  und  t  allein  anzusehen.  Es  handelt  sich  darum,  aus 
ihnen  drei  endliche  Relationen  zwischen  x,  y,  z  und  t  abzuleiten, 
d.  h.  also,  drei  Combinationen  von  ihnen  aufzusuchen,  welche  die 
Integration  gestatten.  Die  drei  Integrationsconstanten  zu  bestimmen 
muss  der  Ort  des  Massenpunktes  filr  einen  beliebigen  Zeitpunkt 
gegeben  sein. 

In  den  Fällen,  dass  u,  v  und  w  nur  die  Zeit  enthalten,  oder  u 
nur  Xf  V  nur  y,  w  nur  z,  sind  die  Gleichimgen  (40)  selbst  diese 
integrirbaren  Combinationen,  ebenso,  aber  minder  einfach,  wenn  u 
nur  X  und  t,  v  nur  y  und  t,  w  nur  z  und  t  enthält. 

Handelt  es  sich  allein  um  die  Aufsuchung  der  Bahn,  so  muss 
man  versuchen,  schon  aus  den  DiflFerentialgleichungen  die  Zeit  zu 
eliminiren.  Dies  ist  sofort  ausführbar,  wenn  u,  v,  w  die  Zeit  gar 
nicht  oder  nur  in  einem  gemeinsamen  Factor  enthalten;  dann  ist 
nämlich  die  Beziehung 

dxidy: dx =  u:v:w 

von  t  unabhängig  und  giebt  die  zwei  im  Allgemeinen  partiellen 
Diflferentialgleichungen  der  Bahn,  die  freilich  nicht  immer  eine  direct 
integrable  Form  haben. 

Einfachst  ist  dies  letztere  Problem  für  den  Fall  einer  ebenen 
Bewegung,  denn 

dxidy  =  u:v 
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ist  dann   eine  gewöhnliche  Differentialgleichung.     Die   ersten  Pro- 
bleme sollen  Beispiele  hierfür  geben. 

1.  Seien  u  und  v  lineare  Functionen  von  x  und  y: 

-^  =  «  =  («a;  +  /9i/)n<),     ^  =  v=^lyx  +  3y)F{t),       (41) 

dabei  er,  ß,  y,  3  constant,  F{t)  eine  beliebige  Function  von  /,  so  ist: 

{ax  +  ßy)dy  -  [yx  +  8y)dx  =  0  (41') 

die  Differentialgleichung  der  Bahn.     Dieselbe  ist  sogleich  in  inte- 
grabler  Form,  falls 

ist,  und  ergiebt  dann: 

^axy  +  ßy'-yx'^B,  (41") 

^0  \i  die  Integrationsconstante  darstellt.  Die  Bewegung  findet 
also  in  einem  Kegelschnitt  statt,  dessen  Centrum  im  Coordinaten- 
anfang  liegt,  und  der  nach  Lage  und  Verhältniss  der  Axen  schon 
durch  die  Differentialgleichungen  vollständig  bestimmt  ist.  Die 
lötegrationsconstante  giebt  nur  den  absoluten  Werth  der  letzteren 
und  bestimmt  sich  etwa  dadurch,  dass  ein  Punkt  gegeben  ist,  durch 
welchen  die  Bahn  hindurchgehen  soll. 

Man  kann  flir  die  allgemeine  Betrachtung  der  Bewegung  nach 
S.  59  die  Grösse  a  durch  Drehen  des  Coordinatensystemes  zum  Ver- 
schwinden bringen;  der  Kegelschnitt  erscheint  dann  auf  seine  Haupt- 
aien  bezogen,  und  wir  haben  für  diese  speciellen  Coordinatenrich- 
tungen : 

^^ßy,F[(),      .^JL=^yx.F[t),     /9/-7a:==6.  (42) 

Hieraus  folgt  dann  weiter: 

^^"^        =F{t).dt=^-.    ^^-1-.  (42-) 


Das  doppelte  Vorzeichen  rührt  nur  davon  her,  dass  aus  der  Bahn- 
gleichung sich  ftir  jedes  x  zwei  entgegengesetzt  gleiche  y  ergeben, 
und  umgekehrt;  es  kündigt  also  keineswegs  zwei  Lösungen  des 
Problemes  an.  Die  Bestimmung  des  Zeichens  geschieht,  indem  man 
gemäss  den  Formeln 

für  den  Anfangszustand  die  Wurzeln  nach  den  Anfangswerthen  von  x 
und  y  positiv  oder  negativ  wählt  und  ihr  Vorzeichen  beim  Durch- 
gang durch  Null  umkehrt. 
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Für  die  Integration  sind  bei  positiven  ß/e  bezüglich  yfe  zwei 
Fälle  zu  unterscheiden. 

a)  //c  >  0,  die  Bahn  ist  eine  Hyperbel;  es  folgt,  falls  In  dein 
natürlichen  Logarithmus  bezeichnet: 

In  {x ]/ß y  +  y /9 (7^+1) )  =  ±  ]/ß'rfF{i) .dt  +  C, 

In  (yVß'r  +  -^rißy'  -  a))  =  ±  yßrfF(t).di  +  C; 

b)  //€  <  0,  die  Bahn  ist  eine  Ellipse;  es  folgt: 

arcsin  x l/-^ ^  =  ±  y -  J^^fF{t)  .dt  +  C„ 

aresin y|/^-      =  ±  y^ßrfF{t).dt  +  r/. 

Wir  kommen  hier  scheinbar  zu  noch  je  zwei  weiteren  Integra— 
tionsconstanten  (■  und  C  resp.  C^  und  C/,  es  ist  aber  klar,  dass,  weil 

ßy'—  yx'=  e 

sein  soll;  dieselben  nicht  von  einander  unabhängig  sind. 

In  der  That  bemerkt  man  leicht,   dass  die  Relationen   gelten 
müssen : 

ye-=ß€   ,      C'.-C,  =±  2  • 

Um  einige  noch  sich  bietende  Fragen  klar  zu  stellen,  nehmen 
wir  jetzt  einfach  F{t)  =  1  und  schreiben  die  Resultate  in  der  Form: 

a)  x  =  |/*  (Sin(fc±<y^/), 

wobei  ©in  ^  =  -  -~/  -   ,     6of  ^  =  -  -  J*-  -  gesetzt  ist; 

b)  x  =  |/y  sin(^±<y"-,^7), 


.V  =  |/^^     cos  (/c±^y- /?;-). 


/c  ist  hierbei  die  eine  zu  b  noch  hinzukommende  Integrationscon- 
stante.  Beide  bestimmen  sich  einfach,  wenn  man  annimmt,  dass 
für  /  =  0,  y  =i  -\^  h  und  x  =  0  sei;  dann  muss  nämlich  k  verschwinden 
und  \U/ß  =  b  sein.  Das  doppelte  Vorzeichen  unter  (So\  und  cos 
kann  dann  fortgelassen  werden,  das  unter  ©in  und  sin  bestimmt 
sich  durch  die  erste  Gleichung  (42),  sodass  wir  erhalten: 
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a) 


X 


=  6|/^   (Sin(/}^), 


y  = 


b) 


6eof(<y/9r); 


Wir  sehen:  im  Falle  (a)  beschreibt  der  Punkt  den  oberen  Ast 
der  Hyperbel,  welcher  positiven  Werthen  Ton  rj  entspricht,  in  der 
Bichtung  Ton  negativen  zu  positiven  Werthen  x,  beginnt  im  Unend- 
lichen zur  Zeit  ^  =  —  cx),  endet  im  Unendlichen  um  <  =  +  oo  und 
gelangt  nie  auf  den  unteren  Zweig;  im  Falle  (b)  rotirt  der  Punkt 
auf  der  Ellipse  in  negativer  Richtung,  die  Umlaufsdauer  ist 


7=-. 
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V-^Y 


2.  Ein  zweites  Beispiel  soll  Polarcoordinaten  benutzen.  Wir 
'^^iden  die  Aufgabe  in  eine  anschauliche  Form  ein,  ohne  dadurch  auszu- 
J-tlcken,  dass  die  angenommenen 
^^rhältnisse  der  Wirklichkeit 
g^Jiz  entsprechen. 

Ein  Boot  werde  über  einen 
t^anal  von  der  Breite  ß  mittelst 
^^^es  am  Punkte  o  des  einen  Ufers 
^festigten  Taues  gezogen  (Fig.  8); 
^8^  Tau  werde  in  der  Zeit  dt  um  Fig.  8. 

^dt  verkürzt,  die  Geschwindig- 
keit des  Wassers  im  Canal  sei  gleich   L",   und  das  Boot  folge  der- 
selben, soweit  das  Tau  es  ihm  gestattet,  vollständig. 

Bezeichnet  man  die  Länge  des  Taues  mit  r,  seinen  Winkel  gegen 
die  positive  Strömungsrichtung  mit  ff,  und  zerlegt  man  die  Ge- 
schwindigkeit U  des  Stromes  in  zwei  Componenten  parallel  und 
normal  zu  r,  wobei  die  erstere  durch  die  Wirkung  des  Taues  zer- 
stört wird,  so  hat  man,  da  dridt  die  Componente  der  Geschwindig- 
keit parallel  zu  r  und  rdffjdt  diejenige  normal  dazu  im  Sinne 
wachsender  (f  bezeichnet,  die  Gleichungen  des  Problems  in  der 
Form: 

(43) 


dt 


-  =  -  TF 


d  (f  T^  ' 


woraus  für  die  Gesammtgeschwindigkeit  T'  folgt 

V  =  W  +  ir  sin'  (f. 
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Die  Dififerentialgleichnng  der  Bahn  erhält  man  durch  Mimination. 
der  Zeit  in  der  Form: 

/'l^.^.^.;  (43-) 

daraus  folgt  durch  Integration: 

Ist  zur  Zeit  des  Abganges  r  =  To  und  (f.  =  tp^^  dann  bestimmte 
sich  C  so,  dass  wir  haben: 

In  I  —  I  =  — fr  In oder  auch  ( —  1      = (44) 

Die   Zeit   der   Ueberfahrt   ist  T=r^lW,   also   Ton  der   Strömungs- 
geschwindigkeit unabhängig. 

Um  die  Curve  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  zu  untersuchen,  be- 
zeichnen wir  mit  a  den  RadiusTector^  der  tp  =  nj2  entspricht,  und 
haben  dann  einfacher: 


-'«"''(1) 


Während  cf'  von  0  bis  n  und  von  da  bis  2;r  wächst,  nimmt  hier- 
nach r  —  das  als  absolute  Grösse  betrachtet  werden  mag  —  von  0 
bis  cX"  zu  und  wieder  bis  0  ab. 

Dabei  zeigt  die  Formel  (43'),  dass  die  Bahncurve  für  (p  =  0, 
n  und  271  den  Radiusvector  tangirt. 

Der  normale  Abstand  b  von  der  Axe  ist  gegeben  durch 


Sin 


7)!ü  (ff  \ 

b=^rsm(L  =  2a -    r  l  '  (440 


cos 


er  ist  also  für  (f  =  0  oder  2;r  stets  gleich  Null,  für  y>  =  ;r  aber  0 
oder  00,  je  nachdem  U  >  W  oder  Tr>  U  ist.  Er  besitzt  ein  Maximum 
oder  Minimum  für 

-  -  —  ^-  =  0,     d.  h.  r  I  ^-  +  cos  qp  I  =  0. 

Da  r  =  0  das  Minimum  6  =  0  bestimmt,  so  giebt 

W 
cos  (f,  =—  -0 
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ie  Lage  des  Maximums,  das  nur  auftritt  für  U'>  TT;  der  zugehörige 
Werth  von  r  und  b  ist: 


r,  = 


b. 


^a_    (Üj^-Wy^ 


{W+U)liü 


W<  ü 


(44") 


Fig.  9\ 


W>  U 


Hiemach  kann  man 
sich  von  dem  ganzen  Ver- 
lauf leicht  ein  Bild  machen 
(vergl.  Fig.  9). 

Da  die  Breite  des  Ga- 
n&Ies  in  der  ganzen  Ent- 
wickelung  nicht  vorkommt, 
so  berücksichtigt  letztere 
also  auch  nicht  die  Be- 
sonderheiten, welche  die 
beiden  Grenzen  des  Stro- 
mes bieten.  Es  ist  daher 
ausdrücklich  noch  hinzu- 
zufügen, dass  die  ausser- 
halb verlaufenden  Theile 
der  Curven  —  also  jeden- 
falls der  ganze  untere  Zweig 
^  ftlr  das  vorliegende 
Problem  keine  directe  Be- 
deutung haben.  Demge- 
n^äss  ist  es  z.  B.  im  Falle 
<Jer  Figur  (9*)  unmöglich, 
^las  Boot  von  Punkt  q 
nach  0  den  Forderungen 

entsprechend  überzuführen.  In  Wirklichkeit  würde  das  Boot  längs 
des  Ufers  von  q  bis  p  treiben  und  der  Zug  durch  das  Tau  gar  nicht 
wirksam  werden. 

Aber  auch  wenn  der  ganze  obere  Zweig  innerhalb  der  Breite 
des  Canales  verläuft,  so  bezieht  er  sich  doch  nur  zum  Theil  auf 
unser  eigentliches  Problem. 

Durch  unsere  Festsetzungen  (43)  sind  nämlich  gewisse  Kräfte 
gegeben,  die  auf  den  Massenpunkt  —  den  wir  als  Boot  gedeutet 
haben  —  wirken  müssen,  damit  er  die  vorgeschriebene  Bewegung 
einhalte.  Es  bietet  keine  Schwierigkeiten,  dieselben  nach  den  auf 
unseren  Fall  anwendbaren  Formeln  (30")  zu  berechnen.  Bezüglich 
der  Deutung  der  Resultate  besteht  aber  eine  gewisse  Willkürlich- 
keit darüber,  welchen  Theil  man  als  Wirkung  des  Stromes,  welchen 


Fig.  9 
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als  Wirkung  des  Taues  ansehen  will,  insofern  in  Wirklichkeit  der 
Strom  jedenfalls  der  Bewegung  des  Bootes  einen  Widerstand  ent- 
gegensetzt Indessen  lässt  sich  doch  Folgendes  aussagen.  Die  durch, 
das  Tau  vermittelte  Kraft  muss  parallel  r  liegen  und  nach  dem. 
Punkt  0  hin  gerichtet  sein,  denn  das  Tau  kann  nur  einen  Zug^ 
nicht  aber  einen  Druck  ausüben.  Es  ist  nun  nach  der  Anschauung 
klar,  dass  die  Bewegung  in  Fig.  9*  Ton  links  her  bis  zu  der  grössten. 
Entfernung  b,  nur  durch  eine  vom  Punkt  o  hinweggerichtete  Eraft^ 
also  einen  Druck,  bewirkt  werden  kann;  darum  wird  dieser  TheiL 
des  Vorganges  in  Wirklichkeit  auch  nicht  herstellbar  sein.  — 

Es  ist  von  Interesse  zu  untersuchen,  wie  die  Verhältnisse  und 
Formeln  sich  ändern,  wenn  das  Boot  nicht  durch  ein  Tau,  sondern 
durch  Ruder  eine  Geschwindigkeit  W  in  der  Richtung  nach  dem. 
Punkt  0  mitgetheilt  erhält  Der  Unterschied  liegt  darin,  dass  da» 
Tau  die  resultirende  Geschwindigkeit  —TP  in  der  Richtung  von  r- 
erzwingt,  also  jede  Einwirkung  der  Strömung  ü  auf  die  Gesch^^in- 
digkeit  parallel  mit  r  geMassermaassen  aufhebt,  während  jetzt  —  Jl' 
nur  der  eine  Antheil  der  Geschwindigkeit  parallel  mit  r  ist,  dem. 
sich  die  bezügliche  Componente  der  Strömung  U  zuaddirt  Dem- 
gemäss  sind  die  Gleichungen  des  neuen  Problems: 

—.  -  =  ( /  cos  QP  —  M  ,       r    ,^  =  —  D  sm  (f : 

dt  ^  dt  ^ 


man  erhält  daraus: 


dr  W  —  l  vos (f    ,  I 

—  =        T--        -dff,     also 

r  L  8111  q>  ' 


In  (r)  =  0  —  ^,  In  f  cotg  ^  j  —  In  (sin  y), 

und  daher  nach  denselben  Annahmen  wie  oben 

I  ttf 
/•    sin  gr>o  [         2 

Ko  ""    sincp  I         <p^ 
\   ^2   / 

Die  Discussion  ist  nach  dem  Vorstehenden  leicht  auszuführen. 

3.  Als  drittes  Beispiel  behandeln  wir  Folgendes.  Längs  der 
A'-Axe  bewege  sich  mit  der  positiven  constanten  Geschwindigkeit  U, 
zur  Zeit  /  =  0  im  Coordinatenanfang  beginnend,  eine  Marke,  —  der 
untersuchte  Punkt  hingegen  laufe  in  der  JTJ -Ebene  mit  der  constanten 
Geschwindigkeit  T^  immer  in  der  Richtung  auf  die  wandernde  Marke 
zu.    Zur  Zeit  t  =  0  befinde  er  sich  auf  der  +  T-Axe  im  Abstand  a 
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vom  Nullpunkt.    Die  so  bestimmte  Curve  giebt  unter  Anderem  die 
Bahn,  in  welcher  ein  Hund  seinem  mit  constanter  Geschwindigkeit 
geradlinig  fortschreitenden 
Herrn  nachläuft,  und  heisst 
die  Verfolgungscurve. 

Für  die  Aufstellung 
der  bezüglichen  Gleichun- 
.  gen  bedenke  man,  dass, 
wenn  zur  Zeit  /  die  Marke 
'i  =  Uty  y,  =  0,  der  Punkt 
aber  x,  y  zu  Coordinaten 
hat,  die  Cosinus  der  Win- 
kel, welche  die  Eichtung 
der  Geschwindigkeit  V  mit 
den  Coordinatenaxen  ein- 
schliesst,  resp.  sind 


Fig.  10. 


cos  ( V,  x)  = 


a?i  —  a; 


\\x,  -  X)'  +  y- 


cos(F,«/)  =  - 


-y 


Vix.  -  xy  +  y^ 


(45) 


Die  Componenten  der  Geschwindigkeit  F,  als  ihre  Projectionen 
auf  die  Coordinatenaxen,  ergeben  sich  hiemach  durch  die  Formeln: 


^^  y(Ut-xf  +  y* 


!;  =  —-=   —   V 
dt 


y^üt^xY-hy' 


(45') 


Wenn  der  Massenpunkt,  statt  auf  die  wandernde  Marke  hin^ 
sich  von  ihr  hinweg  bewegte,  so  wären  die  cos(F,  x),  C08(F,  y)  in 
(45)  mit  den  entgegengesetzten  Vorzeichen  zu  nehmen.  Man  erkennt, 
dass  derselbe  Effect  erreicht  wird,  wenn  man  in  (45')  dem  zunächst 
positiv  gedachten  F  einen  negativen  Werth  beilegt  Durch  Ver- 
tauschung des  positiven  mit  einem  negativen  F  geht  die  Verfolgungs- 
curve in  die  sogenannte  Fluchtcurve  über. 

Wir  haben  in  (45')  einen  Fall  vor  uns,  wo  u  und  v  die  Coordinaten 
und  die  Zeit  neben  einander  enthalten,  —  die  Elimination  der  Zeit, 
um  zu  der  Gleichung  der  Bahn  zu  gelangen,  macht  demgemäss 
auch  mehr  Umstände. 

Wir  erhalten  aus  den  Gleichungen  (45')  zunächst: 


dx 
dy 


üt-x 

y 


F  = 


_  \'dx^  +  dy' 


dt 


--sfi/i+W^  («•■) 


dabei  sind  dx  und  dt/  die  während  des  Zeitelementes  dt  eintreten- 
den Zuwachse  der  beiden  Coordinaten ;  das  negative  Vorzeichen  der 
positiv  gerechneten  letzten  Wurzelgrösse  entspricht  dem  Umstand, 
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dass  nach  der  Annahme  im  Falle  der  Verfolgungscurve  dyjdt  <€y 
und  F  >  0  sein  soll 

Es  folgt  weiter  aus  der  ersten  Gleichung  (45") 

Ut  =  X  —  y  i    ,  also   Ud /  =  rf  (x  —  v t   I  =  —  V^  j    » 

und  durch  Einsetzen  in  die  zweite 


^m 


=^v-:-  («> 


Jetzt  ist  die  Integration  ausführbar  und  giebt: 

'■"(.i-<-i/''+6fr)-<'.+^>-"M- 

Nach  unseren  Annahmen  muss  zur  Zeit  /  =  0,  wo  a-  =  0  uncl. 
y  =  a  ist,  dxfdy  verschwinden.     Dies  bestimmt  die  Constante 

C,  =  -  y\n{a), 
sodass  wird: 

daher  folgt: 

Die  zweite  Integration  ergiebt: 


^  +  a  =  I 


21    U 
V 


tST"' ^ '>rzZ^T"] 


und  nach  Einführung  der  Annahme,  dass  für  x  =  0  y  =  a  sein  soll: 

1   /       Vy       I  yyviv  Vy^_ly\-  viv  _  iU  Va\ .  „ 

2M7+F   U/  Ü-V    \aj  U'-'V-r     ''^^  ' 


^  =  -2 


dies  ist  die  definitive  Form  der  Bahngleichung,  die  bei  positivem  V 
die  Verfolgungscurve,  und  nach  dem  S,  77  Gesagten  zugleich  bei 
negativem   Fdie  Fluchten rve  liefert. 

Wir  unterwerfen  der  Discussion  nur  die  Verfolgungscurve,  setzen 
also  ausschliesslich  positive  Werthe  V  voraus.  Dann  kommt  y  mit 
den  beiden  Exponenten  (F+  ü)lV  und  {V—  U)IV  vor,  und  es 
sind  die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden,  dass  V^U,  d.  h.  der  Ver- 
folger, grössere   oder   kleinere  Geschwindigkeit  besitzt,  als  der 
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Verfolgte,  —  die  blosse  Anschauung  ergiebt,  dass  im  ersteren  Falle 
ein  Einholen  stattfinden  muss,  im  letzteren  nicht  Dies  bestätigt 
die  Formel;  wenn  wir  in  derselben  y  =  0  setzen,  so  muss  sie  das- 
jenige x^x  geben,  in  welchem  Beide  zusammentreflfen.  Es  zeigt 
sich,  dass  für  F  >  C7  resultirt: 

a  ü  V 

X  =  v^ — 


r»-  L' 


ri» 


und  hieraus  für  die  Zeit  T,  welche  bis  zum  Einholen  von  dem 
Augenblick  an  yergangen  ist,  in  welchem  Verfolger  und  Verfolgter 
die  F-Axe  passirten: 

In  dem  Grenzfall,  dass  F  =  CT  ist,  wird  x  und  T  unendlich. 

§  8.  Bewegungen  in  der  Ebene  und  im  Eaume,  bestimmt  durch 
gegebene  Werthe  der  Kräfte;   Beispiele. 

Die  Gleichungen  des  allgemeinen  Bewegungsproblemes  für  einen 
Ifassenpunkt  m  sind  nach  (30): 

«f|  =  A-=-2'J„    ,n^^=r=JST,.    mJ;  =  Z  =  JS'Z,;      (47) 

^6  Kräfte  auf  der  rechten  Seite  derselben  werden  betrachtet  als  ge- 
gebene Functionen  von  <,  x,  y,  z,  m  =  dxjdt,  v  =  diffdi,  %v  =  dzjdU 
Es  handelt  sich  darum,  aus  ihnen  durch  Combination  drei  integrable 
Formeln  zu  bilden,  welche  durch  die  Integration  auf  Beziehungen 
^on  der  Form  fahren: 

*,  =  a,   *e=a,   «>.=  a,  (47') 

'J^orin  die  0^  Functionen  von  t,  Xy  y,  z,  dx/dt,  dyjdt,  dx/df,  die 
^  die  bezüglichen  ersten  Integrationsconstanten  bezeichnen. 

Aus   diesen   letzteren  Formeln   sind   abermals   drei   integrable 
Combinationen  zu  bilden,  die  durch  die  Integration  liefern: 

in  welchen  die  *P)^  Functionen  von  t,  x,  y,  z  und  den  drei  C,^,  die 
Gj^  aber  die  zweiten  Integrationsconstanten  bezeichnen. 

Sind  die  (7^  und  Cj^'  durch  gegebene  Zustände  des  bewegten 
Punktes  bestimmt,  so  geben  die  letzten  Formeln,  nach  x,  ?/,  x  auf- 
gelöst, den  Ort  des  Punktes  zu  jeder  Zeit,  und  durch  EUmination 
der  Zeit  aus  ihnen  die  Gleichungen  der  Bahn. 
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Das  Auffinden  der  integrabeln  Combinationen  bildet  die  Haupt- 
schwierigkeit der  Lösung  des  Problemes.  Dieselbe  kommt  ganz  in 
Wegfall,  wenn  jede  der  Gleichungen  (47)  neben  der  Zeit  nur  eine 
Goordinate  und  deren  Dififerentialquotienten  enthält;  dann  reducirt 
sich  die  Aufgabe  auf  die  bei  geradliniger  Bewegung  behandelte, 
denn  jede  Gleichung  ist  für  sich  allein  zweimal  zu  integriren.  Die 
erste  der  folgenden  Aufgaben  giebt  hierfür  ein  Beispiel  specieller 
Art,  insofern  die  Bewegung  in  der  Ebene  stattfindet,  die  letztere 
ein  etwas  complicirteres  räumliches  Problem.  Andere  Beispiele 
folgen  iü  späteren  Abschnitten. 

1.  Es  werde  ein  Massenpunkt  in  einer  gegebenen  Richtung  fortge- 
schleudert und  der  Wirkung  der  Schwere  überlassen  (schieferWurf). 

Ein  Coordinatensystem  sei  mit  seinem  Nullpunkt  in  die  Aus- 
gangsstelle, mit  seiner  T-Axe  vertical  nach  unten,  mit  seiner  -X-Axe 
in  die  verticale  Ebene  durch  die  Anfangsgeschwindigkeit  gelegt; 
dann  ist  aus  Symmetrierücksichten  klar,  dass  die  Bewegung  durch- 
aus in  der  A'  i-Ebene  verlaufen  wird.  Die  Anfangsgeschwindigkeit 
sei  gleich  c  und  um  den  Winkel  cc  gegen  die  Horizontale  nach  oben 
geneigt. 

Die  Gleichungen  des  Problems  sind: 

daneben  gilt  für  <  =  0 

a:  =  0,     2/  =  ^j    ^  =  ccosc^,     -^=— csina.  (48) 

Die  Integration  giebt  demgemäss: 

« 

a;  =  c^cosa,       y  =^  \gf  ^  ctwia .  (48') 

Hieraus  folgt  die  Gleichung  der  Bahn: 

y=  o  f^\--^*g«»  (48") 

d.  h.  die  Gleichung  einer  Parabel  mit  verticaler  Axe;  der  Scheitel 
derselben  hat  die  Coordinaten  a  und  h,  welche  die  Werthe  haben: 

a  =  -  sin  a  cos  c^  ~  —  sin  2  « ,     ft  =  —  -—  sm*  a .  (48'") 

Führt  man  ein  durch  den  Scheitel  gehendes,  mit  -Y,  Y  paralleles 
System  Z,  H  ein,  indem  man 

x=^  ^  +  a,     g  =  Tj  +  b 
setzte  so  folgt  als  Gleichung  der  Bahn: 

'  2  C'  008*  « 
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Die  Höhe  des  schiefen  Wurfes  ist  gleich  —  b,  die  horizontÄle  Wurf- 
weite gleich  2  a, 

Stellen  wir  die  Frage^  in  welcher  Richtung  der  Punkt  mit  der 
gegebenen  Geschwindigkeit  c  aasgehen  muss,  um  eine  verlangte  Stelle 
X,,  ^,  zn  treffen,  so  ist  aus  der  Gleichung 

welche  aussagt,  dass  die  Parabel  durch  den  Coordinatenanfang  und 
die  Stelle  x,,  y,  geht,  der  Winkel  a  zu  bestimmen.  Man  erhält 
leicht:  

tga=  ^'^V<^'  +  2^^'^y^-^'^'' 

Diese  Formel  ergiebt  zwei  Werthe  filr  a,  sobald  der  Ausdruck 
unter  dem  Wurzelzeich*fen  grösser  als  Null  ist,  einen  Werth,  wenn 
er  gleich,  keinen,  wenn  er  kleiner  als  Null  ist. 

Im  ersten  Fall  kann  man  also  bei  der  gegebenen  Anfangs- 
geschwindigkeit c  den  Punkt  auf  zwei  Wegen  erreichen,  mittelst  einer 
tlacheren  oder  steileren  Parabel,  im  letzten  überhaupt  nicht  mehr. 
Die  Grenze  zwischen  beiden  Bereichen,  d.  h.  den  geometrischen  Ort 
aller  Punkte,  die  nur  mittelst  einer  Parabel  zu  erreichen  sind, 
bildet  die  Curve,  die  dadurch  gegeben  ist,  dass  die  Grösse  unter 
der  Wurzel  yerschwindet,  d.  h.,  für  die 

ist;  diese  Curve  ist  eine  Parabel,  deren  Axe  in  die  y-Axe  fällt  und 
deren  Scheitel  um  c^j^g,  d.  h.  um  die  bei  verticalem  Wurf  über- 
haupt erreichbare  Höhe  über  dem  Anfangspunkt  liegt;  sie  schneidet 
die  Horizontale  in  der  Entfernung  x,  =  ±  c'/g,  der  grössten  horizon- 
talen Wurfweite,  die,  wie  die  erste  Formel  (48"')  zeigt,  bei  der 
Elevation  a  =  nli  erreicht  wird,  und  hüllt  sämmtliche  derselben 
Anfangsgeschwindigkeit  entsprechende  Wurfcurven  ein. 

2.  Wir  behandeln  als  zweites  Beispiel  die  freie  Bewegung 
eines  Massenpunktes  unter  der  Wirkung  der  Schwere  bei 
Berücksichtigung  der  bisher  vernachlässigten  ßotation  der 
Erde  nm  ihre  Axe;  die  Bewegung  der  Erde  um  die  Sonne  mag, 
als  von  ganz  unmerklichem  Eintluss,  auch  jetzt  noch  unberück- 
sichtigt bleiben. 

Die  Rotation  wirkt  in  mehrfacher  Hinsicht  modificirend  auf  die 
Erscheinung  ein ;  einerseits  stellt  letztere  sich  dem  an  der  Rotation 
tlieilnehmenden  Beobachter  in  veränderter  Gestalt  dar;  andererseits 
werden  auch  die  Bedingungen  des  Problems  dadurch  factisch  ge- 
ändert^ dass  die  Rotation  die  Anfangsgeschwindigkeit  beeinflusst 

W.  VoiOT,    Mecbuiik.    Zweite  Aufl.  0 
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Wir  denken  uns  die  Eirde  als  Kugel,  nehmen  die  Rotationsaze 
zur  Z-Axe  eines  absolut  festen  XyZ-Coordinatensystemes  und  legen 
die  X-  und  F-Axe  beliebig  in  die  Ebene  des  Aequators.  Eine  Stelle 
der  Oberfläche  sei  durch  die  geographische  Breite  ß  und  die 
geographische  Länge  X  —  letztere  gegen  die  absolut  feste  XZ- 
Meridianebene  gerechnet  —  gegeben.  Rotirt  die  Erde,  so  wächst 
X  gleichförmig  mit  der  Zeit,  es  gilt  also 

worin  T,  die  Dauer  eines  Stemtages,  gleich  86164  (d.h.  Secunden)  ist 
An  der  durch  ß,  X  gegebenen  Stelle  befinde  sich  der  mit  der 
Erde  bewegte  Beobachter;  dieser  beurtheilt  die  Erscheinung,  wie  sie 
sich  in  Bezug  auf  ein  mit  ihm  fortschreitendes,  relativ  zur  Erde 
ruhendes  Coordinatensystem  darstellt  Unsere  Grundgleichungen 
sind  aber  für  ein  absolut  festes  Coordinatensystem  aufgestellt,  und  dem- 
gemäss  müssen  wir  von  einem  solchen  ausgehen.  Grösserer  Allgemein- 
heit halber  machen  wir  zunächst  über  das  Gesetz  der  wirkenden  Kräfte 

keine  specielle  Annahme, 
sondern  gehen  von  den 
allgemeinen  Grundformeln 
(47)  aus. 

Ein  erstes,  relativ  zur 
Erde  ruhendes,  rechtwinke- 
liges Coordinatensystem  P, 
H,  2  sei  gemäss  Fig.  1 1 

folgendermaassen  be- 
stimmt Der  Anfangspunkt 
liege  in  der  Erdoberfläche, 
die  P-Axe  falle  in  die 
durch  ihn  construirte  Nor- 
male auf  der  Z-Axe,  die 
^-Axe  sei  parallel  zur 
Z-Axe,  die  H-Axe  liege 
normal    zu    beiden    nach 


Fig.  11. 


Osten  hin.    Die  diesen  Axen  parallel  gerechneten  Coordinaten  mögen 
mit  Qf  i}y  a  bezeichnet  werden.     Setzt  man  noch  kurz 

Rcosß  =  r,     Rsinß  =  s,  (49) 

wobei  R  den  Erdradius  bezeichnet,  so  gilt  nach  den  gewöhnlichen 
Formeln  für  Coordiuatentransformation  das  folgende  System: 

0?  =  (r  +  (>)  cos  k  —  fismk 

y  =s  {r  +  Q)sink  +  f] cos A,     z  =  {s  +  er). 


(49') 
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oder 

r  +  Q  =      X  cos  A  +  V  sin  l 

^  .  ^  (49") 

1?=  —  ajsinÄ  +  y  cos  A,     «  +  er  =  « . 

Diese  Formeln  gelten  nach  (26^)  auch,  wenn  man  an  Stelle 
der  Coordinaten  rr,  y,  «,  r  +  p,  iy,  «  +  rr  die  ihnen  parallelen  Kraft- 
componenten  X,  7,  Z,  P,  Ä,  -5*  einsetzt  Demgemäss  erhalten  wir, 
indem  wir  flir  A',  Y,  Z  ihre  Werthe  aus  den  Bewegungsgleichungen 
entnehmen, 

^""      w(^cosÄ+  J^fsinX), 

(50) 


Nun  kommt  nach  (49')  die  Zeit  in  den  Coordinaten  x  und  y 
in  doppelter  Weise  vor,  nämlich  einmal  durch  q  und  ?y,  sodann  durch 
/  =xt.  Bezeichnen  wir  mit  d  die  Differentiation  wegen  q  und  //, 
so  finden  wir  bei  wiederholter  Benutzung  der  Formeln  (49') 

—  ^!_?     o   ^y      » 

"^ '  "^ '  (50') 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (50)  ein,  so  kann 
man  cos  A  und  sin  A  unter  die  Zeichen  djdt  ziehen  und  erhält  durch 
Vergleichung  mit  (49"),  da  r  und  s  constiant  sind, 

''-»(3^'-24;-''i'+rt)  ^^,^ 


Die  Factoren  Ton  m  sind  die  Componenten  der  Beschleunigung 
nach  den  Axen  F,  H,  2\  man  erkennt  bei  ihrer  Betrachtung,  wie 
die  zeitliche  Bewegung  der  Axen  auf  diese  Ausdrücke  einwirkt.  Die 
Axe  -2*  wird  sich  selbst  parallel  bleibend  fortgeführt;  diese  Bewegung 
kommt  in  dem  Werthe  der  Beschleunigung  nicht  zum  Ausdruck. 
Die  Axen  P  und  H  drehen  sich  um  die  Z-Axe,  und  als  Folge  dieser 
Rotation  treten  neben  den  für  ruhende  Axen  gültigen  GUedern 
(PQJdf  und  (Trijdf  je  zwei  resp.  mit  x  und  x*  proportionale  Terme 
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auf;  X  ist  aber  gleich  dljdt,  d.  h.  gleich  der  Geschwindigkeit  dieser 
Rotation. 

Schreiben  wir  die  letzten  Formeln  in  der  Gestalt 


(51) 


m 


-^-  =H-2mx-/^  +  mx'f],     m---  ^  JS, 


so  gestatten  sie  eine  neue  interessante  Deutung. 

Um  diese  zu  entwickeln,  nehmen  wir  an,  dass  sich  ein  Beob- 
achter mit  der  Erde  bewege,  ohne  von  der  Erdrotation  Kenntniss 
zu  haben.  Derselbe  wird  dann  die  in  §  5  entwickelten  Grundsätze 
zur  Ableitung  der  wirkenden  Kräfte  aus  der  Bewegung  eines  Massen- 
punktes so  anwenden,  als  wenn  das  Axensystem  Pü -2*  ruhte.  Unsere 
Formeln  zeigen,  dass  er  dann,  ausser  auf  die  wirklichen  Kräfte  mit 
den  Componenten  P,  H,  J?,  noch  auf  weitere,  nur  scheinbare  schliessen 
würde,  die  in  (51)  durch  die  mit  x  und  mit  x*  proportionalen  Glieder 
dargestellt  sind. 

Um  den  Charakter  dieser  Kräfte  nachzuweisen,  fassen  wir  ihre 
Componenten  zusammen  gemäss  den  Formeln 


dt'  dt'  '  (51') 


-7t'  ^'  =  0, 

F"  =  m  x'  [r  +  q),     H"  =mx'fj,  JS"'  =  0. 


F',  H',  -i"  giebt  eine  Resultante  K\  welche  in  der  Ebene  normal 
zur  Z-Axe  liegt,  normal  zur  Richtung  der  gleichfalls  auf  diese  Ebene 
projicirten  Bewegung  steht  und  die  Grösse  2mxo)  besitzt,  falls  a> 
die  Geschwindigkeit  dieser  Bewegung  ist;  denn  es  gilt 

-'={'-!-)'+ (41)*'     -s(«,,)  =  ^,     cos(«,,.)  =  ^.     (51") 

P',  ir,  2^"  giebt  eine  Resultante  Ä"',  die  gleichfalls  in  der  Ebene 
normal  zur  Z-Axe  liegt,  von  der  Z-Axe  hinweggericlitet  ist  und  die 
Grösse  m  x'  v  besitzt,  falls  v  den  normalen  Abstand  des  Punktes  von 
der  Z-AxQ  bezeichnet;  denn  es  gilt: 

v^  =  {r  +  ür  +  ij%     cos{v,o)  =  ^±y-,     cos  (i;,  1/)  = -^- .     (51'") 

Nun  ist  aber  vx  die  Lineargeschwindigkeit  V^  der  Rotations- 
bewegung der  Erde  an  der  Stelle  des  Massenpunktes,  also  auch 
dessen  factische  Geschwindigkeit  in  dem  Falle,  dass  er  relativ  zur 
Erde  ruht;  denn  v  ist  der  Radius  des  beschriebenen  Kreises,  demnach 
auch    der  Krümmungsradius  der  Bahn.     Somit  ist  mx^v  =  mV^*/v 
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die  Centrifugalkraft  des  Massenpunktes  in  Folge  der  Rota- 
tionsbewegung der  Erde;  diese  Trägheitswirkung,  von  der  S.  53 
allgemein  gesprochen  ist,  erscheint  in  unserem  Falle,  wie  schon  dort 
signalisirt,  als  eine  scheinbare  Kraft.  — 

Die  noch  ganz  allgemeinen  Differentialgleichungen  (51)  wollen 
wir  nun  auf  den  Fall  anwenden,  dass  zu  den  wirklich  auf  den 
Massenpunkt  ausgeübten  Kräften  die  Anziehung  der  Erde  gehört. 
Wir  werden  später  zeigen,  dass  unter  Annahme  einer  kugelförmigen 
(xestalt  und  einer  in  concentrischen  Schichten  homogenen  Substanz 
diese  Attraction  nach  dem  Mittelpunkt  der  Erde  hingerichtet  ist 
und  ausserhalb  der  Erde  die  Grösse 

besitzt,  worin  E  die  Entfernung  vom  Erdmittelpunkt,  und  somit 
mg,^  den  Werth  dieser  Attraction  an  der  Erdoberfläche  bezeichnet 
£s  gilt  dabei 

Br^{r  +  Qf  +  {8  +  (t)'  +  rj\ 

Wir  wollen  uns  weiterhin  auf  den  Fall  beschränken,  dass  die 
behandelte  Bewegung  sich  in  einem,  verglichen  mit  dem  Erdradius, 
sehr  kleinen  Bereich  abspielt.  Speciell  mag  festgesetzt  werden, 
dass  Q,  (X,  fj  neben  r  vernachlässigt  werden  dürfen.  In  diesem  Falle 
ist  innerhalb  des  benutzten  Bereiches  sowohl  die  Attraction,  als  die 
Zentrifugalkraft  als  constant  anzusehen;  erstere  hat  die  Grösse  mg^ 
und  die  Richtung  des  Erdradius  nach  dem  Anfangspunkt  des  Sy- 
stemes  P,  H,  ^,  letztere  die  Grösse  mx'r  und  die  Richtung  des 
Lothes  auf  die  Z-Axe  durch  jenen  Anfangspunkt,  d.  h.  diejenige 
der  F'Axe,  Setzen  wir  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (51)  ein 
und  behalten  die  Bezeichnung  P,  H,  2  für  die  Kräfte  anderen  Ur- 
sprunges bei,  so  erhalten  wir  bei  Berücksichtigung  der  Beziehungen 
(49)  das  System 

m  -r^-  =  V  —  mg^  c^s  ß  +  2m  x  —^  +  m  x"  -B  cos  /9, 

(52) 
m  -^^  =  H—  2m  X  -^^ ,     m  -^  =  -^  —  mg^  sin  ß.  — 

Wir  wollen  nun  zunächst  das  Gleichgewicht  des  Massen- 
punktes relativ  zur  Erde  untersuchen.  Die  Bedingung  hierfür  ist 
nach  (31)  das  Verschwinden  der  Beschleunigungen  bei  verschwin- 
denden Geschwindigkeiten,  d.  h.  das  Formelsystem 

Po  =  rn  {g^  —  x*  R)  cos  ß,     7/.  =  0 ,     ^,  =  m  g,  sin  ß.        (52') 

F„  IJ^,  -io  bezeichnen  hierin  die  Komponenten  einer  Kraft  K^,  die 
auf  den  Punkt  ausgeübt  werden  muss,  um  die  aus  Anziehung  und 
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Eotation  resultireuden  Kräfte  zu  zerstören.  K^  ist  somit  entgegen- 
gesetzt gerichtet  und  gleich  dem,  was  wir  gewöhnlich  als  Schwer- 
kraft oder  Gewicht  des  Massenpunktes  bezeichnen,  und  es  gilt 


K^^mg^m  ^{{g,  -  yC  Rf  cos«  ß  +  g:  sin'/9).  (52") 

Das  Gewicht  eines  Massenpunktes  auf  der  rotirenden 
Erde  ist  somit  die  Resultirende  aus  der  Attraction  und  aus 
der  Centrifugalkraft  der  Rotationsbewegung  der  Erde. 

Was  die  Richtung  der  Kraft  Ä«  (und  somit  der  Schwerkraft)  an- 
geht, so  liegt  sie  nach  (52')  in  der  P-5*-Ebene,  d.  h.  in  dem  Meridian, 
und  schliesst  mit  der  P-Axe  einen  Winkel  x  öin,  gegeben  durch 

cos/  =  ^'-'''^  cos /9,     sin/  =  ^'  sin /9.  (53) 

Die  südliche  Abweichung  »V-  der  Schwerkraft  aus  dem 
Erdradius  folgt  hieraus  gegeben  durch 

sin  i9-  =  sin  (/  -  /9)  =  ^^  sin  ß  cos  ß.  (530 

Die  Richtung  der  Schwerkraft,  nicht  die  des  Radiusvector  nach 
dem  Erdmittelpunkt,  bestimmen  wir  in  Wirklichkeit  als  „Loth",  wenn 
wir  mit  einem  Senkel  arbeiten ;  hier  ist  die  Spannung  des  Fadens  die 
Kraft  K„,  welche  dem  Gewicht  des  Massenpunktes  das  Gleichgewicht 
hält.  — 

Wir  wollen  nun  gemäss  Fig.  11  ein  neues  Coordinatensystem 
S,  H,  Z  einführen,  dessen  Z-Axe  in  die  Richtung  des  Senkels  fällt 
—  positiv  nach  unten  gerichtet  — ,  dessen  S-Axe  normal  dazu  nach 
Norden  hin  liegt,  während  die  H-Axc  die  frühere  Lage  behält.  Dies 
System  schliesst  sich  dann  am  ungezwungensten  den  Beobachtungen 
an,  die  über  die  Wirkung  der  Schwere  auf  der  Erdoberfläche  an- 
gestellt werden  können. 

Bei  Benutzung  des  oben  definirten  Winkels  /  gilt  nunmehr: 

-  p  =  |sin/  +  f  cos/,     -  o-  =  -  |cos/+  fsin/,        (53") 
und  auch 

—  I  =  (>sin/  —  o-cos/,     —  ^=  (>cos/  +  rrsin/.         (53'") 

Fasst  man  die  Gleichungen  (52)  mit  den  aus  (53")  sich  ergebenden 
geeigneten  Factoren  zusammen,  nennt  die  Componenten  der  ausser 
der  Schwere  noch  zugelassenen  Kräfte  nach  den  neuen  Axen  S, 
Ily  Z  und  berücksichtigt  die  Werthe  (53),  so  erhält  man  folgendes 
System 
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^  ~dt^  ""  ^^■*'  2mx  -^(|8in>r  +  ?C08;ir),  (54) 

d*^  rr    .  n  dn 

m-^y  =  Z  +  m^r  —  2mx-jyC08;if. 


Dabei  ist  nach  (52") 


g  =  y^;  -  2x*g,Rcos*ß  +  x' R' C08'/9.  (54') 

Auf  diese  Gleichungen  werden  wir  später  zurückgreifen.  — 
Jetzt  wenden  wir  uns  dem  speciellen  Problem  der  freien  Be- 
wegung eines  Massenpunktes  zu,  bei  welchem  andere  Kräfte,  als 
die  Schwere,  nicht  in  Betracht  kommen.  Hier  ist  das  System  (52) 
für  die  Integration  am  bequemsten;  wir  haben  darin  P=  0,  H  =  0, 
-i'  =  0  zu  setzen,  und  können  es  dann  schreiben 


^_^.  -  -  (,'  4-  2x-^      -^  --  -  2x^ 
di'  -      ^  +^*  rf^  '     rf<«  -       ^*  dt' 


(f  (T 


=  -^ 


// 


J 


'^'^  )  (55) 

wobei    g  =  gcosx  =  {go  —  x'Ä)cos/9,    g'=  gsinx  =  ^^oSin/?. 

Die  dritte  Formel  liefert  sogleich 

o"  =  -i/'^  +  at  +  a,;  (55') 

aus  den  beiden  ersten  eliminiren  wir  rj  und  erhalten 

dt'  ^^   dt'      '       dt'  *^  ^^      ^^' 

was  befriedigt  wird  durch  den  Ansatz 

Q  =ih  +  h,Q.o%2xt  +  h^  sin  2x  i.  (55") 

Setzt  man  diesen  Werth  in  die  erste  Gleichung  (55)  ein,  so  erhält 
man  aus  ihr  sogleich 

2x7}  =  g' t  -  2x{b,sm2xt  --  b,cos2xt)  +  c.  (55'") 

Die  Oy  a^,  b,  6,,  6,,  c  sind  die  sechs  Integrationsconstanten  der 
Losung  des  Problemes;  nach  dem  S.  79  über  die  Behandlung  der 
Bewegungsgleichung  Gesagten  ist  unsere  Lösung  hiernach  die  all- 
gemeinste. 

Beginnt  der  Massenpunkt  seine  Bewegung  zur  Zeit  /  =  0  an 
der  Stelle  (>  =  0,  tj  =  0,  a'  =  0  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  relativ 
zur  Erde,  so  bestimmen  sich  die  Constanten  derartig,  dass  resultirt 

e  =  -^^.(l-cos2xO,     7y  =  |'^^— -^,sin2x/,     (7  =  --^/'^'.     (56) 

Wir  wollen  nun  berücksichtigen,  dass  bei  dem  von  uns  voraus- 
gesetzten Problem  des  freien  Falles,  wo  es  sich  um  Fallzeiten  von 
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einigen  Secunden  handelt,  2xt  =  AntjT  wegen  7=  86164  sehr 
klein  neben  Eins  ist,  und  dass  die  trigonometrischen  Functionen 
demgemäss  entwickelt  werden  können.  Bei  Vernachlässigung  von 
(2x/y  neben  Eins  folgt  aus  (56)  höchst  einfach 

Q^-^gt^     V=+\^9t%     (T^-yC.  (56-) 

Da  g'  und  g"  die  beiden  Componenten  der  parallel  der  Z-Axe  statt- 
findenden Beschleunigung  g  sind,  so  ergiebt  sich  nach  (53") 

1  =  0,     n=^\xg't%     ^  =  \gf.  (57) 

Die  Werthe  von  g  und  g  ergeben  sich  aus  (54')  und  (55).  Der 
erstere  lässt  sich  noch  etwas  vereinfachen,  indem  man  berücksichtigt, 
dass  der  Ausdruck  x^Rjg^  in  Wirklichkeit  wegen  i?=  6,37.10®, 
^  =  981  nur  etwa  0,003  beträgt  Verlangt  man  also  keine  über 
0,00001  hinausgehende  Genauigkeit,  so  kann  man  die  in  (54')  für  g 
angegebene  Wurzelgrösse  nach  Potenzen  von  x'H/g^  entwickeln  und 
sich  im  Resultat  auf  das  niedrigste  GUed  beschränken. 

Die  Werthe  von  g  und  g'  lauten  dann 

g==go-  x'Rco&'ß,    /=  {g,  -  x' R) cos/9,  (57-) 

und  unsere  Endformeln  (57)  nehmen  die  Gestalt  an 

1  =  0,     r]^\{go-x'R)xfcosß,     C  ^  \{g,  ^  x'Rcos' ß)f.     (57") 

Da  7;/f  hiemach  eine  Grösse  erster  Ordnung  ist,  so  kann  man 
in  dem  Ausdruck  für  tj  auch  das  Glied  zweiter  Ordnung,  das  von 
dem  2.  Term  in  der  Klammer  herrührt,  mit  x*/?cos'/9,  oder,  was 
auf  dasselbe  herauskommt,  die  ganze  Klammer  mit  g  vertauschen. 
So  resultirt  schliesslich 

1  =  0,     fj=^}gxfcosß,     C  =  \9f.  (57"-) 

wobei  der  Werth  von  g  durch  die  erste  Formel  (57')  gegeben  ist 

Die  im  Vorstehenden  erhaltenen  Resultate  lassen  sich  folgender- 
maassen  formuUren. 

1.  Ein  relativ  zur  Erde  ruhender  Massenpunkt  erleidet  eine 
scheinbare  Kraft,  welche  dem  gemeinhin  als  Schwerkraft  bezeichneten 
entspricht  und  die  Resultirende  ist  aus  der  Attraction  der  Erde  und 
der  Centrifugalkraft  der  Rotation  des  Massenpunktes  mit  der  Erde. 
In  Folge  der  kleinen  Rotationsgeschwindigkeit  ist  diese  Kraft  in  hin- 
reichender Annäherung  dargestellt  durch  den  Ausdruck 

mg  =  m(g^  —  x'  R cos' ß), 

welcher  die  Kraft  der  Attraction  abzüglich  der  ihr  parallelen  Com- 
ponente  der  Centrifugalkraft  darstellt 
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2.  Die  Richtung  der  Schwerkraft  weicht  von  dem  nach  dem 
Erdmittelpunkt  gerichteten  Radius  in  südlicher  Richtung  um  einen 
Winkel  ab,  dessen  Werth  in  der  gleichen  Annäherung  lautet: 

&  =  - — sin  3  cos  8. 
9  ^       ^ 

3.  Zu  der  Schwerkraft  tritt  für  den  Fall  der  Bewegung  des 
Massenpunktes  relativ  zur  Erde  eine  weitere  (scheinbare)  Kraft,  die 
sich  durch  die  Prqjection  der  relativen  Bewegung  auf  die  Aequa- 
torialebene  derartig  bestimmt,  dass  ihre  Richtung  in  jener  Ebene 
und  normal  zu  jener  Bewegung  liegt,  und  ihre  Grösse  gleich  2mx(o 
ist,  falls  (o  die  Geschwindigkeit  jener  Bewegung  ist    . 

4.  Als  Folge  dieser  beiden  Kräfte  ergeben  sich  die  in  (57'") 
enthaltenen  angenäherten  Gesetze  für  den  freien  Fall  auf  rotirender 
EIrde,  die  sich  von  dem  auf  ruhender  Erde  geltenden  insbesondere 
durch  den  jetzt  von  Null  verschiedenen  Werth  von  iy  unterscheiden. 
Nach  letzterem  weicht  ein  frei  fallender  Massenpunkt  auf  der  ganzen 
EIrde  in  östlicher  Richtung  aus  dem  Loth  ab  und  beschreibt  dabei 
eine  Curve,  deren  Gleichung  aus  (57'")  durch  Elimination  der  Zeit 
in  der  Gestalt  gefunden  wird 

9gri'  =  Sx'iTcos'/S.  — 

Beobachtungen  über  die  durcli  die  Theorie  gegebene  östliche  Ab- 
weichung, welche  deren  Resultat  bestätigt  und  dadurch  einen  schönen 
Beweis  für  die  Rotation  der  Erde  erbracht  haben,  sind  zuerst  von 
Benzenbebg  1803  im  Michaelisthurm  in  Hamburg,  1804  in  einem 
Kohlenschacht  bei  Schlebusch  angestellt  (Benzenbero' scher  Fall- 
versuch) und  1831  unter  noch  günstigeren  Umständen  von  Reich 
im  Dreibrüderschacht  bei  Freiberg  wiederholt  worden.  — 

Eine  weitere  interessante  Anwendung  gestatten  unsere  Formeln 
auf  die  Bestimmung  der  Ablenkung,  welche  eine  abgefeuerte  Ge- 
schützkugel durch  die  Erdrotation  scheinbar  erleidet. 

Lassen  wir  den  Massenpunkt  zur  Zeit  t  =  0  vom  Coordinaten- 
anfang  ausgehen,  so  gelten  nach  (55')  bis  (55'")  die  Formeln 

ö-  =  —  \g"  f  +  atj     ()  =  —  6,  (1  —  cos  2  X  <)  +  ft,  sin  2  X  t, 
2xfi  =  g't  —  2x{h,sm2xt  +  ^(1  -  cos2xO), 

die    bei  Vernachlässigung    der  Glieder   schon    zweiter   Ordnung   in 
Bezug  auf  2xt  übergehen  in 

(7=  —\9't*  +  at,     ()  =  -  2b,xU'  +  2b,xt, 
1/  =  ^'-  2b,xt^2b,xU\ 

2  X 
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Für  das  Coordinatensystem  ä,  H,  Z  folgt  hieraus  nach  (53'") 
I  =  —  (2ft,xsm/  —  acos/)<  —  (^/'cos/  —  2ft,  x'sin/)^*, 

J=  —  (2  6,xco8/  +  aünx)t  +li/'8in/  +  2fe,x'cos/)i*. 

Sind  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  nach  den  Axen 
Sj  H,  Z  zur  Zeit  t  =  0  resp.  gleich  |',  ly',  ^,  so  folgen  für  die  Con- 
stanten a,  fe„  Ä,  die  Werthe 

a  =  |'cos/- ^sin/, 
^^'^""  2x  "^^''     2fe,x=  -|'sin/-^co8/. 

Berücksichtigt  man  noch  die  in  (55)  angegebene  Bedeutung  von 
g   und  g'\  so  nehmen  hiernach  |,  7j,  l,  folgende  Werthe  an: 

I  =  I' ^  -  7;' X ^' sin ;^ ,     f]  =  v' t  +  x(^ siaz  +  ^ cosx)f, 

Die  mit  x  proportionalen  Glieder  in  |  und  rj  geben  die  in  erster 
Linie  wesentlichen  horizontalen  Abweichungen  in  Folge  der  Erd- 
rotation an.  Innerhalb  der  hier  benutzten  Annäherung  darf  in 
ihnen  nach  (53')  /  mit  der  geographischen  Breite  ß  vertauscht  werden. 

Wir  bemerken,  dass  auf  der  nördlichen  Halbkugel  0^  >  0)  ein 
Schuss  nach  iVorden  (§'  >  0)  östlich,  einer  nach  Süden  (|'  <  0)  westlich, 
einer  nach  Osten  (rj'  >  0)  südlich,  einer  nach  Westen  (17'  <  0)  nörd- 
lich abgelenkt  wird. 

§  9.   Bedingte  Bewegung;  feste  oder  bewegte  Oberflächen  und 
Curven;  Beispiele;  Gleichgewichtsbedingungen. 

unter  bedingter  Bewegung  eines  Punktes  verstehen  wir  eine  solche, 
die  ausser  durch  direct  gegebene  Kräfte  noch  durch  Gleichungen  für 
seine  Coordinaten  bestimmt  ist.  Für  nur  einen  Massenpunkt  kommen 
in  erster  Linie  die  Fälle  in  Betracht,  dass  derselbe  gezwungen 
ist,  bei  seiner  Bewegung  auf  einer  festen  oder  bewegten 
stetig  gekrümmten  Oberfläche  oder  Curve  zu  bleiben.  An- 
dere Fälle  werden  wir  gelegentlich  der  Behandlung  der  Central- 
kräfte  besprechen. 

Wenn  in  Folge  der  gegebenen  Bedingungen  der  Massenpunkt 
sich  anders  bewegt,  als  die  direct  gegebenen  Kräfte  verlangen,  so 
müssen  wir  daraus  schliessen,  dass  mit  den  Bedingungen  die  Wirk- 
samkeit noch  anderer  Kräfte  (Reactionskräfte  der  Bedingungen)  an- 
genommen und   eingeführt  ist,  deren  Gesetze  aus  ihren  in  diesen 
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Bedingungen  ausgedrückten  Wirkungen  indirect  gefunden  werden 
müssen.  Denn  jede  Ursache  der  Aenderung  einer  Bewegung  ist 
nach  unserer  Vorstellung  eine  Kraft. 

Nach  diesem  Princip  verfahren  wir  in  den  folgenden  einfachen, 
wie  auch  in  allen  complicirten  Fällen. 

1.  Sei  ein  Massenpunkt  m  gezwungen,  auf  einer  festen  Ober- 
fläche zu  bleiben,  so  kann  das  nach  unserer  Vorstellung  nur  dadurch 
erreicht  werden,  dass  die  Oberfläche  eine  Kraft  K'  auf  ihn  ausübt, 
die  in  jedem  Augenblick  genügt,  die  ihn  hinwegtreibenden  Kräfte  auf- 
zuheben, die  der  Resultante  von  jenen  also  entgegengesetzt  gerichtet 
und  gleich  sein  muss. 

Wir  nennen  die  Kraft  K\  indem  wir  sie  von  der  Fläche  auf 
den  Massenpunkt  ausgeübt  denken,  die  Reactionskraft  der  Ober- 
fläche, die  von  ihr  aufgehobene  entgegengesetzt  gerichtete  Kraft 
aber  den  Druck  des  Massenpunktes  gegen  die  Oberfläche, 
weil  sie  die  Gewalt  angiebt,  mit  welcher  der  Punkt  die  Oberfläche 
zu  durchbrechen  strebt 

Seien  die  Componenten  von  K'  gleich  X\  Y\  Z',  die  Compo- 
nenten  der  vollständig  gegebenen  Kräfte  aber  A"^  Y"^,  Z^  so  werden 
wir  die  Bewegungsgleich uugen  in  der  Form  ansetzen: 


und  müssen  A',   Y\  Z'  so  bestimmen,  dass  die  Coordinaten  x,  ?/,  x 
zu  jeder  Zeit  der  Gleichung  der  Oberfläche,  welche  in  der  Form 

(p{x,y,z)  =  0 

gegeben  sein  mag,  genügen. 

Die  nähere  Ueberlegung  zeigt  aber,  dass  in  dieser  Form  die 
Aufgabe  noch  nicht  bestimmt  ist;  denn  die  Anzahl  der  Gleichungen 
betragt  vier,  die  Anzahl  der  Unbekannten  aber  sechs,  nämlich  x,  y, 
;r,  X\  T,  Z\  Das  Gleiche  giebt  auch  eine  einfache  physikalische 
Betrachtung;  denn  zerlegen  wir  die  Kraft  K'  an  der  Stelle,  wo  der 
Massenpunkt  sich  befindet,  iri  eine  Componente  normal  und  eine 
tangential  zur  Oberfläche,  so  kann  die  letztere  an  der  betrachteten 
Stelle  keine  Bewegung  aus  der  Oberfläche  heraus  veranlassen 
und  also  auch  keine  verhindern.  Diese  Componente  bleibt  daher 
durch  die  bisherigen  Festsetzungen  unberührt.  Wir  wollen  deshalb 
zu  ihnen  noch  die  specielle  Annahme  hinzufügen,  dass  eine 
tangentiale  Einwirkung  seitens  der  festen  Oberfläche  auf 
den  Massenpunkt  überhaupt  nicht  ausgeübt  wird;  in  diesem 
Falle  bezeichnen  wir  die  Oberfläche  als  reibungslos. 


92  Mechanik  materieller  Punkte. 

Nehmen  wir  sonach  die  Einwirkung  der  OberHäche  normal 
gegen  das  Flächenelement,  auf  welchem  sich  der  Massenpunkt  be- 
findet, gerichtet  an  und  vertauschen  demgemäss  Ä"  mit  der  Bezeich- 
nung A^,  die  Componenten  X'  mit  Ncos{XjX)  u.  s.  f.,  so  haben  wir 
als  Bewegungsgleichungen  die  folgenden: 

m  — *  =  ^Zf^  +  Nco8{N,z),     (p{xyy,z)  =  0; 

den  vier  Unbekannten  Xy  y,  x,  N  entsprechen  vier  Gleichungen  — 
das  Problem  ist  also  jetzt  vollkommen  bestimmt. 

Bei  dieser  Darstellungsweise  ist,  gemäss  dem  S.  14  allgemein 
Bemerkten,  iVals  absolute  Grösse  betrachtet  Meistens  ist  es 
indessen  vortheilhafter,  der  Normalen  n  auf  der  OberHäche  einen 
Richtungssinn  beizulegen  und  N  als  die  Componente  der  Reactions- 
kraft  K'  der  Fläche  nach  der  Richtung  von  n  aufzufassen.  Dann  ist 
N  positiv,  wenn  K'  mit  +  n,  negativ,  wenn  K'  mit  —  n  parallel  ist 
Hier  wird  man  dann  statt  des  obigen  Systemes  das  folgende  be- 
nutzen: 

m-^^  :SX^  +  iVcos  (n,  x),       ^-A  =  ^'  ^a  +  ^^^s  (n,  y), 
m  ^-^.,  =  -2" Z^  +  .Ycos  (w,  z),       ff  {x, y,  x)  =  0. 

Eine  solche  Betrachtungsweise  entspricht  durchaus  den  Formeln 
der  analytischen  Geometrie.  Denn  die  durcli  (p  (j-,  //,  z)  =  0  gegebene 
Fläche  scheidet  ein  Bereich,  für  welches  <p{x,yjz)<0  ist,  von 
einem,  wo  <p{x,  ?/,  x)  >  0  gilt;  sie  besitzt  also  nach  dieser  Darstellung 
eine  positive  und  eine  negative  Seite,  und  die  Formeln  für  die 
Richtungscosinus  ihrer  Normalen  n 

cos{n,x)  =  ^^/©(H    cos(n,t/)=  l^/öCy),    cos(«,^)  =  g|/0(9), 
wobei  (58') 

ist,  ertheilen  demjenigen  Richtungssinn  das  positive  Vorzeichen,  der  von 
der  negativen  Seite  ((f  <  0)  der  Oberfläche  zur  positiven  (y  >  0)  führt 
Benutzt   man    die    vorstehenden   Werthe  der   Richtungscosinus 
von  w,  so  nehmen  die  Gleichungen  (58)  die  Gestalt  an 
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während  man  aus  der  Bedingung  (p{x,  y,  z)  =  0  durch  Dififerentiation 
nach  i  erhält 


dqp  dx       dq>  dy       d^  dx  ^  ^    

Fxdl'^dl/dt'^eixdt'' 


Dass  eine  normal  zur  Oberfläche  wirkende  Beactionskraft  auf 
die  Bewegung  in  der  Oberfläche  keinen  Eindruck  hat,  ist  übrigens 
schon  durch  den  ersten  der  S.  52  ausgesprochenen  allgemeinen  Sätze 
bewiesen,  welcher  aussagte,  dass  die  Beschleunigungscomponente  nach 
der  Bahn  multiplicirt  mit  der  Masse  des  bewegten  Punktes  der 
Tangentialcomponente  der  wirkenden  Kraft  gleich  ist.  Die  angenom- 
mene Reaction  der  Bahn  liefert  eine  solche  Componente  nicht,  sie 
influirt  also  auch  nicht  auf  die  Grösse  der  Geschwindigkeit. 

Die  beiden  anderen  Sätze  von  S.  52  nehmen  unter  Rücksicht 
auf  die  Componenten  der  Reaction  nach  der  Haupt-  und  Binormale 
der  Bahn  leicht  angebbare  Formen  an;  sie  gewinnen  besonderes 
Interesse  in  dem  speciellen  Falle,  dass  äussere  Kräfte  fehlen^  der 
Massenpunkt  also  mit  einer  Anfangsgeschwindigkeit  auf  der  Ober- 
fläche sich  selbst  überlassen  ist  Denn  da  die  Componente  nach  der 
Binormale  der  Bahn  ver^hwinden  muss,  die  einzig  wirkende  Kraft 
aber  normal  zur  Oberfläche  liegt,  so  muss  die  Hauptnormale  der 
Bahncurve  überall  mit  der  Normalen  der  Oberfläche  zusammen- 
fallen, —  d.  h.,  die  Bahn  muss  auf  der  Oberfläche  eine  sogenannte 
geodätische  Linie  bilden.  Die  Grösse  der  Reaction,  imd  demgemäss 
der  Druck  des  Massenpunktes  gegen  die  Oberfläche  ist  dabei  identisch 
mit  der  Centrifugalkraft  des  Punktes;  die  Grösse  seiner  Geschwindig- 
keit ist  hier  nach  dem  ersten  Satze  constant 

Während  im  Vorstehenden  angenommen  wurde,  dass  der  Massen- 
punkt vollständig  an  die  Oberfläche  gebunden  ist,  wird  ihm  in 
Wirklichkeit  meist  die  Ausweichung  nur  nach  einer  Seite  behindert, 
nach  der  anderen  aber  gestattet  sein.  Dies  drückt  sich  in  unserer 
AufGEtssung  so  aus,  dass  die  Reactionskrafb  der  Oberfläche  ihre 
Richtung  nicht  wechseln,  sondern  nur  nach  der  einen  Seite  der 
Oberfläche  hin  wirken  kann.  In  unseren  Formeln  (58)  ist  aber 
nach  dem  oben  Gesagten  N  als  die  Componente  der  Reactionskraft 
nach  der  Richtung  der  Normalen  n  aufzufassen,  und  die  Annahme 
constanter  Richtung  der  Reaction  wird  deshalb  hier  identisch  mit 
der  unveränderlichen  Vorzeichens  von  N.  Je  nachdem  also  der 
Massenpunkt  auf  die  Seite,  wo  (p{x,  y,  z)  >  0,  oder  wo  (f'  {x,  y,  x)  <i  0 
ist,  frei  ausweichen  kann,  wird  N  dauernd  negativ  oder  positiv  sein 
müssen,  und  die  Gleichungen  (58)  hören  sogleich  auf  anwendbar  zu 
sein,  sowie  N,  durch  Null  hindurchgehend,  sich  positiven,  resp.  nega- 
tiven Werthen  zuwendet;   von  diesem  Moment  an  sind  sie  mit  den 
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für  einen  freien  Punkt  geltenden  zu  vertauschen,  d.  h.,  es  ist  N  so 
lange  gleich  Null  zu  setzen,  bis  der  Massenpunkt  im  Laufe  der 
nach  diesem  Gesetz  stattfindenden  Bewegung  die  Oberfläche  nach 
der  anderen  Seite  hin  durchbrechen  würde.  In  diesem  Moment 
würde  die  Reactionskraft  der  Oberfläche,  und  zwar  der  Eegel  nach 
als  eine  den  Punkt  zurückschleudernden  Stosskraft,  wieder  in 
Action  treten.  — 

Man  erweitert  die  vorstehenden  Gleichungen  leicht  auf  den 
Fall,  dass  die  Oberfläche  sich  selbst  mit  der  Zeit  irgendwie  bewegt 
Zerlegt  man  ihre  Geschwindigkeit  an  der  Stelle,  wo  sich  der  Massen- 
punkt befindet,  in  eine  Componente  normal,  eine  parallel  zur  Ober- 
fläche, so  kann  diese  letztere  bei  fehlender  Reibung  auf  die  Bewegung 
des  Massenpunktes  nicht  einwirken,  die  erstere  giebt  einen  parallelen 
Zuwachs  zu  derjenigen  Kraft,  die  bei  ruhender  Oberfläche  wirken 
würde;  die  Richtung  der  Reaction  wird  also  in  Folge  hiervon  nicht 
geändert,  und  es  bleiben  auch  die  Gleichungen  (58)  gültig,  mit  der 
einzigen  Ausnahme,  dass  die  Gleichung  der  Oberfläche  jetzt  die 
Zeit  enthält  Die  cos  (n,  rr),  cos  (n,  y),  cos  («,  z)  bestimmen  sich  dabei 
durch  (58')  ganz  ebenso,  als  wenn  t  ein  censtanter  Parameter  wäre. 

Es  mag  hervorgehoben  werden,  dass,  wenn  die  Oberfläche  sich 
bewegt,  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  des  Massenpunktes  natür- 
lich nicht  in  die  Tangentialebene  an  der  Oberfläche  an  seinem 
augenblicklichen  Ort  fallen  kann.  In  der  That,  wenn  die  Gleichung 
der  Oberfläche  in  der  Gestalt  (p{x,y,  z,  t)  =  i)  gegeben  ist,  so  liefert 
sie  durch  Diff'erentiation  nach  der  Zeit 

d (f    dx         d <p    dy         d q)    dx         d <p  ^ 

dx  ~dt   "^  "ö7  "är  "*"  Ix  ~dT  '^  ~d~t  " 

Dividirt  man  diese  Gleichung  durch  V0{q>),  wo  0{(f')  die  in  (58') 
auftretende  Function  und  V  die  Geschwindigkeit  des  Massenpunktes 
bezeichnet,  so  ergiebt  sich 

was  die  gemachte  Bemerkung  bestätigt  und  zugleich  quantitativ 
ergänzt 

Die  vorstehenden  Entwickelungen  gestatten  noch  andere  inter- 
essante Erweiterungen.  Soll  die  ruhende  Oberfläche  (f'{x,y,  z)  =  0 
den  geometrisclien  Ort  des  Massenpunktes  zu  jeder  Zeit  bilden, 
so  unterliegt  seine  Bewegung  nach  dem  Obigen  der  Bedingung 

ö<jp    dx         d  q>    dy         d (p    dx  ^ 

~dx   ~dl  "^  ~dy   ~dt   '^  ~d~x    ~di   ^     ' 
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welche  seine  Geschwindigkeit  an  die  Richtungen  senkrecht  zur 
Normalen  n  bindet  Eine  ähnliche,  nur  allgemeinere  Bedeutung 
besitzt  die  Bedingung 

^Ä  +  ^4f  +  ^47-  =  0,  (58") 

in  der  A,  B,  C  beliebige  Functionen  der  Coordinaten  und  auch  der 
Zeit  bezeichnen. 

Betrachtet  man  nämlich  A,  B,  G  als  Componenten  eines  Vectors  /?, 
der  hiemach  zu  jeder  Zeit  für  jede  Stelle  vorgeschrieben  ist,  so 
bindet  diese  Bedingung  den  Massenpunkt  in  jedem  Moment  an  ein 
zu  R  normales  Flächenelement  Der  Unterschied  gegen  die  vorige 
Bedingung  liegt  nur  darin,  dass  die  neue  sich  nicht  durch  Inte- 
gration auf  die  Form  (f>  {x,  y^  x)  =  0  zurückfuhren  lässt 

Es  ist  klar,  dass  auch  eine  solche  Bedingung,  die  über  die 
Bewegung  in  den  betreffenden  Flächenelementen  nichts  vorschreibt, 
eine  jeden  Moment  normal  zu  diesen  Flächenelementen  wirkende 
Reaction  voraussetzt,  dass  also  die  Beweguugsgleichungen  (58)  hier 
die  Form  annehmen  müssen 


<Px        ^  ^^     ,     NA  d*y         ^^    ,     NB 

(Px        ^^     ^    NC  ^        ^ 

N  stellt  darin  die  Componente  der  Reaction  nach  der  Richtung  des 
Vectors  R  dar. 

Ein  ganz  analoger  üebergang  ist  möglich  von  der  Bedingung 
ff  {x,  y,  z,  i),  die  mit  der  Formel 

d  (p    dx         d  q>    dy         d  q>    dx  d  q>  ^ 

Tx   ~dt   "*"  ~dy   ~dt   "*"  'dx   ~d~t   "^  ~dJ  "~ 

äquivalent  ist,  zu  der  allgemeineren  Bedingung 

in  der  A,  B,  C,  D  beliebige  Functionen  der  Coordinaten  und   der 
Zeit  bezeichnen.  —       ^ 

2.  Ist  der  Massenpunkt  gezwungen,  auf  einer  festen  Curve  zu 
bleiben,  so  werden  wir,  wenn  wir  wiederum  die  Wirkung  der  Reibung 
ausschliessen,  ihren  Einfluss  durch  eine  normal  zum  Curvenelement 
gerichtete  Kraft  zu  erklären  haben.  Bei  einer  Curve  sind  aber  an 
jeder  Stelle  unendlich  viel  Normalen  möglich,  und  es  ist  daher  in 
unserem  Falle  nicht  nur  die  Grösse  der  Reactionskraft,  sondern 
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auch  ihre  Bichtnng  in  der  Normalebene  unbekannt  Beide  Grössen 
drücken  sich  symmetrisch  durch  die  Werthe  der  Componenten  der 
Elraft  nach  zwei  beliebig  in  der  Normalebene  gelegenen  Richtungen 
aus.  Für  diese  Richtungen  bieten  sich  nun  gemäss  der  Sitte,  dass 
in  der  analytischen  Geometrie  eine  Raumcurve  als  die  Schnittlinie 
zweier  Oberflächen  bestimmt  wird,  naturgemäss  die  Richtungen  der 
Normalen  im  Curvenelement  auf  diesen  beiden  Oberflächen  dar, 
welche,  wie  die  Anschauung  zeigt,  in  der  Normalenebene  desselben 
liegen.  Wir  bezeichnen  die  beiden  in  einem  bestimmten  Sinn  positiv 
gerechneten  Richtungen  mit  n'  und  n",  die  ihnen  parallelen  Compo- 
nenten der  Reaction  mit  N'  und  N"  und  haben  deshalb  für  die 
Bewegung  eines  an  eine  feste  Curve  mit  den  Gleichungen  (p\x,y,z)  =  0 
und  (p"(x,y,x)  =  0  gebundenen  Punktes  die  folgenden  Bedingungen: 

m  -r^  =  -2"  X^  +  IST  cos  (w',  x)  -f-  N"  cos  [n\  x) , 

m  ^  =  -2*  Y,  +  i\r  cos«  y)  +  i\r'cos(n",  y),  (59) 

m^^  :SZ^  +  N' cos(n',  z)  +  N" cos (n",  x) , 
<f^^  y>  «)  =  0,     (p"{x,  y,  x)  =  0, 

fünf  Gleichungen  mit  den  fünf  Unbekannten  x,  y,  z,  N\  N", 

Die  letzteren  Gleichungen  specialisirt  man  für  ebene  Curven, 
indem  man  als  die  eine  Oberfläche  die  X  y-Ebene  wählt,  als  die  zweite 
den  geraden  Cylinder  über  der  gegebenen  Bahncurve.     Dann  ist 

cos  (n',  x)  =  0,     cos  {n,  y)  =  0,     cos  (n",  x)  =  0, 

und  es  tritt  an  SteUe  von  y '  (x,  y,x)  =  0  und  <p"  {x,  y,  ^)  =  0 

X,  =  0^     ip{x,y)  =  0. 

Vertauscht  man  noch  N"  und  n'  mit  N  und  ?*,  so  werden  die 
Gleichungen  (59)  jetzt  lauten: 

w  y^  =  ^A',^  +  Ncos{n,x)y 

yj{x,tj)  =  0; 

die  dritte  ^Zh  +  N"=0  giebt  nichts  für  das  Bewegungsproblem. 
Rechnet  man  die  Richtung  des  Bahnelementes  s  gegen  n  wie  Y 
gegen  A',  so  ist 

cos  {n,  x)  =  cos  (s,  y)  =  dy/ds,     cos  {n,  y)  =  —  cos  (ä,  x)  =  —  dxjds, 
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and  man  kann  das  System  (60)  auch  schreiben: 


(60') 

^''  df ^*       ^  ds  ' 

xff  {x,  y)  =  0. 

Die  Verallgemeinerung  der  Gleichungen  (59)  auf  bewegte  feste 
Curven  geschieht  ebenso,  wie  für  die  Oberflächen;  auch  gestatten 
die  S.  95  angestellten  Betrachtungen  in  leicht  erkennbarer  Weise 
die  Uebertragung  auf  den  vorliegenden  Fall.  — 

Für  die  Bewegung  längs  fester  Curven  gewinnen  die  S.  52  aus- 
gesprochenen allgemeinen  Sätze  eine  besondere  Bedeutung;  um  sie 
auf  diesen  Fall  anzuwenden,  müssen  wir,  ebenso  wie  die  gegebenen 
Kräfte,  auch  die  Reactionskraft  nach  den  Richtungen  der  Tangente, 
der  Haupt-  und  der  Binormale  der  Bahncurve  zerlegen;  die  erste 
dieser  Componenten  ist  Null,  die  letzteren  mögen  JV/  und  iV,"  ge- 
nannt werden. 

Man  kann  die  Sätze  demgemäss  folgendermaassen  aussprechen: 

1.  Die  Tangentialcomponente  der  gegebenen  Kräfte  ist  gleich 

dem    Product    aus   Masse    und   Bahnbeschleunigung    des   bewegten 

Punktes, 

P=  MdVjdt. 

2.  Die  Reactionscomponente  parallel  der  Hauptnormale  ist  gleich 
der  Centrifugalkraft,  vermindert  um  die  bezügliche  Componente  der 

gegebenen  Kräfte, 

AV=3/F7p- jv;; 

sind  die  gegebenen  Kräfte  von  der  Geschwindigkeit  unabhängig,  so  lässt 
sich  —  iV,  als  der  negative  Gleichgewichtsdruck  des  Massenpunktes 
gegen  die  Bahn  bezeichnen,  q  ist  positiv  oder  negativ  zu  zählen,  je 
nachdem  die  Richtung,  in  welcher  die  Hauptnormale  positiv  gerechnet 
wird,  nach  der  concaven  oder  der  convexen  Seite  der  Curve  hinweist 

3.  Die  Reactionscomponente  parallel  deir  Binormale  ist  entgegen- 
gesetzt gleich  der  bezüglichen  Componente  der  gegebenen  Elräfte, 

Wirken  keine  gegebenen  Kräfte,  so  nehmen  diese  Sätze  entsprechend 
einfachere  Formen  an,  die  wir  nicht  auszusprechen  brauchen. 

Bei  ebenen  Curven  liegt  die  Hauptnormale  überall  in  deren 
Ebene,  es  kommen  daher  hier  die  ersten  beiden  Sätze  im  Wesent- 
lichen allein  in  Betracht 

W.  YoiuT ,  Mechanik.    Zweite  Aufl.  7 
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1.  Wir  behandeln  als  erstes  Beispiel  die  Bewegung  eines 
Massenpunktes  auf  einer  in  einer  verticalen  Ebene  liegen- 
den festen  Curve  unter  der  Wirkung  der  Schwere. 

Sei  die  F-Axe  positiv  nach  unten,  die  X-Axe  nach  links  ge- 
rechnet und  die  Masse  des  Punktes  mit  m  bezeichnet,  dann  lauten 
die  oben  besprochenen  Sätze: 

(IV 


'"^  di 


^mg-'^/j,     N^m[^+gf^.  (61) 

Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  Vdt^ds,  so  erhält  man 

durch  Integration: 

\V^^C,+gy, 

und  wenn  man  die  Integrationsconstante  C,  durch  die  Annahme  be- 
stimmt, dass  in  der  Tiefe  y^  die  Geschwindigkeit  r=Fo  ist: 

F^=  V:+2g(y^y:).  (61') 

Diese  Formel  spricht  den  Satz  aus,  dass  beliebige  Massen- 
punkte, die  ihre  Bewegungen  unter  der  Wirkung  der 
Schwere  in  gleichen  Höhen  mit  gleich  grossen,  aber  be- 
liebig gerichteten  Geschwindigkeiten  beginnen  und  auf 
ganz  beliebigen,  stetig  gekrümmten  Bahnen  verlaufen, 
weiterhin  in  jedem  Zeitpunkt  Geschwindigkeiten  besitzen, 
die  allein  von  der  gleichzeitig  erreichten  Höhe  abhängen, 
gleiche  Höhen  also  stets  mit  den  gleichen  Geschwindig- 
keiten passiren.  Die  Geschwindigkeiten  nehmen  mit  wachsender 
Höhe  ab  und  verschwinden  für  Massenpunkte,  welche  die  Höhe 

2/^  =  2/0-  V:i2g  (61") 

erreichen.  Hier  kehren  die  Massenpunkte  im  Allgemeinen  um;  er- 
reichen sie  bei  der  weiteren  Bewegung  die  Höhe  y""  an  einer  anderen 
Stelle  der  Bahn  nochmals,  so  findet  dort  Gleiches  statt,  und  es  ent- 
wickelt sich  eine  periodische  Oscillation  zwischen  den  beiden  Null- 
stellen der  Geschwindigkeit. 

Da  die  als  Ausgangspunkt  dienende  erste  Gleichung  (61)  nach 
S.  97  auch  für  Bewegungen  auf  festen  räumlichen  Curven,  nach  S.  93 
für  solche  auf  festen  Oberflächen,  und  nach  S.  52  auch  für  freie 
Massenpunkte  gilt,  so  gestattet  der  vorstehende  Satz  die  Anwendung 
auch  auf  diese. 

Setzt  man  den  erhaltenen  Werth  (61')  für  F*  ein,  so  ergiebt 
sich  aus  der  zweiten  Gleichung  (61): 


iV=  m 


(ro'-^2g(y-y,)\  d 


X 
8 


(61'") 
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und  hierdurch  ist,  sowie  die  Bahn  gegeben  ist,  N  vollkommen  für 
jede  Stelle  bestimmt 

Dabei  bedeutet  positives  Vorzeichen,  dass  N  in  der  als  positiv 
eingeführten  Richtung  der  Normalen,  negatives,  dass  es  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  wirkt. 

N  verschvrindet,  wenn 

ist ;  wechselt  es  zugleich  das  Vorzeichen,  so  kehrt  sich  die  Richtung 
des  Druckes  um,  und  der  Massenpunkt  verlässt  die  Bahn,  falls  sie 
nur  nach  einer  Seite  hin  das  Ausweichen  verhindert. 

Ist  die  Bahn  ein  Kreis  mit  dem  Coordinatenanfang  als  Mittel- 
punkt^ und  wird  n  nach  aussen  positiv  gerechnet,  so  ist  q  gleich  dem 
Kreisradius  i^  g  cos  (»,  y)  ^  +  y,  also  wird 

N=^^{l7  +  g{3y^2y:)). 

Ist  Fo  gleich  Null,  also  y^  die  l'iefe  unter  dem  Kreismittelpunkt, 
in  welcher  der  Massenpunkt  umkehren  würde,  so  wechselt  N  sein  Vor- 
zeichen in  einer  Tiefe  y,,  die  dem  einfachen  Gesetz  y,  =  ^y^  folgt. 
Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  dieser  Werth  y,  nur  dann  vom  Punkte 
wirklich  erreicht  wird,  wenn  2/0  <  0  ist,  die  Bewegung  sich  also  über 
mehr  als  den  Halbkreis  erstreckt.  Läuft  also  der  Massenpunkt  auf 
der  Innenseite  einer  kreisförmigen  Rinne  und  erhebt  er  sich  über 
das  Niveau  des  Mittelpunktes,  so  verlässt  er  diese  Rinne  in  der 
Höhe  y»  ==  f  .v©;  ebenso,  wenn  er  auf  der  äusseren  Seite,  bei  y  =  ^^ 
mit  der  Geschwindigkeit  Null  beginnend,  von  oben  herabläuft  — 

um  die  zweite  Integration  auszuführen,  schreiben  wir  Gleichung 
(610  in  Rücksicht  auf 

in  der  Form: 

V  n*  +  2>  iy  -  y.) 
oder 

Das  linksstehende  Integral  ist  ausführbar,  sowie  die  Curve  ge- 
geben ist,  auf  der  die  Bewegung  stattfindet  Das  doppelte  Vorzeichen 
rührt  davon  her,  dass  dieselbe  Curve  in  entgegengesetzten  Richtungen 
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durchlaufen  werden  kann;  es  bestimmt  sich  durch  den  Anfangs- 
zustand und  bleibt  dieser  Bestimmung  gemäss  unverändert,  bis  eine 
Nullstelle  für  die  Geschwindigkeit  erreicht  ist;  hier  geht  die  Wurzel- 
grösse  durch  Null  und  wechselt  dabei  ihr  Zeichen.  — 

Nehmen  wir  als  Bahn  zunächst  eine  Gerade  durch  den  Coordi- 
natenanfang,  die  um  den  Winkel  a  gegen  die  X-Axe  abwärts  geneigt 
ist,  und  rechnen  wir  a  von  oben  nach  unten,  also  n  von  unten 
nach  oben,  so  lauten  die  Formeln  (61): 

m-—  =  mg  sina,     N  ^  mg  cos  cc. 

et  l 

Die  Bewegung  ist  also  gleichförmig  beschleunigt,  wie  beim  senk- 
rechten Wurf;  aber  statt  der  ganzen  Beschleunigung  g  wirkt  nur 
die  Componente  ^sin«  nach  der  Bahnrichtung.     Es  folgt: 

ds 
F=  -jj  ==c,  +  gtsmcc,     s  =  c^  +  cj  +  ^gfsina\ 

war  zur  Zeit  t  =  0  sowohl  s,  als  V  gleich  Null,  so  erhalten  wir  den 
einfachen  „Fall"  auf  der  schiefen  Ebene,  und  es  gilt: 

V=:gtsina,    8=\gfsina,     F*=2^5sina. 

Bezeichnet  S  die  ganze  Länge  der  schiefen  Ebene,  so  ist  ihre 
Höhe  H=  Ssina;  die  letzte  Formel  giebt  also: 

das  heisst  in  Uebereinstimmung  mit  dem  allgemeinen  Satz  {QV):  die 
Endgeschwindigkeit  für  alle  schiefen  Ebenen  gleicher  Höhe 
ist  gleich. 

Bezeichnet  ferner  T  die  ganze  Fallzeit  über  S,  so  giebt  die 
zweite  Formel: 

2S 


rpt  


^  sin  a   ' 


ein  Satz,  der  sich  geometrisch  so  deutet:  alle  Sehnen  eines 
Kreises,  die  im  tiefsten  oder  im  höchsten  Punkte  desselben 
zusammentreffen,  werden  in  der  gleichen  Zeit  durchfallen. 
Diese  Zeit  ist  ersichtlich  dieselbe,  die  zum  freien  Falle  über  den 
verticalen  Durchmesser  gebraucht  wird.  — 

Von  Formel  (62)  machen  wir  eine  Anwendung  auf  die  Be- 
wegung auf  einer  Cycloide;  die  Gleichung  lautet,  wenn  F^  =  0  ge- 
setzt, also  der  Fall  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  betrachtet  wird: 


(62') 
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Hierbei  ist  die  Wurzel  im  Zähler  der  reciproke  Cosinus  des 
Winkels  ß  zwischen  ds  und  der  F-Axe.  Betrachten  wir  nun  die 
Cjcloide  als  durch  das  Rollen  eines  Kreises  vom  Radius  R  unter- 
halb der  horizontalen  X-Axe  entstanden,  und  ist  p  in  Fig.  12  der 
die  Curve  markirende  Punkt,  so  steht  das  Curvenelement  in  p  normal 
zu  der  Sehne  nach  der  Berührungs- 
Btelle  pq  und  fällt  in  die  Richtung 
der  Sehne  pr\  der  Winkel  ß  ist  also 
identisch  mit  dem  in  der  Figur  bei  p 
und  bei  r  mit  ß  bezeichneten,  und  dem- 
gemäss  gilt: 

Q       pr         2R  —  y 
cos ß  =  ^-  = ^  , 

2Ä  pr 

woraus  folgt: 


cos 


Sonach  wird  die  Gleichung  (62'): 


2Äj-y 
"2Ä 


i/:-/ 


ii^,..^  =  c.±t, 


Fig.  12. 


|/(2Ä-y)(y-yo) 

und  y  bleibt  immer  zwischen  yo  und  2R.    Setzt  man  hier: 


y  =  v  + 


2R-hy, 


also     dy  ^  dfj , 


80  erhält  man: 


Jl  i'_    iV___-  =  i/*  aresin  f, ,2'-)  =  C,±t, 


oder  nach  Wiedereinführung  von  y: 


arcsin 


'"  (^s^;:-*)  -  ^■.  ±  '■ 


=  i. 


Beginnt  die  Bewegung  zur  Zeit  <  =  0  auf  der  Höhe  «/«,  so  ist 

für  den  ersten  Theil  der  Bewegung  das  positive  Zeichen  zu  wählen, 

zugleich   bestimmt   sich   die   Constante  C,  =  —  (;r/2)y/?/^,  und  wir 

haben: 

,/ä  r  .    /2y-  2Ä-  yA    ,     n 

1/  —   arcsm  — Vb —    +    . 

Vgl  V       2Ä  -  y,       ;  ^   2 

Da  die  Geschwindigkeiten  eines  schweren  Massenpunktes  in 
gleichen  Höhen  selbst  gleich  sind,  so  werden  auf  Curven,  die  in 
Bezug  auf  die  tiefste  Stelle  symmetrische  Gestalt  haben,  symmetrisch 
liegende  Theile  in  jeder  Richtung  in  gleichen  Zeiten  durchlaufen; 
insbesondere  ist  die  Zeit,  die  gebraucht  wird,  um  von   der  grössten 


102  Mechanik  materieller  Punkte. 

Höhe  die  tiefste  Stelle  zu  erreichen,  gleich  der  zum  Wiederaufsteigen 
zu  jener  Höhe  erforderlichen, 

Hiemach  ergiebt  sich  leicht  die  Dauer  T  einer  sogenannten  ein- 
fachen Schwingung,  d.  h.  des  Laufes  von  y^y^  bis  zum  nächsten 

t/  =  v<>,  für  die  Cycloide  .    _ 

T  ^27iy  R/g,  (62") 

also    unabhängig    von    der   Ausgangsstelle    oder    von    der 

Schwingungsweite. 

Durch  eine  einfache  geometrische  Betrachtung  kann  man  zeigen, 

dass  der  Krümmungsradius  q  der  Cycloide  in  ihrem  tiefsten  Punkte 

gleich   dem   vierfachen  Eadius  des  erzeugenden  Kreises  ist.     Man 

erhält  so  auch: 

T=nfolg.  (62'") 

Diese  Formel  giebt  zugleich  die  Schwingungsdauer  eines  Massen- 
Punktes  auf  einer  Kreislinie  vom  Radius  q  oder  die  eines  Faden- 
pendeis von  der  Länge  q  bei  unendlich  kleiner  Amplitude;  denn 
auf  unendlich  kleinem  Bogen  fällt  der  Krümmungskreis  mit  der 
Cycloide  zusammen.  Auf  die  Bestimmung  der  Schwingungsdauer 
eines  Fadenpendels  bei  endlicher  Amplitude   gehen  wir  später  ein, 

2.  Als  Beispiel  flir  die  Bewegung  auf  einer  ruhenden  Ober- 
fläche nehmen  wir  das  sphärische  Pendel  vor,  d.  h.  die  kleinen 
Schwingungen  eines  schweren  Punktes  in  einer  festen  Kugelfläche. 

Legen  wir  die  Z-Axe  positiv  nach  unten,  den  Nullpunkt  in  das 
Kugelcentrum,  die  Normale  n  nach  aussen  und  bezeichnen  den  Radius 
der  Kugel  mit  L,  so  lauten  die  Gleichungen  (58)  in  unserem  Falle: 

m 

»^  'Ä  =  ^  ^.  (63) 


crx 
dr 

^ 

X 

L 

^v, 

dry 
dt' 

= 

V 
L 

N, 

dt' 

= 

X 

L 

N-\-  7ng, 

U 

= 

x' 

+  y'  +  ^'. 

Eine  erste  integrable  Combination  dieser  Gleichungen  liefert 
hier,  wie  beim  vorigen  Problem,  der  Satz  über  die  Bahnbeschleu- 
nigung, der  nach  S.  98  sogleich  zu  dem  Integrale  führt: 

\V'  =  C,+gx.  (63') 

Eine  zweite  von  N  freie  Combination  erhalten  wir,  indem  wir 
die  erste  Gleichung  (63)  mit  —y,  die  zweite  mit  x  multipliciren  und 
beide  addiren;  dann  folgt: 

d'y  d'x       ^ 
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also  nach  der  Integration: 


X 


~d 


F-^tT  =  ^-  (63") 


Die    Formeln  (63')  und  (63")   sind   die   zwei   ersten    Integrale 
des  Problemes,  die  mit 

x'  +  tf  +  z'=^  L' 

zusammen  den  Ort  des  Punktes  als  Function  der  Zeit  bestimmen. 
Wir  genügen  der  letzten  Gleichung  identisch  und  reduciren  dadurch 
die  Anzahl  der  Unbekannten  von  drei  auf  zwei,  indem  wir  Polar- 
coordinaten  einführen  und  setzen: 

05  =  L sin  «9- cos  ^,     y  =  Lsind-sincp,     z  =^  Lcosd-,      (63'") 

Hierin  entspricht  &  dem  Complement  der  geographischen  Breite,  (p  der 
gegen  die  XZ-Ebene  gerechneten  geographischen  Länge;  letztere  ist 
positiv  gezählt  in  der  Richtung  von  Ost  über  Süd  nach  West 

Es  folgt: 

dx         r  I         Q.  dd^  •     Q.    •         d<p  \ 

—  =  L  (cos  i9- cos ^  —  sin  &  sin (f  -^-\ , 

dy         r  I        <x    •  dx^     ,      .     n  d(f\ 

-  -^  =  L  [cos  IT  sm (p  +  sin  it cos (p  —~\ , 

d  X  r      '       a.    d  it 

dt ^^'""^-JT- 

Das  Einsetzen  dieser  Ausdrücke  in  die  beiden  ersten  Integrale  liefert: 


(4?r+--*(-Är 


(64) 


L'  sin'  &4n-  =  t','. 

dt 

Nun   wollen   wir   die   ersten  Integrationsconstanten  C,    und  (7/ 
bestimmen,  indem  wir  festsetzen,  dass  zur  Zeit  ^  =  0 

.^  =  ^„.  rp  =  o,  'i;  =  o,  -;;•;=  o, 

ist,  d.  h.  also,  dass  das  sphärische  Pendel  in  der  .YZ-Ebene  in  der 
Anfangsamplitude  &o  mit  der  horizontalen  Geschwindigkeit  Leo  sin  &^ 
sich  selbst  überlassen  wird.     Hiernach  wird  gelten: 


4.(")"+"°'*(w)' -"■■'•'••'■■ 

d(p 


=  2^  (cos  «9-  —  cos  iV-J, 

(64') 


dt 


sin'iV-  =  0}  sin' 19-0. 
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Eliminirt  man  mittelst  der  letzten  Gleichung  dtp  j dt  aus  der  ersten, 
so  nimmt  diese  die  Form  an: 

oder  auch 

((f&Y        (coa  &  —  cos  ^„)   (  2g    .   ,  CL  «•so./         <li  q.\\       tu  A*f\ 

-^^1    =  -^^ ^i-»y-         ( -/f  ^^^   '^  -  ^"  S^^  »^0  (^^S  »^  +  ^^^  '^o)  )•      (ß^  ) 

Diese  Formel  zeigt,  dass  dd-jdt  bei  einer  und  derselben  Be- 
wegung nur  von  der  Amplitude  i^-  abhängt  und  auf  drei  Weisen  ver- 
schwindet; erstens  gemäss  den  Anfangsbedingungen  ftlr  i5^  =  iT-o,  aber 
ausserdem  auch  für  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

^/  (1  -  cos*  &)  =  (ü'  sin'  i^,.  (cos  &  +  cos  &,),  (64'") 

die  wir  mit  ß-^  und  {^^  bezeichnen  wollen.    Daher  schreibt  sich  also: 
I -7  - )  =   ,-  .  *^^,  ^  (cos  \h  —  cos  t^o)  (cos  iV-  —  cos  &,)  (cos  &^  —  cos  19-). 

\  d  t  J  L  sin*  \^  ^  '  ^  '  ^  ' 

Nimmt  man  in  (64"')  (o^Lj2g  als  eine  neben  1  kleine  Grösse 
an,  so  erkennt  man,  dass  die  eine  Wurzel  cosi?-»  für  cosi^  nahe 
bei  +1,  die  andere  cosi?*,  nahe  bei  —  1  liegt,  und  zwar  die  erstere 
kleiner  als  +1,  die  letztere  kleiner  als  —1  ist;  es  entspricht  also 
nur  ersterer  ein  reeller  Werth  von  iV-,  und  wir  erhalten  das  Resultat, 
dass,  weil  {dO-jdty  positiv  sein  muss,  &  stets  zwischen  den  zwei 
Grenzwerthen  &^  und  ß-^  hin  und  her  oscilliren  muss.  Da  iV-,  keinen 
reellen  Winkel  darstellt,  wollen  wir  cos  ?9,  =  —c  setzen. 

Wir  erhalten  nunmehr  aus  (64"): 

dt  =  1  A^^ .  __,^^^.^iiL°Ali^__    ^^^ ,       (65) 

V    2(j    y(co8  &  -  cos  &o) (cos  ^,  -  COS  d)  (cos  &  -{■  c) 

also  den  Zusammenhang  zwischen  ß  und  /  durch  ein  elliptisches 
Integral  gegeben.  Ersetzt  man  hierin  dt  gemäss  der  zweiten  For- 
mel (64')  durch  seinen  Werth  sin*  i9-rff)r/«sin*  i^o»  so  bestimmt  sich 
auch  der  Zusammenhang  zwischen  ß  und  qp;  es  ergiebt  sich: 

sin*  ^,d& 


da  =  +  0)  1/ 

^        ~'      V   2q      Sil 


(65') 


2  g      sin  d^y(cos  t^  —  cos  &o)  (cos  t^,  —  cos  xt)  (cos  &  +  c) 

worin  nach  (64'")  auch 

wl/   —  sm  iT„  =       -     -■-~-_^  -.    ist. 

V    2f/  V  cos  ^rt  +  cos  &^ 

Das  Vorzeichen  in  den  Formeln  (65)   und  (65')  bestimmt  sich 
durch  den  Anfangszustand,  ist  dort  nämlich  positiv  oder  negativ  zu 
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wählen,  je  nachdem  0-^  grösser  oder  kleiner  als  «9"o  ist,  ß-  also  an- 
fangs wächst  oder  abnimmt.  Das  so  gewonnene  bleibt  bestehen  bis 
znr  Erreichung  der  Amplitude  i9-,,  dann  verschwindet  die  Wurzel 
und  wechselt  das  Vorzeichen;  ebenso  weiterhin. 

Wir  lassen  nun  eine  angenäherte  Rechnung  eintreten,  indem 
wir  festsetzen,  dass  &^  und  &^  als  klein  von  erster  Ordnung  neben  Eins 
gelten  sollen,  und  dass  Glieder,  die  in  Bezug  auf  sie  von  vierter 
Ordnung  sind,  gegen  1  vernachlässigt  werden  sollen.  Berechnet  man 
demgemäss  die  Wurzeln  von  (64'"),  so  erhält  man: 

cos  i?-,  =  1 J^  sin*  &^.     c  =  +  1. 

Sonach  wird  cos  iV*  +  c  =  2  —  (1  —  cos  &\  wo  das  zweite  Glied  zweiter 
Ordnung  in  Bezug  auf  das  erste  ist;  die  Entwickelung  der  Gleichung 
(65)  innerhalb  der  angegebenen  Genauigkeitsgrenze  giebt  daher  das 
Resultat: 

,    _  _Li/^^ ±  sin  ^  ^  ^ /i    ,     1  -  coa^ 

^Vg      yCcös  &  -  cos  &^)  (cos  &^-  cos  ^)  V  4 

Setzt  man  hierin: 

rx  c.     .       COS  \^o  +  COS  d^.  1  •        n    j  fi  j  >. 

COS  !?•  =  I  H -^         ,     also     —  sin  0  d&  =  rf|, 

so  lautet  das  Integral: 

„  1     /r/*  d?  I  10  -  C08 ».  -  cos »,.         I  \ 

*+^'-+2V  g         //C08 ».  -  c^^ry  --^  l  '    8~"  4  I 

=  :p  i  i/£  j(io  _  cos ,%  -  cos  .%)  arcsin  f '  ^'"^  ^  ^"^  ^^^] 

16  J/'    ^   r  \  cos  ^,  -  cos  6^0  / 

—  y(cos  &,  —  cos  i^-o)*  —  (2  COS  iV"  —  cos  1%  —  cos  &rY  j  • 

Dies  bestimmt  für  jede  Amplitude  tf  die  entsprechende  Zeit. 
Als  Schwingungsdauer  T  (Dauer  einer  einfachen  Schwingung)  wollen 
wir  die  Zeit  bezeichnen,  die  vom  Verlassen  der  Amplitude  i?.,  bis 
zum  ersten  Wiedererreichen  derselben  verläuft;  es  ist  also  ^1\  wie 
man  leicht  erkennt,  die  Zeit  bis  zur  Erreichung  der  Amplitude  «9*,; 
nimmt  man  den  obigen  Ausdruck  zwischen  den  beiden  Grenzen  &„ 
und  i^-,,  so  findet  sich: 

T=  ^|/y  •  (1  +  H«i«*i''^  +  sin'i//0).  (65") 

Für  unendlich  kleine  Amplituden  fällt  die  Formel  mit  der  S.  102 
ftir  das  ebene  Pendel  gegebenen  zusammen. 
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In  derselben  Annäherung  soll  nun  auch  die  Abhängigkeit  zwischen 
19-  und  (p  bestimmt  werden.     Die  Formel  (65')  giebt  hier  zunächst: 

,  ,  sinV^ßSini^,  sinV^rf^ 

)/(C0S  ^0  +  C08  ^J      (1  -  COS  i^)\{\  +  COS  »^)'(C08  tt  -  COS  ^o)(c08  »^  —  COS  d) 

und  durch  Entwickelung: 
<^<3P  =  ±  —   -  -  -^ r (1  +  1(1  —  COSi^ 

2V2(c08^o+COSt'M     (l-C08,I^)|/(c08^-C08i^o)(COS^,-C08^o) 

Setzt  man  wieder  ein: 

cos  .>  =  1+  •=***  *"-t  ""'*-■ , 
SO  erhält  man: 

fr,  jL.  c'^zn  -      **^°  ^"  ^^"  ''^'  - .      f     /  - ^ _- 

Die  Ausfdhrung  der  Integration  ergiebt: 
9)  +  rv  =  ip  —  ^^'^'^  ^±— 1___^  __^  ^  arctang  i  /(r-cos^;)(^^7-c^ 

2  l/(COS  d^o  +  cos  tV,)  l  V(l      C08i^o)(l-C08^,)  (/   (1 -C0S^,)(C08  i^- CO« 

,3  .     /  2co8  iV-  -  cos  ^0  -  cos  ^,  \  1 

+   -arcsm — -^  — '-]}' 

4  \  C08  -Ä^,  —  cos  &0  j  ] 

Wir  bestimmen  den  Zuwachs,  den  tp  erleidet,  während  &  von 
iV-o  bis  i'/^,  geht;  er  ist  demjenigen  gleich,  der  stattfindet,  während 
\h  von  »V^,  wieder  nach  l/*«  gelangt.  Wir  nennen  ihn  \  0;  dann  er- 
giebt sich: 

,g.         __     2  :i  COS  4  tL^o  cos  :ti^ir-     ,     „     .      ,„      .      ,Q.n 

*  =  +  77,-7  =  i  = --^"f?  [1  +  I  Sin  i  '*..  sm  i  .9-,]. 

j  2  (cos  iVo  +  t-08  ^,) 

Dies  ist  aber  innerhalb  der  angegebenen  Genauigkeitsgrenze 
identisch  mit 

0  =  q:  ;r  (1  +  I  sin |/A. sin ^i^-,).  (65'") 

Nach  dieser  Formel  erreicht  der  Massenpunkt  die  ursprüngliche 
Amplitude  &^  nicht  an  der  dem  Ausgangsort  diametral  gegenüber- 
liegenden Stelle,  sondern  beschreibt  auf  diesem  Wege  um  den  tiefsten 
Punkt  stets  einen  grösseren  Winkel,  als  ;r.  Daraus  folgt,  dass  seine 
Bahn  keine  geschlossene  ist,  sondern,  projicirt  auf  die  XF- Ebene, 
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etwa  in  der  in  Fig.  13  verzeichneten  Weise  verläuft,  entfernt  ähn- 
lich einer  Ellipse,  die,  während  sie  durchlaufen  wird,  sich  mit  gleich- 
förmiger Greschwindigkeit  um  ihr  Centrum  dreht  Die  Drehung  ver- 
schwindet nur  dann,  wenn  eine  der  Grenzamplituden  i^-o  oder  &^ 
gleich   Null  ist;  letzteres  findet  statt,  wenn  die  Bewegung  aus  der 


Flg.  13. 

Amplitude  &^  ohne  seitliche  Anfangsgeschwindigkeit  beginnt,  also  (o 
gleich  Null  ist. 

Die  hier  gefundene  Erscheinung  hat  ein  gewisses  praktisches 
Interesse.  Wir  werden  am  Ende  dieses  Abschnittes  die  Theorie  des 
sogenannten  FoüCAüLT'schen  Pendelversuches  geben,  bei  welchem  in 
Folge  der  Rotation  der  Erde  die  Schwingungsebene  eines  ebenen 
Pendels  sich  mit  der  Zeit  scheinbar  ändert.  Wir  sehen  aber,  dass 
auch  auf  ruhender  Erde  eine  ähnliche  Drehung  stets  dann  eintreten 
müsste,  wenn  das  Pendel  nicht  genau  ebene  Schwingungen  ausführte. 
Beträgt  z.B.  die  Amplitude  1^*0  =  5^,  und  findet  eine  seitliche  Ab- 
weichung ij-,  s=  P  statt,  so  dreht  sich  die  Schwingungscurve  schon 
während  10  Doppelschwingungen  um  nahe  2  Grad.  Ist  auch  eine  so 
bedeutende  Abweichung  in  der  Wirklichkeit  beim  FouOAULT'schen 
Versuch  leicht  zu  vermeiden,  so  bildet  doch  der  besprochene  Um- 
stand bei  jenen  Beobachtungen,  die  meist  ein  stundenlanges  Schwingen 
des  Pendels  benutzen,  eine  sehr  wichtige  Fehlerquelle.  — 
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Sind  die  Amplituden  \%  und  &i  so  klein,  dass  schon  ihre 
Quadrate  neben  Eins  zu  vernachlässigen  sind,  so  wird  nach  (65''') 
0  =  zf  Tif  die  Bahn  ist  also  eine  geschlossene;  ihre  Gleichung  folgt 
aus  der  ersten  Formel  (65')  bei  Rücksicht  auf  die  durch  die  zweite 
gelieferte  Beziehung  a}YLj2g  =  &jIi%  in  der  Form 

Setzt  man  hierin  \[iV  +  ^V)  =  ^,  i('V-  ^r")  ==  S  und  ,r  =  a  -  i/, 
so  resultirt 

^,  ^0  d'i 


drp  =4- 


und  durch  Integration 


2(cr-i7)Vi5^- V 


(f  +  C  =  ± 


Vc 


^arctgl/^-^p:^==±arctg^lA^ 


Die  Integrationsconstante  C  ist   unwesentlich  und  mag  gleich 
Null  gesetzt  werden.     Dann  ergiebt  sich 


oder 


v^*  sin*  9>     i^   ^'  ^OH*  (jp   __  1 


Erweitert  man  die  Glieder  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung 
durch  U  und  bedenkt,  dass  bei  der  angenommenen  Kleinheit  von  1^ 
die  Formeln  (63'")  die  Gestalt  annehmen: 

so  erhält  man  als  Bahncurve 
eine  Ellipse  in  der  Ebene  x  =  L 
von  der  Gleichung 


^r 


— «    T -; 

^0"         r. 


=  1, 


wobei  r^  =^  L &^,  r^  =  LO^  ist 
3.  Um  einen  einfachen  Fall 
für  die  Bewegung  auf  be- 
wegter starrer  Bahn  in  der 
Ebene  zu  behandeln,  nehmen 
wir  an,  eine  starre  Linie  rotire 
in  einer  verticalen  Ebene  mit 
gleichförmiger  Geschwindigkeit 

um    einen   ihrer  Punkte   und  auf  ihr  gleite  ein  schwerer  Massen- 

punkt. 


Fig.  14. 
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Der  Drehpunkt  sei  der  Coordinatenanfang,  der  Winkel  der 
Geraden  gegen  die  X-Axe  sei  xft  =  xL  Dann  lauten  die  Gleichungen 
(60),  falls  kurz  Njm  ^  n  gesetzt  wird: 

(P  X  •  (P  t/ 

— —  =  —  nsin  w,        ■  •   =  —  g  +  n  cos  w, 

dt*  ^'      dt-  ^   *  ^'  fßQ\ 

y  cos  xfß  =  X  simp  j     \p=zxi, 

Integrable  Combinationen  zu  finden,  beachten  wir,  dass  aus 

r  =  x cos rp  -{-  ysinxfj 

und  aus  der  Gleichung  der  Geraden 

0  =  xsin^p  —  y  cos  xp      folgt: 

dr         dx  ,    dy    .  .^       dx    .  dy 

dl  =  dl  ^^'  'f  +  7/7  '*°  '^'  0  =  ^ sin  t/;  -  ^ cos  t//  +  xr , 

tpr        d'x  ,     ,    d^y    '  .      .         n       iPx   .  (Py  ,   c^     dr 

Hiemach  erhält  man  durch  Zusammenfassen  der  Gleichungen  (66) 
mit  den  Factoren  cost/;,  sini/;  und  sini//,  —  cosi/^  folgende  Combi- 
nationen: 

fP  y  äff 

,  5  =  xV  —  ^ sin X /,     —  2x -y-  =  —  n  +  g cos x t ,         (66') 

die  erste  zur  Bestimmung  von  r,  die  zweite  von  n.  Die  erste 
Gleichung  hat  eine  einfache  Bedeutung;  sie  giebt  die  Beschleunigung 
in  der  Bahn  gleich  der  Tangentialcomponente  der  Schwerebe- 
schleunigung plus  der  Centrifugalbeschleunigung;  dies  stimmt  über- 
ein mit  den  S.  84  abgeleiteten  Besultaten. 

Differentiirt  man  die  erste  Formel  zweimal  nach  t  und  addirt 
zum  Resultat  dieselbe  mit  x*  multiplicirte  Gleichung,  so  gelangt 
man  zu: 

Setzt  man  hierin  r  =  e'i^j  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  q 
die  Gleichung: 

r/  -  X*  =  0,        d.   h.   [q'  -  x') {q'  +  x')  =  0, 


und  demgemäss  vier  Wurzeln   ±  x,    ±x]r^l.     Hiernach  ist  die 
allgemeine  Lösung  der  Gleichung  (66"); 

r  =  ae"'  -f-  he"*"^  +  ccosx/  +  rfsinx^ 

Führt  man  diesen  Werth  in  die  erste  Gleichung  (66')  ein,  so 
bestimmen  sich  zwei  von  den  vier  Constanten  a,  h,  c,  d,  denn  es 
findet  sich  c  =  0,  rf  =  ^/2x';  hiemach  wird  die  vollständige  —  zwei 
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Integrationsconstanten  a  und  b  enthaltende  —  Lösung  unseres 
Problemes: 

r  =  ae**'  +  be-"*^  +  ß-sinxt. 

2  X 

Der  Werth  von  n  folgt  durch  Einfügen  dieses  Resultates  in  die 
zweite  Gleichung  (66')  zu 

n  =  2^cosx/  +  2x*(ae*''  —  ^/c""'); 

er  hat  geringeres  Interesse. 

Der  einfachste  Fall  der  im  Vorstehenden  erhaltenen  Bewegung 

ist  der,  dass  in  Folge  der  Anfangsbedingungen  a  und  h  verschwindet 

Dies  kann  dadurch  erreicht  werden,  dass  dem  Massenpunkt  zu  einer 

Zeit  /  =  0,  wo  die  starre  Linie  horizontal  liegt,  im  Drehpunkt  die 

positive  Geschwindigkeit  ^/2x  ertheilt  wird,  oder  dass  er  zur  Zeit 

t=  ±:  7il2x,  wo  die  starre  Linie  vertical  steht,  in  der  Entfernung 

±,gj2x*  seine  Bewegung  aus  der  Ruhe  beginnt.    Er  beschreibt  dann 

eine  Bahn,  deren  Gleichung  sogleich   in  Polarcoordinaten  gegeben 

ist  durch 

_  ^siny/ 

2  X 

d.  h.  einen  Kreis  vom  Durchmesser  gl2x\  der  von  der  F-Axe  halbirt 
wird  und  die  X-Axe  von  oben  tangirt.  Der  Druck  N^n.mj  den 
in  diesem  Falle  die  Bahn  ausübt,  ist  gleich  2m^cosx^,  d.  h.  gleich 
der  doppelten  Normalcomponente  des  Gewichtes  des  Punktes,  —  ein 
Maximum  im  Drehpunkt,  Null  bei  der  grössten  Elongation. 

Ist  durch  die  Anfangsbedingungen  nur  a  zum  Verschwinden 
gebracht,  so  nähert  sich  die  Bewegung  immer  mehr  jener  Kreisform 
und  geht  nach  unendlich  langer  Zeit  in  dieselbe  über;  ist  nur  b 
gleich  Null,  so  entfernt  sie  sich  je  mehr  und  mehr  davon;  die  be- 
züglichen beiden  Bahnen  haben  übereinstimmend  spiraligen  Charakter, 
werden  aber  in  entgegengesetzter  Richtung  —  das  eine  Mal  von 
aussen,  das  andere  von  innen  her  —  durchlaufen. 

Ist  a  und  b  von  Null  verschieden,  so  nähert  sich  die  spiralige 
Bahn  von  Unendlich  her  dem  Kreise  und  entfernt  sich  vrieder  in's 
Unendliche.  — 

Bei  dem  vorstehend  behandelten  Beispiel  bewegte  sich  die  Bahn 
ohne  Gestaltänderung,  etwa  wie  eine  aus  einem  starren  Material  her- 
gestellte Rinne.  Es  können  aber  in  Wirklichkeit  auch  Fälle  vor- 
kommen, bei  denen  die  Bewegung  der  Bahn  in  einer  Aenderung 
der  Gestalt  besteht    Das  folgende  Problem  liefert  hierfür  ein  Beispiel. 

4.  Ein  Massenpunkt  sei  an  einem  Faden  befestigt,  der  im 
Coordinatenanfangspunkt    durch    einen   Ring    gezogen   ist   und   mit 
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gleichförmiger  Geschwindigkeit  c  durch  ihn  hindurchgleitet  Da 
nach  Symmetrie  der  Punkt  in  der  Ebene  bleiben  muss,  welche  zur 
Zeit  des  Beginns  der  Bewegung  den  Faden  und  die  Geschwindig- 
keit des  Punktes  enthält,  so  ist  die  Aufgabe  nur  eine  Einkleidung 
des  Problemes  der  Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  Kreis- 
bahn von  gleichförmig  wachsendem  (c  >  0)  oder  abnehmen- 
dem (c  <  0)  Radius.  Da  die  Kraft,  welche  der  Faden  ausübt, 
nach  dem  Coordinatenanfangspunkt  gerichtet  sein  muss,  so  macht 
die  gewählte  Einkleidung  zugleich  anschaulich ,  dass  die  ßeaction 
einer  reibungslosen  Bahn  auch  bei  beliebig  vorgeschriebener  Ver- 
änderung derselben  normal  zum  Bahnelement  wirken  muss. 

Findet  die  Bewegung  in  der  ZT- Ebene  statt,  und  benutzen 
wir,  wie  auf  S.  56,  Polarcoordinaten  r  und  tp^  so  können  wir  von  den 
Gleichungen  (30")  in  der  Form  ausgehen 

*-"(^-v)'       '>-'77"  +  "-''  <»') 

wobei 

n  ^  drjdt,     a  =  rd(fldt 

ist,  und  N  die  vom  Coordinatenanfang  hinweg  positiv  gerechnete 
Beactionskraft  des  Fadens  bezeichnet. 

Die  Combination  der  zweiten  und  der  dritten  dieser  Gleichungen 
liefert  sogleich 

d(T  dr 

a  r 

woraus  bei  Einführung  der  Integrationsconstanten  G 

C 

(T  =   — 

r 

folgt.  Bezeichnet  für  die  Zeit  <  =  0  r.»  den  Abstand,  (t.>  die  zum 
Eadius  normale  Geschwindigkeit  des  Punktes,  so  ist 

(TT  =  0-0^,  (67') 

was  einen  einfachen  Satz  enthält.  Für  A^  liefert  gleichzeitig  die 
erste  Formel  (67)  den  Werth 

,V=  ^ni^p^^  (67") 

Für  die  zweite  Integration  ist  in  (67')  der  durch  die  letzte 
Gleichung  (67)  gelieferte  Ausdruck  für  (t  zu  benutzen  und  darin 
gemäss  der  Annahme,  dass  drjdi  constant  gleich  c  ist,  (//  durch 
ärfc  zu  ersetzen,  wodurch  residtirt 

fifr  -  ^'>'*<»   ^^• 
a  (t  = — ;-  ^ 
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bei  Einführung  einer  zweiten  Integrationsconstanten  C  erhält  man 
hieraus  die  Gleichung  der  Bahn  des  Punktes  in  der  Form 

ff  =  C  -''''''. 

V  ist  nach  S.  59  eine  unwesentliche  Constante;  rechnet  man 
ff)  von  dem  Radius  aus,  der  den  Punkt  zur  Zeit  i  =  0  enthielt^ 
so  wird 

y  =  -r(''>-)-  (6n 

Die  Bahncurve  ist  eine  sogenannte   hyperbolische   Spirale. 

5.  Ein  in  mehrfacher  Hinsicht  interessantes  Beispiel  für  die 
Bewegung  eines  Massenpunktes  auf  einer  ihrerseits  bewegten  starren 
Oberfläche  bietet  das  FoucAULT'sche  Pendel,  d.  h.  die  Oscilla- 
tion  eines  schweren  Punktes  in  einer  mit  der  Erde  rotirenden  Kugel- 
fläche. Wir  behandeln  das  Problem  unter  der  Voraussetzung  so 
kleiner  Amplituden,  dass  deren  Quadrat  neben  der  Einheit  vernach- 
lässigt werden  kann. 

Die  Grundgleichungen  dieses  Problemes  folgen  aus  dem  System 
(54),  wenn  man  darin  für  die  Eraftcomponenten  E,  H,  Z  parallel 
dem  mit  der  Beobachtungsstelle  rotirenden  Coordinatensystem  die 
Componenten  der  Reaction  JV  der  Kugelfläche  einführt  Bezeichnet 
wieder  L  den  Kugelradius,  wird  kurz  N/m  =  n  gesetzt  und  nach 
aussen  positiv  gerechnet,  so  erhalten  wir  hiemach  die  Gleichungen 

dt-  =  L«-2^rf'^'"^' 


dp 


=  i"+2x(-28in;^  +  4|co8;,),  (68) 

^'  =  r  +  v'  +  r. 

Die  Eingangs  gemachte  Beschränkung  auf  kleine  Amplituden  geht 
dahin,  die  Verhältnisse  |/L  und  97 /L  neben  Eins  als  kleine  Grössen 
erster  Ordnung  zu  betrachten  und  Grössen  zweiter  Ordnung  zu  ver- 
nachlässigen. Gemäss  dem  S.  88  Gesagten  sehen  wir  auch  Rx'/g 
als  klein  von  erster  Ordnung  an.  Da  es  sich  bei  dem  vorliegenden 
Problem  um  sehr  lang  andauernde  Bewegungen  handelt,  so  dürfen 
wir  2x(  nicht  als  klein  betrachten,  dagegen  werden  wir  das  Ver- 
hältniss  xy'2L  jg  als  eine  Grösse  erster  Ordnung  behandeln;  '^2Llg 
ist  nämlich  nach  dem  Fallgesetz  «=  \gt''  die  Zeit  r,  welche  ein 
Massenpunkt   braucht,   um    beim   freien  Fall  die  Pendellänge  "L  zu 
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durchmessen,  also  eine  den  früher  benutzten  Zeiten  t  nahe  liegende 
Zeitdauer. 

Das  Formelsystem  (68)  enthält  neben  den  Grössen  verschiedener 
Ordnung  auch  deren  Differentialquotienten  nach  der  Zeit.  Dies 
macht  die  consequente  Durchführung  der  angenäherten  ßechnuDg 
schwieriger,  und  wir  wollen  demgemäss  die  zur  Anwendung  kommen- 
den Ueberlegungen  etwas  ausführlicher  darstellen. 

Schreiben  wir  zunächst  die  letzte  Gleichung  (68)  in  der  Form 

L*  -  ^  _  L  +  C   L  -  C  _  r  +  1?^ 

so  ergiebt  sie,  dass  bei  unserer  Grundannahme  entweder  {L  +  ^)IL 
oder  (L  —  QjL  von  zweiter  Ordnung  sind.  Da  eine  Bewegung  von 
der  angenommenen  Art  nur  im  unteren  Theil  der  Eugeliläche  statt- 
finden kann,  so  muss  letzteres  gelten,  also  ^jL  bis  auf  eine  Grösse 
zweiter  Ordnung  gleich  Eins  sein. 

Die  Verhältnisse  d{^jL)ldt,  d{rilL)jdt  und  d{^lL)ldt  sind  keine 
reinen  Zahlen,  sondern  reciproke  Zeiten,  also  mit  |/L,  rj/L  und 
^jL  zunächst  nicht  vergleichbar;  wir  können  sie  aber  zu  reinen 
Zahlen  machen  durch  Multiplication  mit  der  oben  eingeführten 
massigen  Zeit  r  =  ^21//^.  Die  Resultate  d^jYi^gdt,  dtil^^Lgdt 
können  wir  dann  mit  einer  gewissen  Wahrscheinlichkeit  als  Grössen 
erster  Ordnung,  d^j^^Lgdt  als  zweiter  Ordnung  betrachten,  —  es 
wird  aber  zu  controliren  sein,  ob  diese  Annahme  auf  keine  Wider- 
sprüche führt.  d'{ilL)lde,  d^(fijL)jdt%  d^{!C,jL)ldf  können  durch  den 
Factor  t'  =  2L/^  zu  reinen  Zahlen  gemacht  werden,  und  wir  werden 
die  Resultate  2d^^lgdf,  2d^rijgdf  bis  auf  weiteres  als  Grössen 
erster,  2^^lgdf  als  eine  Grösse  zweiter  Ordnung  betrachten. 

Schreiben  wir  dann  die  Gleichungen  (68)  in  der  Form 

La  V   Q 


smz 


gdC         Lg  V  g       Yhgdt 

d'fl  n        n    ,    ^     ^  /Z I     d^  ,        dK  \ 

— -  =  -^  •  — h  2xy  —  {—-=^ —  .  sm/  +  —:= —  .  cos/  , 

gdt"         L       g  V  g\yLgdt  ^        ^Lgdt  T 

^^  ^        «.1        €i..^fL  dfi 


^+  l-2xl/?. 
a  V    Q 


cos;^ 


gdf         Lg  V   g       Yhgdt 

so  können  wir  aus  ihnen  folgende  Schlüsse  ziehen. 

Die  letzte  Gleichung  liefert  bei  Vernachlässigung  der  GUeder 
zweiter  Ordnung  einfach 

n  =  -  r/.  (68-) 

Durch  Einsetzen  dieses  Werthes  in  die  zwei  ersten  Gleichungen 
ergiebt  sich,  dass  in  ihnen  die  grössten  Glieder  von  erster  Ordnung 
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sind;  da  Glieder  zweiter  Ordnung  nur  neben  Eins  vernachlässigt 
werden  sollen,  so  müssen  wir  in  ihnen  diejenigen  zweiter  Ordnung 
beibehalten,  dürfen  aber  diejenigen  dritter  Ordnung  beseitigen. 

Berücksichtigen  wir,  dass  nach  (53')  x  sich  nur  um  eine  Grösse 
erster  Ordnung  von  der  geographischen  Breite  ß  unterscheidet,  so 
finden  wir  für  diese  Gleichungen  die  definitive  Form 

wobei  X  sin  /9  =  x'  gesetzt  ist 

Hieraus  erhält  man  zwei  integrable  Combinationen  durch  die 
Factoren  {d^/dt)dt  =^  d^,  (drijd()dt  ==  di)  und  —  i;,  |;  sie  lauten: 

und  ergeben  bei  Einführung  der  Integrationsconstauten  C  und  C 

Alle  diese  Resultate  sind  mit  dem  oben  über  die  Grössenord- 
nungen  der  verschiedenen  Terme  Gesagten  im  Einklang. 
Führt  man  in  die  Formeln  (68'")  ein: 

|  =  rcosqC',     7;  =  rsinqE),     also 
d|         dr  dq> 


80  folgt: 


dn         dr    .  ,  dcp 

dt 


(69) 


Setzt  man  weiter  in  diesen  Gleichungen: 

(p  +  x'i=-  (pj  (69') 


so  lauten  dieselben: 


gr' 
^  (69") 
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und   wenn    man  sie   mit   den  Factoren   1^  2x'   zusammenfasst,    er- 
giebt  sich: 

(rJ+'-((^)'+-")  =  ^+2.'C'-^-^.  (69'") 

C  +  2xC  ist  eine  Constante,  die  in  C"  abgekürzt  werden  mag, 
x"  ist  nach  S.  112  von  zweiter  Ordnung  gegen  g/L,  also  daneben 
zu  vernachlässigen;  demgemäss  erhält  man  schliesslich  die  beiden 
ersten  Integrale  des  Problemes  in  der  Gestalt: 


(r,)'H- W(t?)- +  f ) . «-.   ^'-,^.<r.        m 


Sie  enthalten  x  und  damit  die  Rotationsgeschwindigkeit  der  Erde 
gar  nicht  mehr  explicite,  sind  also  der  Form  nach  identisch  mit 
denjenigen  Gleichungen,  welche  sohr  kleine  Schwingungen  auf  einer 
Kugelfläche  auf  der  ruhenden  Erde  bestimmen,  nur  steht  (p  =  (p  +  xt 
an  Stelle  des  in  jenem  Falle  auftretenden  rp;  d.  h.  auf  rotirender 
Erde  folgt  (p  +  xt  demselben  Gesetz,  wie  auf  ruhender  (p.  Daneben 
ist,  wie  der  Werth  (54')  resp.  (57')  von  g  zeigt,  die  Beschleunigung 
der  Schwerkraft  durch  die  Centrifugalkraft  vermindert 

Hiemach  ist  in  unserem  Fall  die  auf  rotirender  Erde  wahr- 
nehmbare Bewegung  zusammengesetzt  aus  dem  (bei  gleichem  g)  auf 
ruheuder  zu  beobachtenden  Umlauf  in  einer  elliptischen  Bahn  (siehe 
S.  108)  und  aus  einer  gleichförmigen  Drehung  der  Kugelfläche  mit 
dem  darauf  laufenden  Massenpunkte  um  die  Z-Axe  mit  der  Ge- 
schwindigkeit 

—  x'  =  —  X  sin  /? . 

Wir  erhalten  somit  den  merkwürdigen  Satz; 

Die  Bahnellipse  eines  mit  kleinen  Amplituden  auf  der 
Erde  schwingenden  Fadenpendels  dreht  sich  scheinbar 
mit  einer  constanten  Geschwindigkeit,  welche  gleich  ist 
derjenigen  der  Erdrotation  multiplicirt  mit  dem  Sinus  der 
geographischen  Breite  des  Beobachtungsortes.  Die  Rich- 
tung dieser  Drehung  ist  auf  der  nördlichen  Halbkugel  eine 
negative,  nämlich  von  Ost  über  Süd  nach  West  verlaufend, 
auf  der  südlichen  Halbkugel  die  umgekehrte.  — 

In  dem  speciellen  Falle,  dass  C  =  0  ist,  sind  die  Schwingungen 
als  ebene  mit  rotirender  Pendelebene  anzusehen;  denn  aus 
dfl^j'dt  =  0  folgt  nach  (69')  d(fjdt=  -  x\ 

Dieser  Fall  ist  angenähert,  aber  nicht  streng  bei  den  berühmten, 
zuerst  von  Foucault  angestellten  Versuchen  mit  Fadenpendeln 
realisirt.  Bei  letzteren  wird  das  Pendel  mit  einer  bestimmten  An- 
fangselongation   r^    ohne   Anfangsgeschwindigkeit    relativ    zur  Erde 

8* 
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sieb   selbst   überlassen.     Demgemäss  bestiinmen  sich  hier  aus  den 
Gleichungen  (69) 

C  =  gr:lL,       (r  =  x'ro\ 

Führt  man  diese  Werthe  von  G  und  C  in  die  Gleichungen  (69") 
ein  und  eliminirt  aus  ihnen  d^jäty  so  ergiebt  sich: 


("/;)■- '^;-'('x -«-'••)• 


Diese  Formel  zeigt,  dass  der  grösste  Werth  von  r  gleich  r^,  der 
kleinste  aber  gleich  xr^'^gfL  ist  Unter  den  vorausgesetzten  Um- 
ständen beschreibt  der  schwere  Punkt  somit  eine  Ellipse,  deren  Axen- 
verbältniss  sehr  klein  erster  Ordnung  ist,  die  also  in  Annäherung  als 
gerade  Linie  betrachtet  werden  darf.  — 

Wir  schliessen  den  Abschnitt  mit  einer  Bemerkung  über  das 
Gleichgewicht  eines  Massenpunktes  auf  einer  ruhenden 
festen  Oberfläche  oder  Curve. 

Als  Bedingung  für  das  Eintreten  des  Gleichgewichtes  ist 
S.  58  das  Verschwinden  von  Beschleunigung  resp.  Kraft  bei  ver- 
schwindender Geschwindigkeit  aufgestellt,  welches  seinerseits  das  Ver- 
schwinden der  Componenten  dieser  Grössen  nach  drei  auf  einander 
normalen  Richtungen  fordert 

Für  diese  Richtungen  wählen  wir  bei  einem  an  eine  feste  Ober- 
tiäche  gebundenen  Massenpnnkt  vortheilhaft  die  zur  Fläche  normale 
und  zwei  zu  ihr  tangentiale. 

Die  Gesammtcomponente  aller  wirkenden  Kräfte  nach  der  ersteren 
Richtung  ist  jederzeit  gleich  Null;  es  ergiebt  sich  somit  dieReaction 
der  Fläche  entgegengesetzt  gleich  der  Summe  der  bei  verschwinden- 
der Geschwindigkeit  berechneten  Componenten  der  übrigen  Kräfte. 
Die  beiden  Tangentialcomponenten  enthalten  keine  Antheile  der 
Reaction;  damit  sie  verschwinden,  muss  somit  die  aus  den  übrigen 
Kräften  bei  verschwindender  Geschwindigkeit  berechnete  Resultirende 
normal  zur  Fläche  stehen. 

Dieselbe  Ueberlegung  lässt  sich  auf  das  Gleichgewicht  eines  an 
eine  feste  Curve  gebundenen  Massenpunktes  anwenden  und  ergiebt 
hier  das  analoge  Resultat,  dass  die  für  verschwindende  Geschwindig- 
keit berechnete  Resultirende  der  übrigen  Kräfte  normal  zur  Bahn 
stehen  und  die  Reaction  der  Curve  ihr  entgegengesetzt  gleich  sein  muss. 

Somit  lauten  die  von  den  drei  Gesammtcomponenten  X,  Y,  Z 
der  Kräfte  ausschliesslich  der  Bahnreaction  zu  erfüllenden  Beding- 
ungen des  Gleichgewichtes  im  Falle  einer  Oberfläche 

X:  Y:  Z  =  cos {n,  x) :  cos  (n,y) :  cos (n, z),  (71) 
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im  Falle  einer  Curve 

P  =  Xcos  {8,  y)  +  Fcos  («, y) -{■  Z cos  («, «)  =  0,  (7 1') 

wobei  P  die  ComponeDte  parallel  zur  Bahn  bezeichnet 

Bei  beliebigen  Flächen  und  Curven,  sowie  bei  beliebig  vorge- 
schriebenen Kräften  sind  diese  Gleichungen  im  Allgemeinen  nur  in 
einzelnen  Punkten,  den  Gleichgewichtslagen  des  Massenpunktes,  er- 
füllt, deren  Coordinaten  aus  (71)  resp.  (71')  bei  Heranziehung  der 
Gleichungen  von  Oberfläche  und  Curve  folgen. 

Für  die  Entscheidung  über  die  Stabilität  oder  Labilität  des 
Gleichgewichtes  kommt  das  S.  58  allgemein  Gesagte  in  Betracht 

§  10.     Gleitende  Eeibong,  Luftwiderstand. 

Wir  haben  uns  im  vorigen  Abschnitt  mit  den  Reactionskräften 
fester  Oberflächen  und  Curven  beschäftigt,  welche  das  Eigenthüm- 
liche  haben,  dass  ihre  Richtung  zwar  durch  die  Gestalt  der  Ober- 
fläche oder  Curve  mehr  oder  weniger  vollständig  gegeben,  ihre 
Grösse  aber  abhängig  ist  von  der  Masse  und  der  Geschwindigkeit 
des  bewegten  Massenpunktes,  sowie  von  der  Lage  und  Grösse  der 
übrigen  auf  ihn  wirkenden  Kräfte.  Wir  können  dies  auch  kürzer 
so  aussprechen:  die  absolute  Grösse  dieser  Reactionskräfte  ändert 
sich  mit  ihrer  Inanspruchnahme  und  kann,  je  nachdem  dieselbe  wächst^ 
jeden  Werth  zwischen  0  und  oo  annehmen. 

In  mancher  Hinsicht  parallel  geht  diesen  Reactionskräften  die 
gleitende  Reibung,  die  bei  jeder  Bewegung  auf  einer  materiellen 
Bahn  in  Wirklichkeit  eintritt  Auf  Grund  der  Beobachtungen  legen 
wir  ihr  folgende  Eigenschaften  bei: 

Die  gleitende  Reibung  besitzt  eine  Richtung,  welche 
jederzeit  entgegengesetzt  ist  derjenigen  der  wirklich  statt- 
findenden oder  aber  nur  erstrebten  Bewegung  des  Massen- 
punktes, diese  Richtung  relativ  zur  Bahn  gerechnet  Unter 
erstrebter  Bewegung  verstehen  wir  dabei,  wenn  in  Folge  der  Reibung 
Gleichgewicht  eintritt,  diejenige,  die  ohne  Wirkung  der  Reibung 
stattfinden  würde.  Auf  einer  ruhenden  Oberfläche  oder  Curve  hat 
die  erstrebte  Bewegung  jederzeit  die  Richtung  der  tangentialen  Ge- 
sammtcomponente  der  äusseren  Kräfte. 

Die  gleitende  Reibung  besitzt  eine  Grösse,  die  von  der 
Inanspruchnahme  abhängt,  aber  einen  gewissen  Maximal- 
werth  nicht  übersteigen  kann.  Dieser  Maximalwerth  bestimmt 
sich  der  absoluten  Grösse  nach  durch  das  Product  aus  der  Reactions- 
kraft  N,    welche   die   Bahn   auf  den   Punkt   ausübt  —   oder   dem 
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Druck,  den  sie  von  ihm  erleidet  —  in  einen  von  der  Substanz  des 
Punktes  und  der  Bahn  abhängigen  Factor  Vj  den  man  den  Reibungs- 
coefficienten  für  die  beiden  in  Berührung  stehenden  Sub- 
stanzen nennt     N  wird  dabei  als  absolute  Grösse  geführt 

Wir  können  daher  allgemein  für  die  absolute  Grösse  Pr  der 
Eeibungskraft  setzen 

Pr^nN,  (72) 

wobei  O^n^  +  V  sein  muss.  Wird  P^  auf  eine  Richtung  mit  fest- 
gesetztem Richtungssinn  bezogen,  so  gilt  statt  dessen  —  t^  ^  n  ^  +  r. 
Befindet  sich  ein  Massenpunkt  auf  einer  festen  Curve  in  Ruhe, 
und  ergeben  die  äusseren  Kräfte  keine  Componente  parallel  zur  Bahn, 
so  ist  auch  die  Reibung  gleich  Null,  denn  es  fehlt  die  Tendenz  zur 
Bewegung  und  daher  die  Inanspruchnahme  der  Reibung.  Geben  die 
äusseren  Kräfte  aber  eine  Tangentialcomponente,  so  ist  die  Tendenz 
zur  Bewegung  und  demgemäss  die  Widerstand  leistende  Reibungs- 
kraft da,  und  es  fragt  sich  nun,  bis  zu  welchem  Grade  die  letztere 
in  Anspruch  genommen  ist  Die  Bedingung  des  Gleichgewichts  fQr 
einen  Punkt  auf  einer  festen  Bahn  geht  nach  (71')  dahin,  dass  die 
(in  gleichem  Richtungssinn  gerechneten)  Tangentialcomponenten  aller 
wirkenden  Kräfte  sich  zerstören,  es  muss  also,  wenn  ^PJ^  und  -2'iV^ 
sich  auf  die  äusseren  Kräfte  bezieht,  die  Beziehung  gelten: 

:SP,  +  P^  =  :Sl\  +  n2N,  =  Q.  (720 

Ist  diese  Gleichung  durch  ein  P^  zu  befriedigen,  welches  kleiner 
ist,  als  der  besprochene  Grenzwerth,  so  findet  Gleichgewicht  statt, 
und  die  Beziehung 

n:SN,=:-:SP,  (72") 

giebt  durch  den  aus  ihr  folgenden  Werth  von  n  sogleich  die  Grösse 
an,  bis  zu  welcher  die  Reibung  in  Anspruch  genommen  ist 

Verlangt  diese  Gleichung  aber  ein  grösseres  P^  resp.  »,  als 
der  angegebene  Grenzwerth  ist,  so  kann  Gleichgewicht  nicht  be- 
stehen; sowie  der  Grenzwerth  von  P^  überschritten  wird,  beginnt  die 
Bewegung,  und  die  Reibung  wirkt  ihr  dauernd  in  voller  Stärke  ent- 
gegen bis  zum  Moment  der  Ruhe,  in  welchem  wieder  ein  kleinerer 
Werth  eintreten  kann. 

Dies  wird  recht  deutlich  werden  an  dem  einfachen  Beispiel  der 
Bewegung  und  der  Ruhe  eines  Massenpunktes  m  auf  einer  reibenden 
schiefen  Ebene  vom  Neigungswinkel  c<  gegen  die  Horizontale.  Um 
der  Wirklichkeit  möglichst  zu  entsprechen,  wollen  wir  dabei  an- 
nehmen, dass  die  schiefe  Ebene  die  Bewegungsfreiheit  des  Punktes 
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nur  nach  unten  hin  beschränkt,  ihre  Reaction  also  nur  nach 
oben  hin  ausgeübt  wird. 

Wirkt  die  Schwere  allein,  so  ist,  falls  wir  «  abwärts  positiv 
zählen: 

2P^  +  P^  =  m^  (sin  a  +  n  cos  a); 

Gleichgewicht  kann  bestehen  bleiben,  wenn  das  Nullsetzen  dieses 
Ausdruckes  und  somit  die  Beziehung 

auf  einen  Werth  n  führt,  der  zwischen  —  v  und  +  v  fällt.  Man 
erkennt,  dass  ganz  unabhängig  von  der  Masse  des  Punktes  und  der 
Grösse  von  g  an  der  ^^obachtungsstelle  Gleichgewicht  stattfinden 
wird,  so  lange  der  absolute  Werth  des  Neigungswinkels  a  unter 
einem  Grenzwerth  q  bleibt,  der  definirt  ist  durch  die  Beziehung 

tg(>  =  «',  (72'") 

und  den  man  den  Reibungswinkel  nennt;  für  grössere  Neigungs- 
winkel ist  Gleichgewicht  unmöglich,  und  es  tritt  Bewegung  von  selbst, 
bei  kleineren  nur  in  Folge  einer 
Anfangsgeschwindigkeit  ein.  — 

Wir  wollen  nun  den  Fall 
betrachten,  dass  der  Massenpunkt 
ausser  der  Schwere  noch  einer 
weiteren  Kraft  von  verfügbarer 
Grösse  und  Richtung  unterliegt. 
Ihre  Grösse  sei  Ä'  genannt  und 
als  absolute  Zahl  geführt,  ihre 
Richtung  schliesse  den  Winkel  ß 
mit  der  nach  oben  positiv  ge- 
rechneten Normale  ein;  ß  werde 
gemäss  der  Figur  15  wieder  bahn-  ^^^'  ^^• 

abwärts  positiv  gezählt 

Setzt  man  noch  das  Gewicht  des  Punktes  m^  =  G',  so  ist  die 
Tangentialcomponente  der  äusseren  Kräfte 

P=-5'/\=  Gsina  +  A'sin/9, 

die  deren  Normalcomponente  entgegengesetzt  gleiche  Reaction  der 

Bahn 

JV=  -  2N^  =  Oleosa  -  Kcosß. 

Da  die  Bahn  die  Beweglichkeit  des  Punktes  nach  der  Seite  von 
+  ft  nicht  beschränken  soll,  so  muss  JV  >  0  sein. 
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Die  Bedingung  des  Gleichgewichtes  lautet  nach  (72') 

Gsina  +  Ksiaß  +  n(öcosa  -  Kcosß)  «  0.  (73) 

Wir  wollen  sie  nur  auf  solche  Fälle  des  Gleichgewichtes  an- 
wenden, bei  denen  die  Reibung  voll  in  Anspruch  genommen  ist, 
das  heisst  auf  solche,  bei  denen  gerade  die  Grenze  zwischen 
Gleichgewicht  und  Bewegung  erreicht  ist  Diese  Zustände 
haben  nach  Umständen  verschiedene  Bedeutung. 

Wir  unterscheiden  zunächst  die  Fälle,  dass  eine  Bewegung  nach 
unten  oder  nach  oben  erstrebt  wird,  d.  h.  nach  dem  S.  1 1 7  Gesagten, 
dass  2Pj^=z  p  grösser  oder  kleiner  als  Null  ist 

I.  Für  P  >  0  wird  die  Bewegung  im  Sinne  von  +  «  erstrebt, 
also  ist  n  =  —  V  =  —  tgp  zu  setzen;  hier  liefern  obige  Formeln: 


sin  {ß  •{•  qY  sin  {ß  +  q) 

^^  ^  sin  ja  -h  ß)cosQ 
sin  (^  +  v) 


(73-) 


womit  die  Ungleichungen 

A'>0,      P>0,     N>0 
zu  combiniren  sind. 

Bei  diesen  Bedingungen  sind  die  Unterfalle  cc^^  aus  einander 
zu  halten. 

a)  Ist  a  >  Q,  kann  also  der  Massenpunkt  auf  der  schiefen 
Ebene  ohne  Einwirkung  von  K  nicht  ruhen,  so  bestimmen  die  Be- 
dingungen (73')  die  zusammengehörigen  Werthe  K  und  ß,  bei  denen 
eben  der  Antrieb  der  Schwere  compensirt,  also  der  Punkt  im  Gleich- 
gewicht gehalten  wird. 

Die  Bedingung  A'  >  0  liefert  hier  die  Ungleichung 

die  Bedingungen  P >  0  und  N>  0  ergeben  übereinstimmend 
sodass  wegen  a  >  q  für  ß  schliesslich  die  Formel  übrig  bleibt 

Für  den  Grenzfall  ß  =  -^  n  —  q  folgt  K  =  co\  in  einer  Rich- 
tung wirkend,  die  um  den  Winkel  q  gegen  die  Normale  —  n  bahn- 
abwärts  gerichtet  ist,  kann  also  nur  eine  unendlich  grosse  Kraft 
das  Hinabgleiten  verhindern.  Das  ist  somit  die  Richtung  unvor- 
theilhaftester  Einwirkung. 
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Bei  wachsendem  ß  nimmt  K  ab  und  erreicht  fiir/?=  — ^w  —  p, 

d-  L  unter  dem  Winkel  q  nach  unten  gegen   —  «,  ein  Minimum  von 

^^m  Betrage   K^  O  %m{a  —  q),   welches   der  vortheilhaftesten 

Einwirkung  entspricht     Dann  wächst  K  von  Neuem   und  erreicht 

d^n  zweiten  extremen  Werth  if=ö'  für /?=— a. 

b)  Ist  et  <  Q^  ist  also  der  Massenpunkt  ohne  Einwirkung  von 
AT  auf  der  schiefen  Ebene  im  Gleichgewicht,  so  bestimmen  die  Be- 
dingungen (73')  die  zusammengehörigen  Werthe  K  und  /9,  welche 
^en  Punkt  eben  abwärts  in  Bewegung  zu  setzen  vermögen.  Wir 
Schreiben  hier  die  erste  Formel  (73')  in  der  Form 

Sin  (p  •¥  q) 

Und  folgern  aus  den  Bedingungen 

A'>0,    N>0,    P>0 
ganz  so^  wie  oben  gezeigt  ist,  dass 

sein  muss. 

Für  den  Grenzfall  /9  =  ;r  —  (>  wird  K^  oo,  was  aussagt,  dass  eine 
Unter  dem  Reibungswinkel  g  gegen  die  Normale  —  n  bahnabwärts  ge- 
neigte Kraft  A'  überhaupt  keine  Bewegung  nach  unten  bewirken 
kanD,  weil  sie  die  Reibung  derartig  vergrössert,  dass  dadurch  die 
Wirkung  der  zu  +  ^  parallelen  Componente  zerstört  wird. 

Mit  abnehmendem  ß  nimmt  auch  K  ab  und  erreicht  für 
^  s  ^ 9r  —  ()  seine  Minimumgrösse  K^  Q sin (p  —  cj?) . 

Hieraus  folgt,  dass  eine  unter  dem  Reibungswinkel  q  gegen  +  a 
aufwärts  geneigte  Kraft  für  die  Herabbewegung  des  Massenpunktes 
am  angemessensten  ist,  insofern  ihre  Wirkung  sich  am  vortheil- 
baf testen  zwischen  Verminderung  der  Reibung  und  Vergrösserung 
der  herabtreibenden  Componente  theilt 

Im  zweiten  Grenzfall  ß  =  -^  a  resultirt  wieder  K=^  O. 

II.  Für  P<  0  wird  die  Bewegung  im  Sinne  von  —  «  erstrebt; 
hier  ist  also  n  =  i/  =  tg  (>  zu  setzen,  woraus  folgt 

jj.  ^  sin  (a  +  p)         p  ^  sin  (a  +  ^sin  p 

sm  {ß  -  0  8in  {ß  -  q) 

N=:    4-    0  »^°("   +<g)C08g  . 

"^  8in(|9-^)      '  l      (73") 

damit  ist  zu  combiniren  das  System  von  Ungleichungen 

K>0,     P<0,     N>0. 
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Dies  führt  auf  die  beiden  Formeln 

und  somit  schliesslich  auf 

Da  der  Punkt  ohne  Einwirkung  von  A'  in  keinem  Falle  parallel 
—  8  fortschreitet,  so  bestimmen  die  Qleichungen  Grösse  und  Rich- 
tung von  A',  welche  diese  Bewegung  eben  ermöglichen. 

Die  Discussion^  ist  wie  oben,  vorzunehmen;  sie  ergiebt  ein  Mini- 
mum von  A",  und  somit  dessen  vortheilhafteste  Wirkung,  für 
ß  =1  —  ^;r-(-pj  d.h.  in  einer  Richtung,  die  um  den  Reibungswinkel 
aufwärts  gegen  —s  geneigt  ist 

Parallel  der  Bahn  nach  oben  gerichtet  ist  zum  Ueber winden 
der  Reibung  erforderlich  eine  Kraft: 

COB^ 

abwärts,  falls  a  <  q  ist,  eine  Kraft: 

C08(> 

ist  die  Neigung  <^  =  0,  so  werden  beide  gleich: 

A'=  OigQ^  Ov. 

Diese  Formel  giebt  die  Theorie  einer  wichtigen  Methode  zur  Be- 
stimmung des  Reibungscoefficienten;  v  ist  nämlich  das  Verhältniss 
der  kleinsten  Kraft,  welche  den  Massenpunkt  auf  horizontaler  ebener 
Bahn  in  Bewegung  zu  setzen  vermag,  zu  dem  Gewicht  desselben.  — 

Wir  wenden  uns  nun  vom  Falle  des  Gleichgewichtes  zu  dem 
der  Bewegung  auf  reibender  schiefer  Ebene.  Die  darauf  bezüg- 
liche Gleichung  ist: 

cT  s  /  •  ,  X         ^r  ein  (a  +  r)  ,„ ,. 

dV        ^  ^  '  cos  r  ^     * 

worin  n  =  ±  t',  r  =  ±  p,  je  nachdem  ds\dt  =  F^O  ist    Es  folgt 
sogleich: 

F=^'-  =  6'.  +  ^-^^^"-+^,     s  =  C.  +  C.  <  +  ^"-^^^^t^^      (74') 
dt  008  r  will  2  008  r  ^      ' 

Nehmen  wir  zunächst  die  Bewegung  abwärts,  also  r  =  —  (>,  so 
erkennen  wir,  dass,  je  nachdem  w^q^  die  Bewegung  gleichförmig 
verzögert  oder  beschleunigt  ist    Ist  a^o,  so  tritt  die  Bewegung 
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nur  in  Folge  einer  Anfangsgeschwindigkeit   F»  ein  und  kommt  zum 
Stillstande,  wenn   F=0  ist,  d.  h.  zur  Zeit: 

yr  __         Fq  008  {f f74"\ 

^8in(^  —  «)  ^        ' 

und  in  einer  Entfernung  S  vom  Ausgangsort: 

S==—^-^^—.  (74'") 

2  ff  Bin  {()  —  et)  ^        ^ 

Für  a  ==  o  ist  die  Beschleunigung  gleich  Null,  die  Bewegung 
geht  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  K  gleichförmig  weiter. 

Von  selbst  beginnt  die  Bewegung  nur,  falls  «  >  (>  ist  Wollte 
man  die  in  diesem  Falle  beobachtbaren  Erscheinungen  zur  Prüfung 
der  Fallgesetze  anwenden,  so  würde  man  zwar  eine  gleichförmige 
Beschleunigung  erhalten,  diese  aber  durch  die  Reibung  im  Verhält- 
niss  sin(a  —  o)/sinacosp  verkleinert  finden.  Aehnliches,  wie  hier 
für  die  gleitende  Reibung  gefunden  ist,  gilt  aus  anderen  Gründen  ftir 
eine  die  schiefe  Ebene  hinablaufenden  Kugel,  gilt  also  auch  für 
die  GAiJLEi'schen  Fallversuche  auf  schiefer  Ebene.  Wir  kommen 
hierauf  weiter  unten  zurück.  — 

Während  in  den  obigen  Fällen  die  Geschwindigkeit  durch  die 
Reibung  vermindert  wurde,  diese  also  verzögernd  wirkte,  kann,  wenn 
die  Bahn  sich  selbst  bewegt,  auch  das  Umgekehrte  stattfinden. 

Denken  wir  uns  z.  B.  einen  horizontalen  Kreisring  mit  der 
Winkelgeschwindigkeit  (o  in  Rotation  um  eine  verticale  Axe  durch 
sein  Centram  versetzt  und  einen  schweren  Punkt  ohne  Anfangs- 
geschwindigkeit hineingelegt,  so  wird  auf  diesen  die  Reibung  in  der 
Richtung  der  Rotation  beschleunigend  wirken,  denn  nach  dem 
oben  Gesagten  wirkt  sie  der  relativen  Bewegung  entgegen.  Die 
relative  Bewegung  erkennen  wir  aber,  wenn  wir  das  ganze  System  auf 
ein  mit  der  Geschwindigkeit«  rotirendes Coordinatensystem  beziehen; 
dann  ruht  der  Ring,  der  Punkt  rotirt  in  negativer  Richtung,  die 
Reibung  muss  also  in  positiver  wirken.  Die  Reaction  N  des  Ringes 
wirkt  dem  Druck  entgegen,  der  sich  nach  S.  84  aus  den  beiden 
Theilen  Schwerkraft  und  Centrifugalkraft  zusammensetzt,  und  ist, 
da  die  eine  Kraft  vertical,  die  andere  horizontal  wirkt: 


es  gilt  demgemäss  in  unserem  Falle 


d 
d 


r=v^'+>--  ('S) 
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Dies  allgemein  elliptische  DiflFerential  vereinfacht  sich,  wenn  von 
der  Schwerkraft  abgesehen  werden  kann;  dann  gilt: 

Wollte  man  hier  zur  Bestimmung  der  Constanten  die  Annahme 
einführen,  dass  zur  Zeit  ^  =  0  die  Geschwindigkeit  des  Punktes 
gleich  Null  ist,  so  erhielte  man  C=  co,  d.  h.,  es  würde  V  immer 
gleich  Null  bleiben.  Dies  ist  erklärlich,  denn  wenn  die  Geschwindig- 
keit verschwindet,  so  fehlt  auch  die  Centrifugalkraft>  und  ist  N  und 
damit  die  Reibung,  wie  auch  die  Beschleunigung,  gleich  Null;  um 
sonach  hier  eine  Bewegung  zu  erhalten,  muss  eine  —  gleichviel  wie 
kleine  —  Anfangsgeschwindigkeit   K«  gegeben  sein.     Dann  ist: 

Aber  diese  Gleichung  gilt  nicht  unbegrenzt,  sondern  nur  bis 
zu  dem  Zeitmoment,  wo  die  Lineargeschwindigkeit  des  Punktes  V 
gleich  ist  der  Lineargeschwindigkeit  des  Ringes  T,  =  Äw;  ist  diese 
erreicht,  so  ist  der  Punkt  in  relativer  Ruhe  zum  Ringe,  die  Reibung 
verschwindet  plötzlich,  und  damit  die  Beschleunigung;  die  Geschwin- 
digkeit bleibt  constant  gleich  F,.  Die  Zeit  T,  die  vergeht,  bis  der 
Punkt  die  Bewegung  des  Ringes  theilt,  ist: 

Wie  die  gleitende  Reibung,  so  ist  auch  der  Luftwiderstand 
eine  Kraft,  welche  die  Eigenthümlichkeit  hat,  jederzeit  der  Be- 
wegungsrichtung entgegengesetzt  zu  sein,  sich  also  erst  durch  die 
Bewegung  vollständig  zu  bestimmen;  abweichend  aber  ist,  dass  sie 
der  Grösse  nach  mit  derjenigen  der  Geschwindigkeit  variirt  Das 
strenge  Gesetz,  welches  diese  Abhängigkeit  ausdrückt,  ist  noch  nicht 
gefunden;  es  ist  nicht  unmöglich,  dass  nicht  nur  seine  Constanten, 
sondern  auch  seine  Form  von  der  Gestalt  des  bewegten  Körpers 
abhängen;  wir  wollen  dafür  kurz  schreiben: 

{K)  =  F{V). 

Um  mit  einem  solchen  unbekannten  Gesetz  rechnen  zu  können, 
setzt  man  hier,  wie  in  vielen  anderen  Fällen,  kleine  Werthe  der 
Unabhängigen  voraus,  denkt  sich  dann  die  unbekannte  Function 
nach  Potenzen  derselben  entwickelt,  etwa  in  der  Form: 

und  beschränkt  sich  auf  die   niedrigsten  Glieder  der  Reihe.     Die 
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Beobachtung  hat  in  jedem  einzelnen  Falle  zu  entscheiden,  wie  weit 
man  hierbei  zu  gehen  hat,  um  eine  bestimmte  verlangte  Genauigkeit 
der  Uebereinstimmung  zu  erhalten. 

Wir  wollen  uns  auf  die  ersten  beiden  Glieder  beschränken, 
d.  L  die  Geschwindigkeit  so  klein  denken,  dass  schon  das  dritte 
Glied  yemachlässigt  werden  kann ;  es  ist  dabei  stillschweigend  voraus- 
gesetzt, dass  der  Factor  des  zweiten  Gliedes,  also  (dFid  V)v^o,  von 
Null  verschieden  ist  Wir  führen  femer  ein,  dass  für  verschwindende 
Geschwindigkeit  auch  kein  Luftwiderstand  stattfindet,  eine  Thatsache, 
die  sich  leicht  dadurch  beweist,  dass  ein  einfaches  Pendel  immer 
die  gleiche  Ruhelage  annimmt,  von  welcher  Seite  es  auch  dieselbe 
erreiche. 

Dadurch  bestimmt  sich  das  erste  Glied  Fo  zu  Null,  und  wir 
erhalten  für  den  Luftwiderstand  eine  lineare  Function  der  Ge- 
schwindigkeit, geschrieben: 

w  =  f'  y^ 

worin  fj  die  Constante  des  Gesetzes,  für  ein  und  denselben  Massen- 
punkt unveränderlich,  aber  von  einem  zum  anderen  wechselnd  zu 
denken  ist 

Die  Componenten  dieser  Kraft  erhalten  wir  nach  dem  Vorstehen- 
den aus  {K)  durch  Multiplication  mit  den  negativen  Richtungs- 
cosinus des  Bahnelementes  dx/ds,  dylds,  dzjds',  dabei  bedenken 
wir,  dass  F=  ds/dt  die  Gesammtgeschwindigkeit  ist  und  dxjdt  =  u, 
dy/dt  =  Vy  dz/dt  =  w  die  Geschwindigkeitscomponenten  sind.  Wirkt 
ausser  dem  Luftwiderstande  noch  parallel  der  +  Z-Axe  die  Schwere, 
so  erhalten  wir  die  folgenden  Bewegimgsgleichungen: 

du  y. 

-jt — /^«' 


m 


m-^^-fv,  (76) 

dw        .  , 

^~dt  ==  +  ^^  ""  f^' 

Dieselben    sind    einfachster    Art    und    integriren    sich    nach    dem 
Schema  c)  auf  S.  69. 

Bezeichnet   man   mit  Wo,  v«,  «^o   die  Werthe  der  Geschwindig- 
keiten für  <  =  0,  so  erhält  man: 

-film  -ftlm  gm         (  9m\  ^-ftlm     tnaf\ 

u^u^e    '  '   j     V  ^  Vo6    '  '   ,      w  —  — .—  =  lu?o—  "y-J*  >  V^) 

und  hieraus,   wenn  man  noch  die  Anfangs  werthe  der  Coordinaten 
gleich  x.y  y.j  x^  setzt: 


126  Mechanik  materieller  Punkte. 

X  =  X„  +  -??'^(l-6-^""),      y  =  y. +    «'•-(!_«-''/-), 

*  =  ^.  +  ^-'  +--(,.„_  7)  (l_e-^"-). 

Aus   den  ersten  beiden  Formeln  folgt  {x  —  x^) :  (y  —  y«)  =  «o :  «^«; 
d.  h.,  der  Punkt  bleibt  bei  seiner  Bewegung  stets  in  der  durch  die 
Richtung    der    Anfangsgeschwindigkeit    gelegten    verticalen   Ebeae. 
Wählen  wir  dieselbe  zur  A'Z-Ebene,  d.  h.  setzen  v^,  =  0,  und  legen 
wir  den  Coordinatenanfang  in  den  Ausgangspunkt^  d.  h.  setzen 

a-..  =  2/o  =  ^ü  =  0, 
so  bleibt  auch  v  und  y  stets  gleich  Null,  und  wir  haben  nur: 


«  =  M.C-^"", 

(jm     ,    1            gm\     - 
w  =  ^       +  iw,  -  ^     je 

J 

x^^y-^{\^e-^'l''), 

gmt    ,     m  /            gm 

](\-e-^" 

(76'") 


')• 


Mit  wachsender  Zeit  nähert  sich  die  horizontale  Geschwindig- 
keit der  Grenze  Null,  die  vorticale  der  Grenze  gmjf]  die  ganze  Be- 
wegung verwandelt  sich  in  einen  verticalen  gleichförmigen  Fall.  Für 
kugelförmige  homogene  Massen  ist  dabei  f  als  nahezu  dem  Quer- 
schnitt proportional  anzusehen;  die  Masse  ist  dem  Volumen  pro- 
portional, das  Verhältniss  fjm  wird  also  indirect  proportional  mit 
dem  Kugelradius  sein.  Daraus  folgt,  dass  kleinere  Kugeln  lang- 
samer fallen,  als  grössere  derselben  Substanz,  und  dass  die  Geschwin- 
digkeit mit  verschwindendem  Radius  auch  verschwindet  Daher 
werden  die  sehr  kleinen  Wassertröpfchen,  welche  den  Nebel  bilden, 
trotz  der  Wirkung  der  Schwere  von  der  Luft  scheinbar  getragen. 

Die  Betrachtung  der  Exponentialgrössen  zeigt  femer,  dass  diese 
definitiven  Geschwindigkeiten  Null  und  gm/f  um  so  schneller  bis 
auf  denselben  Bruchtheil  der  Anfangsgeschwindigkeiten  erreicht 
werden,  je  kleiner  der  Radius  der  Kügelchen  ist 

Die  grösste  horizontale  Entfernung,  die  in  Folge  der  Anfangs- 
geschwindigkeit überhaupt  zu  erreichen  ist,  bestimmt  sich  x^  =  mu^lf; 
sie  nimmt  also  mit  wachsendem  Widerstand  ab,  und  ist  —  Kugeln 
gleicher  Substanz  vorausgesetzt  —  für  die  kleinsten  auch  am 
kleinsten. 
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Die  Gleichung   der  Bahn    ergiebt  sich  durch  Elimination  der 
Zeit  in  der  Form: 


X 
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Wir  gehen  aus  von  dem  ersten  der  S.  52  angegebenen  allge- 
ineinen  Sätze,  der  in  der  Formel 

m^  =  P  (77) 

enthalten  ist  und  dahin  lautet,  dass  die  Componente  der  Beschleu- 
nigung eines  Massenpunktes  nach  der  Bahnrichtung  multiplicirt  mit 
seiner  Masse  gleich  ist  der  Gesammtcomponente  der  ausgeübten 
Kräfte  parallel  der  Bahn;  wir  multipliciren  (77)  mit  der  Identität 

Vdt^ds 


und  schreiben  das  Resultat 

mV 


m- 


Pds.  (77') 


Man  nennt  nun  das  Product  \m  V^  =  W  „die  lebendige  Kraft 
des  Massenpunktes",  das  Product  Pds  =  dA  „die  von  den 
wirkenden  Kräften  an  dem  Masseupunkt  während  di  ge- 
leistete Arbeit"  imd  bezeichnet  die  Formel 

dW=^dA  (77") 

als  „die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  für  einen  Massen- 
punkf^.  Sie  lässt  sich  in  die  Worte  fassen:  der  Zuwachs  der 
lebendigen  Kraft  während  dt  ist  gleich  der  in  der  gleichen 
Zeit  an  dem  Massenpunkt  geleisteten  Arbeit 

Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  die  Arbeit  dA  im  Allgemeinen 
sich  nicht  in  Form  eines  Differentiales,  d.  h.  der  während  dt  statt- 
findenden Aenderung  einer  Function  von  t  darstellt,  sondern  allein  die 
Bedeutung  einer  unendlich  kleinen  Grösse  hat,  die  einen  bestimmten 
von  dt  unabhängigen  Grenz werth  des  Verhältnisses  dAjdt  liefert. 
Grössen  ähnlicher  Art  sind  uns  bereits  früher  begegnet.  Die  in 
§  4  benutzten  Strecken  Sa,  Winkel  dtp,  Zusatzgeschwindigkeiten 
8  V*  und  ihre  Componenten  Su',  Sv,  Sw  waren  keine  Differentiale, 
sondern  nur  allein  unendlich  kleine  Grössen,  die,  durch  eine  gewisse 
unendlich  kleine  Zeit  St  dividirt,  bestimmte  endliche,  von  Sr  un- 
abhängige Quotienten  ergeben.    Der  unterschied  zwischen  den  beiden 
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Gattungen  unendlich  kleiner  Grössen,  die  sich  auf  dasselbe  Zeit- 
element dt  beziehen,  bekommt  indessen  erst  jetzt  bei  dem  Ausdruck 
fiir  die  Arbeit  eine  weitgehende  Bedeutung  und  mag  daher  hier 
noch  einmal  nachdrücklich  betont  werden. 

Für  die  Arbeit  dA  können  wir  noch  andere  Formen  erhalten; 
zunächst  finden  wir,  indem  wir  P  als  die  Projection  der  Gesammt- 
kraft  K  auf  die  Richtung  s  der  Bahn  ausdrücken: 

dA^  KcoB{Kj8)ds]  (78) 

hierin  können  wir  d8.cos{K,s)  als  die  Projection  des  während  dt 
zurückgelegten  Wegelementes  auf  die  Richtung  der  Kraft  zusammen- 
fassen in  die  Bezeichnung  dk  und  haben  so: 

dA^Kdk.  (78') 

Setzen  wir  femer  für  cos  (üf,  «)  seinen  Werth,  ausgedrückt  durch 
die  Cosinus  der  Winkel  von  K  und  $  gegen  die  Coordinatenaxen, 
nämlich:  , 

cos  (K,  s)  =  cos  {K,  x)  cos  («,  x)  +  cos  (ÄJ  y)  cos  (»,  y)  +  cos  [Ky  x)  cos  {$,  ») 

und  führen  weiter  die  Werthe  ein: 

cos  (ÜT,  x)  =  A7  K,       cos  {K,  y)  =  Y/  K,       cos  (üf,  z)^  ZjKj 
C08(«,a;)  =dzlds,     C08(«,?/)   ^dyjdsy     cos(«,«)    ^dxjds, 

so  erhalten  wir  auch: 

dA  =  Xdx  +  Ydy  +  Zdz.  (78") 

Nun  ist  aber  jeder  der  Ausdrücke  Xdx,  Ydy,  Zdz  von  der- 
selben Form,  wie  Kdk  in  (78');  jene  stellen  also  die  Arbeiten  der 
drei  Gesammtcomponenten  dar,  und  man  kann  die  letzte  Gleichung 
dahin  deuten,  dass  die  gesammte  Arbeit  gleich  der  Summe  der 
Arbeiten  der  einzelnen  zu  einander  normalen  Componenten  ist 

Endlich  können  wir  A',  Y,  Z  noch  durch  die  Componenten  X^^ 
Yf^,  Zj^  der  Einzelkräfte  K^^  ausdrücken  und  schreiben: 

dA  =  ^{X^dx  +  YJy  +  Z^dz), 
was  nach  (78")  auch  identisch  ist  mit  (78'") 

dA  =  ^dAj^. 

Diese  Formel  spricht  den  allgemeinen  Satz  aus,  dass  die  ge- 
sammte Arbeit  eines  Systemes  beliebiger  Kräfte  gleich  ist  der  Summe 
derjenigen  Einzelarbeiten,  welche  die,  gleichviel  wie  gegen  einander 
gelegenen,  Einzelkräfte  in  der  gleichen  Zeit  leisten.  Ihr  entspricht 
die  allgemeinere  Gestalt  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft: 

dW^-^dA,.  (79) 


I  
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Wendet  man  diese  Formel  auf  ein  endliches  Zeitintervall  an, 
indem  man  sie  von  einem  Zeitpunkt  t^  bis  zu  einem  anderen  t^  inte- 
^rirt,  und  bezeichnet  man  die  t,  und  t^  entsprechenden  Werthe  der 
lebendigen  Kraft  mit  W,  und  ^«^  so  findet  sich: 

<  =  /, 
"V.  -  ^.  =^  J-^d  A^.  (79') 

<  =  <! 

um  den  Sinn  dieser  Gleichung  darzulegen,  wenden  wir  sie  auf 
den  Fall  an,  dass  sich  ein  Massenpunkt  frei  oder  auf  einer  festen 
OberHäche  oder  Curve  unter  der  Wirkung  der  Schwerkraft  und  der- 
jenigen einer  der  Bewegung  entgegengesetzten  Widerstandskraft  be- 
wegt, welche  einer  Potenz  der  Geschwindigkeit  proportional  ist 

Die  Arbeit  der  Schwerkraft  bei  einer  Verschiebung  rf«,  deren 
Projection  auf  die  nach  unten  positiv  gerechnete  Z-Axe  gleich  dx 
ist,  wird  nach  Formel  (78')  gleich  mgdx,  diejenige  der  Wider- 
standskraft gleich  ^fV^ds,  die  der  Reaction  einer  festen  Bahn 
verschwindet,  und  wir  haben  demgemäss  nach  (79')  in  unserem  Fall: 


W,--  W,  =  mgCdz  -  ffv^ds. 


t^t^         t=t. 


Um  die  Grenzen  der  Integrale  in  Beziehung  zu  den  Integrations- 
variabein zu  setzen,  wollen  wir  die  zur  Zeit  /,  resp.  t^  erreichten 
Höhen  über  einem  fest  angenommenen  Niveau,  z.  B.  über  der  Erd- 
oberfläche, mit  x^  resp.  x^  bezeichnen  und  benutzen,  dass  V=  dsjdt 
ist;  dann  können  wir  schreiben: 


*,  -  'f^,  =  mgfdx  -  fjv^^^dt. 


Die  hier  rechts  neben  einander  stehenden  beiden  Arbeiten  haben 
einen  sehr  verschiedenen  Charakter. 

Wir  bemerken,  dass  die  Integration  des  ersten  Gliedes  sich 
ausf&hren  lässt,  ohne  dass  wir  die  Bewegungsgesetze  des  Massen- 
ponktes  entwickelt  haben;  ihr  Resultat,  nämlich  w^(:r,  —  ^,)  ist 
ausser  von  dem  Gewicht  des  Massenpunktes  nur  abhängig  von  der 
Differenz  seiner  verticalen  Coordinaten  zu  Anfang  und  zu  Ende  der 
Periode  (/,  —  <,),  aber  weder  von  der  Zeit  (/,  —  t,)  selbst,  noch  von 
der  Bahn,  welche  während  dieser  Zeit  durchlaufen  ist,  noch  von 
der  Geschwindigkeit,  welche  während  dieser  Zeit  stattgefunden  hat 
Kurz  gesagt  ist  der  Werth  nur  von  der  Höhendifierenz  x^  —  x,  an 

W.  VoiOT,  Mechanik.    Zweite  Aufl.  9 
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den  Grenzen  der  Periode  <,  —  /,,  aber  nicht  von  den  Zuständen 
in  der  Zwischenzeit  abhängig. 

Demgegenüber  ist  das  zweite  Integral  erst  ausfährbar,  wenn 
das  Bewegungsprobiem  gelöst  ist,  und  wir  die  Geschwindigkeit  des 
Punktes  als  Function  der  Zeit  kennen;  sein  Werth  bestimmt  sich 
also  nicht  nur  durch  Anfangs-  und  Endort,  sondern  auch  durch  die 
Zwischenzustände,  oder,  anders  ausgedrückt,  durch  alle  die  Umstände, 
welche  auf  den  ganzen  Verlauf  der  Bewegung  Einfluss  haben,  wie 
die  neben  dem  Widerstand  noch  wirkende  Schwerkraft,  die  Gestalt 
eventueller  fester  Bahnen,  die  Richtung  und  die  Grösse  der  Anfangs- 
geschwindigkeit u.  dergl. 

Gemäss  der  vorstehenden  Erörterung  unterscheiden  wir  die  auf 
einen  Massenpunkt  wirkenden  Kräfte  in  zwei  Gattungen  oder  Classen, 
je  nachdem  ihre  während  eines  Zeitelementes  geleistete 
Arbeit  d^  die  Form  eines  Differentiales  nach  der  Zeit 
besitzt  oder  nicht.  Für  die  ersteren  ist  die  während  endlicher 
Zeit  geleistete  Arbeit  nur  abhängig  von  den  Zuständen  am  Anfang 
und  am  Ende,  für  die  letzteren  auch  von  den  durchlaufenen  Zwischen- 
zuständen. 

Um  die  charakteristischen  Merkmale  beider  Arten  von  Kräften 
zu  finden,  gehen  wir  aus  von  der  Definition  (78")  der  Arbeit,  die 
wir,  um  gewisse  Ueberlegungen  klarer  hervortreten  zu  lassen,  zu- 
nächst in  der  äquivalenten  Form: 

SA=^XSx+  YSy+  Zh% 

schreiben,  und  fragen  nach  der  Bedingung  dafür,  dass  die  rechte 
Seite  ein  Differential,  resp.  eine  Variation  nach  der  Zeit  ist,  falls 
(ix,  dy,  8z  dem  Zeitelement  St  entsprechende  Incremente  bezeichnen. 
Wir  sehen  zunächst  von  der  Annahme  ab,  dass  die  von  uns 
betrachteten  Kräfte  nur  die  Zeit,  die  Coordinaten  und  die  Ge- 
schwindigkeiten enthalten  sollen,  und  untersuchen  dcmgemäss  die 
allgemeinste  Variation  einer  Function  0,  die  t,  x,  y,  x,  u,  v,  w  und 
auch  die  Differentialquotienten  von  u,  v,  w  enthält,  welche  letztere 
wir  durch  die  oberen  Indices  bezeichnen  wollen  gemäss  dem  Schema 

dx         ,         dr  X 


dt  ""^'        d>   ""^"   ^'  ^'  ^' 


Dann  schreibt  sich: 


Wir  benutzen  nun,  dass  nach  der  Bedeutung  von  x 

ö(x  -h  dx)  —  dx  V'         ddx 

— 1- s  _  __   ^  ^   _.        ... 

dt  dt 
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gilt,  da  ja  die  Differenz  der  Variationen  der  X-Coordinaten  des 
Massenpunktes  in  zwei  um  dt  entfernten  Momenten  durch  die  Zeit 
dt  dividirt  identisch  mit  der  Variation  der  Geschwindigkeit  ist,  und 
haben  demgemäas  folgende  identische  Beziehungen: 

80 ^  .         d  (^      d0\       ^      d    80 
80  ^  n         d  I ^    ,  80\       ^  .  d    8  0 


aa^^*^"="Ä(*^'l^)"*^'d^  8^ 


8  0\    ,    ^     d'     8  0 

'8  x" 


-^  dt\^^   8x"l       dlX^'^dt  da^'l^^^dt 


Ö«"'"*    -rf<r      daf")       "^  dt  dx-" 


a<P\        d  { ^  ,  d    d0\   .    „,«f    8  0 


=  rt  (**"  1^)  -  /t  i^"'  Tt  -gP\  +  '^^' 


dp   daf" 
d0\       d  1,    ,d  d0\  .   d  (,>    d-  d0\      .     dP  d  0 


-  dt\"^    daf")      dtV^dtdaf")^dt[^^dfdjf"l     "-^ 


dt'dx 


fil 


Hiemach  kann  man  aus  der  Formel  für  8^b  bilden: 
8x 


8  0  _   d    8  0^       <r    8^  _  ^  80  . 

8x        dt    8(xf  "*■  df  öoj"       df  8x'"  ±*  "  *  •  "^ 


^iU        ö^Jt.        ^Tv/ö^        d   80    ,d^    80  -       \, 

,    .  .  180        d    80    ,        \    , 

Die  auf  die  y-  und  ^-Coordinaten  sich  beziehenden  Glieder  sind 
hierin  überall  nur  angedeutet     Man  erkennt  Folgendes. 

Sind  unter  den  Variationen  S  die  während  der  Zeit  dt  in  Folge 
der  wirkUchen  Bewegungen  eintretenden  Veränderungen  verstanden, 
ist  idso: 

Sx=^x'dt^     8x^^=x!'dt^     8x' -=■  oii" dt  ,  ,  . 

und  ist  daher  auch  S(l)=z[d(Pldt)dt,  so  hat  in  der  letzten  Gleichung 
unter  der  einzigen  Bedingung,  dass  0  die  Zeit  t  nicht  ent- 
hält, die  rechte  Seite  stets  die  Form  eines  Differentiales  nach  der 
Zeit  und  giebt  bei  Integration  von  t,  bis  t^  einen  Werth,  der  nur 
von  den  Zuständen  in  t,  und  /„  nicht  aber  von  zwischenliegenden 
abhängt. 

9» 
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Deutet  man  dann  die  Factoren  von  Sx^  äy,  Sz  als  Ausdrücke 
für  die  negativen  Kraftcomponenten,  so  gelangt  man  zu  folgendem 
Resultate: 

Existirt  eine  Function  0  der  Coordinaten  des  Massen- 
punktes und  beliebiger  ihrer  Ableitungen  (das  Potential 
im  weiteren  Sinne  des  Wortes),  durch  welche  sich  die  auf 
jenen  wirkenden  Eraftcomponenten  in  folgender  Weise 
ausdrücken: 

dx'^did^       dt' dx""^  dt*  da^"'^'"' 

v_        80  ^   d    80        d^    80   .    d*    80^  ^^. 

^  ~  ''~8y  '^d'tJ^  "df  8y"'^  df  öy"'"^*"'  ^°"^ 

y__80^^d_  80_d^8^^   80^  -j. 

8x'^dt~8x'       df  8%'''^  df  8x'"^'"* 

so  besitzt  jederzeit  die  von  ihnen  bei  der  Bewegung  des 
Massenpunktes  während  der  Zeit  dt  geleistete  Arbeit  dA 
die  Form  eines  vollständigen  Differentiales  nach  der  Zeit 
von  einer  Function  —  i7,  die  gegeben  ist  durch 


rr     ,u        '   l^^        d    80     ,       \ 


d 

80 

dt 

8x" 

d 

80 

dt 

8af'' 

d 

80 

.180         d     80    ,        \  ff.^^ 

nJ8  0  d        80        ,  \ 

Die  Differenz  der  Werthe  der  Fimction  —  77  für  einen  beliebigen 
Anfangs-  und  findzustand  giebt  demgemäss  direct  den  Werth  der 
Arbeit  an,  die  von  jenen  Kräften  zu  leisten  ist,  um  den  Massenpunkt 
von  dem  einen  Zustand  zum  anderen  überzuführen. 

Die  in  (80)  enthaltenen  Ausdrücke  für  die  Eraftcomponenten, 
welche  die  Arbeit  zu  einem  Zeitdifferential  machen,  sind  aber  noch 
nicht  die  allgemeinsten,  insofern  noch  Glieder  X^,  Fot  ä^  hin- 
zugefügt werden  können,  die  überhaupt  keinen  Antheil 
zur  Arbeit  liefern.  Solche  sind  in  allgemeinster  Form  die  nach- 
stehenden 

A;  =  i;F.-u;^„     Y,  =^  w  F, -^  u  F,,     Z,=^uF,-vF,,     (80") 

wobei  die  drei  Functionen  F^,  F^,  F^  keinerlei  Beschränkungen 
unterliegen.  In  der  That,  bildet  man  die  Arbeit  dieser  Componenten 
nach  dem  Schema  (78")  unter  Rücksicht  auf  die  Werthe  dx^udty 
dy  —  vdt,  dx  =  wdt,  so  erhält  man   identisch  Null.     Dies  drückt 
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nach  (78)  aus,  dass  die  Resultirende  K^  jederzeit  normal  zur  Ge- 
schwindigkeit V  steht  Die  Beactionen  ruhender  fester  Bahnen  fallen 
unter  dies  Schema,  nicht  aber  die  bewegter. 

Nach  dem  Gesagten  ist  der  in  (80')  angegebene  Ausdruck  von  77 
der  allgemeinste,  obwohl  erst  die  Combination  der  Formeln  (80)  und 
(80")  die  allgemeinste  Form  der  Componenten  JV,  T,  Z  liefert    Wirken 
nun   mehrere  Kräfte   K^,   denen   verschiedene  Functionen    77^  ent- 
sprechen, so  ist  nach  (78'")  ihre  Arbeit 

dA  =  2dA^  =  -d^n^  =  -dn,  (81) 

wenn  77  nun  kurz  für  ^77^  gesetzt  wird.     Demgemäss  nimmt  die 
Gleichung  der  lebendigen  Kraft  (77")  die  Form  an 

(i(y'+77)  =  0,     d.h.     y'+77=Const  (81') 

Es  erscheinen  also  W  und  77  als  die  veränderlichen  Theile  einer 
einzigen,  bei  der  Bewegung  des  Massenpunktes  unveränderlichen  und 
somit  für  den  Vorgang  charakteristischen  physikalisclien  Grösse,  die 
man  die  Energie  E  des  Punktes  unter  der  Wirkung  der 
Kräfte  Äi  nennt,  indem  man  schi-eibt 

H^+n^E,    dE^O,     d.  h.     E=  Const  (81") 

V^  fuhrt  dabei  auch  den  Namen  der  kinetischen  oder  Bewegungs- 
energie, 77  den  der  potentiellen  oder  Kraftenergie. 

Da  Massenpunkte  unter  der  alleinigen  Wirkung  von  Kräften, 
welche  ein  Potential  haben,  eine  unveränderliche  Energie  besitzen, 
so  nennt  man  derartige  Kräfte  conservativ. 

Wir  schliessen  diese  allgemeinen  Ueberlegungen  mit  einigen 
Bemerkungen  über  die  Dimensionen  und  die  Einheiten  der  in  diesem 
Abschnitte  neu  eingeführten  Functionen. 

Arbeit,  lebendige  Kraft,  Potential,  Energie  sind  mit  einander 
sammtlich  durch  Additions-  oder  Gleichheitszeiclien  verbunden,  sie 
besitzen  somit  auch  sammtlich  die  gleichen  Dimensionen.  Nach  der 
Formel  (78)  erhält  man  sogleich 

[^  -  [«^G  =  [0]  =  [ZT]  =  [£]  =  [m  f  t-'].  (81'") 

Aus  derselben  Gleichung  ergiebt  sich  als  die  wissenschaft- 
liche Einheit  der  Arbeit  —  und  hiermit  der  übrigen  verwandten 
Grössen  —  diejenige  Arbeit,  welche  eine  Krafteinheit  (eine  Dyne) 
bei  der  Verschiebung  ihres  Angriflspunktes  in  ihrer  Richtung  um  die 
Längeneinheit  (1  cm)  leistet,  oder  die  aufgewendet  werden  muss,  um 
einen  Massenpunkt,  auf  den  eine  Dyne  wirkt,  deren  Richtung  ent- 
gegen um  1  cm  zu  verschieben.     Diese  Einheit  wird  Erg  genannt 
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Die  technische  Arbeitseinheit  ist,  gemäss  der  auf  S.  68  mit- 
getheilten  Definition  der  technischen  Krafteinheit,  diejenige  Arbeit, 
welche  erforderlich  ist,  um  im  Meeresniveau  unter  45*^  geographischer 
Breite  die  Massen einhcit  (l  kg)  der  Schwere  entgegen  um  die  Längen- 
einheit (1  m)  zu  heben.  Diese  Einheit  wird  Eilogrammmeter 
genannt.  — 

Wir  wenden  uns  nun  wieder  dem  früher  stets  allein  voraus- 
gesetzten speciellen  Falle  zu,  dass  die  Kräfte  nur  von  den 
Coordinaten  und  deren  ersten  Ableitungen  abhängen.  Hier 
muss  nach  (80)  0  die  sämmtlichen  Ableitungen  der  Coordinaten 
linear  enthalten,  und  zwar  die  ersten  in  Functionen  von  x,  y,  »,  die 
höheren  in  Constanten  multiplicirt;  die  letzteren  würden  dabei  nach 
(80)  auf  die  Werthe  der  Kräfte  gar  keine  Wirkungen  äussern  und 
können  ignorirt  werden.  Man  kann  deshalb  als  den  allgemeinsten 
mit  unserer  Annahme  verträglichen  Werth  von  (p  den  Ausdruck 
bilden : 

<P  =  (fo  +  uq>,  +  v(p^  +  w(p,j 


worin  die  (pj^  nur  die  Coordinaten  enthalten;  daraus  folgt  dann: 

X  =  _  l'^'-  +  V ii^^  -p-]-tu  (p-  -  i'^' ] 
ax  \dy  ax  I  \dx  ox  j 

y  =  _  4"«  +  „,  f  ^9a.  _  ö^)  _  „  (4?-.  _  .^^] 
dy    '       \d»         dy I  \dy         dx ) 

ax  \dx         ax 1  \ax         oyj  ^ 


Die  von  <jr,,  y>„  9>,  abhängigen  Glieder  fallen  ersichtlich  unter 
das  Schema  (80"),  wir  können  sie  sonach  hier  fortlassen  und  mit 
A'o,  Toj  ^o  vereinigt  denken,  wobei  nun  unter  i^,,  2^,,  F^  in  Ueber- 
einstimmung  mit  der  obigen  Annahme  beliebige  Function  von  t,  x^ 
y,  Zf  u,  V,  w  zu  verstehen  sind.  0  wird  jetzt  mit  11  und  y, 
identisch. 

Hiernach  sind  wir  zu  folgendem  Resultat  gelangt: 

Kraftcomponenten,  welche  nur  von  den  Coordinaten 
und  den  Geschwindigkeiten  abhängen,  ergeben  die  während 
eines  Zeitelementes  dt  geleistete  Arbeit  in  Form  eines 
Differentiales  nur  in   den   beiden   Fällen,   dass  sie 

a)  ein  Potential  0  besitzen,  welches  eine  Function  der 
Coordinaten  allein  ist  (das  Potential  im  engeren  Sinne), 
und  durch  dasselbe  gegeben  sind  gemäss  den  Beziehungen: 

X-       ^"^         y-       ^^         7-       ^^  r82^ 
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b)  den  Werth  der  Arbeit  zu  Null  machen,  wozu  notb- 
Mrendig  und  binreicbend  ist,  dass  die  Richtung  ihrer 
Resultante  normal  zu  derjenigen  der  Bewegung  steht 

Damit  ein  Potential  (specieller  Art)  existire,  ist  erforderlich 
die  Erfüllung  der  Bedingungen,  welche  sich  aus  den  vorstellenden 
Oleichungen  durch  Elimination  von   0  ergeben,  nämhch: 

damit    die   Resultante   der   Kräfte   normal   zur   Bewegungsrichtung 
stehe,  ist  erforderlich,  dass  gelte: 

Xu  +  Yv  +  Zw  =  0,  (82") 

Da  für  die  Kräfte  der  jetzt  behandelten  speciellen  Art  das 
Potential  <P  und  die  potentielle  Energie  11  identisch  sind,  so  nehmen 
liier  die  Gleichungen  (81)  und  (81")  die  Formen  an 

dA  =  ^djth  =  -  d^(Pk  =-4  0), 

W+(l>  =  E,    dE=^0,    £  =  Const,  ^  ^  ^ 

Die  Kräfte,  welche  der  Bedingung  (82")  genügen,  kommen  in 
diesen  Sätzen  gar  nicht  vor,  sie  geben  somit  auch  keinen  Beitrag 
zur  Energie  des  Punktes.  Sie  bieten  überhaupt  der  allgemeinen  Be- 
handlung geringeres  Interesse.  Zu  ihnen  gehört  ausser  der  Reaction 
fester  reibungsloser  Oberflächen  und  Curven  in  der  Natur  wohl  nur 
noch  die  Wirkung,  die  ein  bewegtes  elektrisches  Theilchen  in  einem 
Magnetfelde  erleidet  Dagegen  spielen  die  Kräfte,  welche  ein  Poten- 
tial 0  im  engeren  Sinne  des  Wortes  besitzen,  in  der  Physik  eine 
ausserordentlich  grosse  Rolle,  und  wir  wenden  uns  jetzt  ihrer  näheren 
Betrachtung  zu. 

Das  Potential  0  wird  durch  die  Formeln  (82)  definirt;  da  die 
Kraft  K  ein  polarer  Vector  ist,  so  muss  0  nach  S.  17  eine  scalare 
Function  der  Coordinaten  sein,  die  bei  Umkehrung  aller  Coordi- 
natenrichtnngen  ihr  Vorzeichen  nicht  ändert.  Der  Zusammenhang 
zwischen  0  und  K  ist  ein  erstes  wichtiges  Beispiel  für  die  in  der 
Elinleitung  besprochenen  Beziehungen  zwischen  einem  Scalar  und 
einem  Vector,  einem  scalaren  und  einem  vectoricUen  Feld. 

Für  fp  selbst  folgt  aus  (82)  der  Ausdruck 

(p  =  C-f{Xdx  +  Ydy  +  Zdx),  (83) 

in  dem  C  eine  Integrationsconstante  bezeichnet.  Man  bestimmt  r, 
indem  man  an  einer  Stelle  0  des  Raumes  0  einem  vorgeschriebenen 
Werthe,  etwa  der  Null,  gleich  macht.     Im  letzteren  Falle  reclmet 
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man  also  mit  der  Differenz  des  Potentiales  an  einer  beliebigen  Stelle 
und  dem  Punkte  0. 

Da  (P,  -  a>o  nach  (82'")  die  Arbeit  ^,o  darstellt,  welche  die 
Kraft  K  bei  der  UeberfÜhrung  des  Massenpunktes  von  (1)  nach  (0) 
leistet  oder  welche  das  Entgegengesetzte  derjenigen  Arbeit  ist,  die 
zur  Ueberfuhrung  des  Punktes  entgegen  der  Kraft  K  aufgewandt 
werden  muss,  so  ist  damit  eine  einfache  Deutung  des  Werthes  von 
4>  bei  dieser  Constantenbestimmung  gegeben. 

Wir  wollen  nun  den  Zusammenhang  zwischen  dem  Potential-* 
feld  und  Kraftfeld,  d.  h.  zwischen  der  räumlichen  Vertheilung  des 
Potentiales  und  derjenigen  der  Kraft  gemäss  den  allgemeinen  Resul- 
taten von  S.  9  geometrisch  veranschaulichen. 

Da  (p  eine  Function  der  Coordinaten  allein  ist,  so  stellt  die 

Gleichung 

a>  =  c,  (83') 

unter  c  eine  Constante  verstanden,  eine  Oberfläche  dar,  auf  der  das 
Potential  überall  denselben  Werth  hat;  man  nennt  sie  eine  Potential- 
fläche. Construirt  man  die  ganze  Schaar  von  Oberflächen 
(p  =  c,  welche  um  immer  gleiche  Beträge  Sc  von  —  cx)  bis 
+  00  wachsenden  Werthen  von  c  entspricht,  so  liegt  die 
Kraft 

an  jeder  Stellejo  normal  zu  der  sie  schneidenden  Potential- 
fläche, von  grösseren  zu  kleineren  Werthen  0  hin,  und 
hat  die  Grösse  Sc  dividirt  durch  den  normalen  Abstand  Sn 
der  in  p  einander  benachbarten  Flächen  (l>  =  c,  ist  also 
mit  Sn  indirect  proportional. 

Die  senkrechten  Trajectorien  des  Systemes  von  Potentialflächen, 
welche  hiernach  an  jeder  Stelle  durch  die  Richtung  ihrer  Tangente 
die  Richtung  der  dort  wirkenden  Kraft  angeben,  heissen  die  Kraft- 
linien des  Potentialfeldes.     Ihre  Diflerentialgleichungen  sind 

dx:d!,:dz  =  ^:-i^-Jf-.  (83'") 

^  dx      oy      dx  ^        ' 

Legt  man  durch  alle  Randpunkte  eines  Flächenelementes  ihre 
Kraftlinien,  so  entsteht  ein  Canal,  den  man  als  Kraftröhre  be- 
zeichnet. 

Ausser  dem  im  Vorstehenden  dargethanen  Nutzen  zur  Ver- 
anschaulichung  einer   Kraftvertheilung   im   Räume   bietet   die  Ein- 
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filhrung  der  Potentialfläcben  Vortbeile  zur  Verdeutlichung  gewisser 
Gesetzmässigkeiten  der  Bewegung  und  des  Gleichgewichtes  eines 
jener  Kraft  unterworfenen  Massenpunktes. 

Die  eine  ist  in  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft 

£•  =  0)  +  y/  =  Const 

enthalten  und  geht  dahin,  dass  ein  unter  der  Wirkung  eines  Poten- 
tiales  bewegter,  übrigens  freier  oder  beliebig  an  eine  feste  Ober- 
fläche oder  Curve  gebundener  Massenpunkt  eine  jede  Potentialfläche 
stets  mit  derselben  Geschwindigkeit  passirt  oder  berührt  Sie  stellt 
eine  grosse  Erweiterung  des  S.  98  nur  für  den  ganz  speciellen 
Fall  der  Bewegung  unter  der  Wirkung  der  Schwere  abgeleiteten 
Satzes  dar. 

Die  andere  ergiebt  sich  aus  den  S.  58  aufgestellten  allgemeinen 
Bedingungen  des  Gleichgewichtes.  Ist  der  Punkt  frei  und  nur 
einem  Potential  im  engeren  Sinne  des  Wortes  unterworfen,  so  ist 
die  Bedingung,  welche  seine  Gleichgewichtslagen  definirt,  nach  (82) 
das  Verschwinden  der  Ableitungen  von  0  nach  den  Coordinaten. 
Die  Formeln 

A^  =  0     1*  =  0     -^*  =  0 

X  oy  ^        ax 

bestimmen  aber  bekanntlich  die  Stellen  grösster  oder  kleinster 
Werthe  von  0. 

Ist  der  Punkt  an  eine  feste  Oberfläche  oder  feste  Curve  ge- 
bunden und  ausserdem  unter  der  Wirkung  eines  Potentiales,  so  er- 
geben die  Resultate  von  S.  116  zusammen  mit  Gleichung  (83'"),  dass 
die  Gleichgewichtslagen  in  die  Stellen  grösster  oder  kleinster  Poten- 
tialwerthe  auf  der  Fläche  oder  auf  der  Curve  fallen. 

Bedenkt  man,  dass  nach  (82)  die  resultirende  Kraft  immer  von 
grösseren  zu  kleineren  Potentialwerthen  gerichtet  ist,  und  dass  ein 
Gleichgewichtszustand  stabil  oder  labil  ist,  je  nachdem  der  Massen- 
punkt bei  einer  unendlich  kleinen  Verschiebung  durch  die  entstehende 
Kraft  zurück-  oder  hinweggeführt  wird,  so  erkennt  man  die  Gültig- 
keit des  Satzes: 

Für  einen  nur  unter  der  Wirkung  eines  Potentiales 
stehenden  freien  oder  an  eine  feste  Oberfläche  oder  Curve 
gebundenen  Massenpunkt  sind  die  ihm  zugehörigen  Orte 
stabilen  oder  labilen  Gleichgewichtes  durch  die  Punkte 
kleinster  oder  grösster  Potentialwerthe  gegeben. 
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§  12.    Bewegung  eines  Massenpunktes  unter  der  Wirkung  eines 

ruhenden  Wirkungscentrums. 

Als  Centralkräfte  allgemeiner  Art  bezeichnet  man  ur- 
sprünglich solche  auf  einen  Massenpunkt  ausgeübte  Kräfte^  die  immer 
nach  demselben  Punkt  im  Baume,  dem  Wirkungscentrum,  hin 
gerichtet  sind.  Wir  unterscheiden  von  ihnen  die  Centralkräfte 
specieller  Art  durch  die  zu  der  obigen  tretende  weitere  Eigen- 
schaft, dass  ihre  Grösse  allein  von  der  Entfernung  des  Massen- 
punktes von  dem  Wirkungscentrum  abhängt. 

Das  Wirkungscentrum  wird  in  der  Regel  gleichfalls  von  einem 
Massenpunkt  eingenommen,  der  als  der  Ausgangspunkt  der  Central- 
kraft  erscheint,  da  letztere  mit  der  Beseitigung  dieses  Massenpunktes 
verschwindet,  mit  seiner  Veränderung  wechselt.  In  diesem  Falle 
pflegt  die  auf  den  ersten  Massenpunkt  ausgeübte  Kraft  auch  dann 
noch  dauernd  nach  dem  das  Wirkungscentrum  repräsentirenden 
zweiten  hin  gerichtet  zu  sein,  wenn  dieser  sich  bewegt  Man  gelangt 
so  zu  der  Vorstellung  bewegter  Wirkungscentren. 

Die  Verhältnisse  der  Bewegung  werden  besonders  einfach,  wenn 
nur  ein  Wirkungscentrum  vorhanden  ist  und  dasselbe  seinen  Ort 
nicht  ändert  —  der  Fall,  auf  welchen  wir  uns  nach  der  Ueber- 
schrift  zunächst  beschränken  — ;  es  lässt  sich  nachweisen,  dass  in 
diesem  Falle  stets  ein  Potential  für  die  wirkende  Kraft  existirt, 
und  das  Problem  erscheint  daher  als  ein  einfaches  Beispiel  zu  den 
allgemeinen  Entwickelungen  des  vorigen  Abschnittes. 

Liegt  der  Coordinatenanfang  in  dem  ruhenden  Wirkungscentrum, 
und  befindet  sich  der  Massenpunkt  an  der  Stelle  rr,  t/>  «>  so  ist  die 
Entfernung  r  der  beiden  gegeben  durch: 

3  2     i        ;     I        t 

»•'  =  X  +  y  +  z . 

Da  die  Kraft  in  der  Richtung  von  r  liegen  soll,  so  folgt,  wenn 
man  letztere  nach  dem  Coordinatenanfang  hin  positiv  rechnet: 

—  =  A  =  -ii:-,    w^^-=y=-7vy,    m^=Z=-A--,   (84) 


m 


dabei  ist  K  in  Uebereinstinimung  mit  dem  S.  14  allgemein  Gesagten 
das   positive   oder   negative  Vorzeichen  zu  geben,  je  nachdem  die 
Wirkung  in  einer  Anziehung  oder  einer  Abstossung  besteht. 
Wir  bemerken  nun,  dass 

dr   X  d  r  _^   y  d  r   __   x 

dx         r'  dy         r'         d  x         r  * 

also 

X=.-Ki^,      y  =  »A^.|r,      Z  =  -A'|^ 
ox  '  dy  0% 
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ist;  K  als  Function  von  r  allein  lässt  sich  auch  schreiben: 

und  daher  ist: 

Jede  Centralkraft  specieller  Art  K  besitzt  ein  Poten- 
t,ial  von  dem  Werth 


0 


=  fKdr+  C.  (84") 


XJeber  die  Bestimmung  der  Constanten  C  ist  S.  135  gesprochen. 

Nach  dem  im  vorigen  Paragraphen  Erörterten  ist  daher  für 
Centralki^fte  der  vorausgesetzten  Art  eine  integrable  Combination 
der  Bewegungsgleichungen  ganz  allgemein  angebbar,  nämlich  die 
Pormel  dE  =  d{^^  +  W)  =  0,  welche  durch  Integration  liefert: 

E=-^f+0  =  e,.  (84'") 

Es  ist  nun  eine  sehr  bemerkenswerthe  Eigenschaft  dieser  Kräfte, 
dass  f&r  dieselben  auch  die  übrigen  zur  vollständigen  Lösung  des 
Bewegungsproblemes  erforderlichen  integrabeln  Combinationen  ganz 
allgemein  aufgestellt  werden  können. 

Die  eine  erhalten  wir  durch  die  Anwendung  des  Satzes,  dass 
die  Elrafb  stets  in  der  Osculationsebene  der  Bahn  liegt;  denn  aus 
ihm  folgt  ohne  alle  Rechnung  durch  die  einfache  Anschauung,  dass 
der  bewegte  Massenpunkt  stets  in  der  Ebene  bleiben  muss,  welche 
Wirkungscentrum ,  Anfangslage  und  Anfangsgeschwindigkeit  des 
Massenpunktes  enthält.  Man  braucht^  um  dies  einzusehen,  nur  von 
2ieitelement  zu  Zeitelement  fortzuschreiten  und  zu  bedenken,  dass 
die  Ebene  durch  zwei  benachbarte  Bahnelemente  stets  das  Wirkungs- 
centnim enthalten  muss.  Die  Gleichung  der  Bahnebene  ist  als  ein 
zweites  Integral  unserer  Gleichungen  anzusehen. 

Lassen  wir  die  XY-Ebene  mit  der  Ebene  der  Bahn  zusammen- 
fallen, 80  ist  jetzt  nur  noch  eine  integrable  Combination  der  Be- 
wegungsgleichungen aufzusuchen.     Diese  letzteren  lauten  jetzt: 


m 


dV 


=  —  K— ,     m  -,-->  =  —  K-    ,     wo  nun  r*  =  x'  +  v*  ist; 

r  dt  r  '  •    ;/  j 


multiplicirt  man  sie  resp.  mit  y  und  x  und  subtrahirt,  so  erhält  man: 

d'y  d'x        ^  ,oK\ 

"^  dt' -  y -äi'- =  ^ '  ^^ö) 


140 


Mechanik  materieller  Punkte. 


und  diese  Formel  hat  die  Gestalt  eines  Differentialquotienten  nach 
der  Zeit,  denn  sie  ist  identisch  mit: 


d    I      dy  dx\  d    ,  \       n 


(SSO 


Letztere  Gleichung  hat  eine 
einfache  Bedeutung  'yX,y\mdx+dxj 
y  +  dy  sind  die  Orte  des  Massen- 
punktes  zur  Zeit  t  und  i  +  dt; 
rdjc.if-dAf    ^(^  ^y  _  y ^a;)  ist  die  in  der  Fig.  1 6 

schraffirte  Fläche,  die  vom  Radius- 
vector  nach  dem  Wirkungscen- 
trum in  der  Zeit  dt  bestrichen 
wird;  durch  di  dividirt,  ist  sie 
die  Flächengeschwindigkeit, 
d.  h.  die  Geschwindigkeit,  mit 
welcher  die  von  der  Bahn,  einem 
festen  und  dem  mit  dem  Massen- 
punkt fortrückenden  Radiusvector 
begrenzte  Fläche  mit  der  Zeit  wächst.  Nennen  wir  diese  Flächen- 
geschwindigkeit ß,  so  ist  die  obige  Gleichung: 


0 


-»JT 


Fig.  16. 


dSl 


—  -  =  0]     sie  giebt  integrirt     ß  =  c. 


(85") 


und  sagt  aus,  dass  bei  den  betrachteten  Centralbewegungen  die 
Flächenbeschleunigung  gleich  Null,  die  Flächengeschwindigkeit  also 
constant  ist;  man  bezeichnet  diese  Gleichung  als  den  Flächensatz. 
Bemerken  wir,  dass  bei  der  Ableitung  dieses  Satzes  nur  die  Rich- 
tung, nicht  aber  die  Grösse  der  wirkenden  Kraft  in  Betracht  kam, 
so  können  wir  dem  Satz  die  folgende  allgemeine  Fassung  geben: 

Bei  einem  unter  der  Wirkung  einer  Centralkraft  all- 
gemeiner Art  bewegten  Massenpunkt  bestreicht  der  Radius- 
vector nach  dem  Wirkungscentrum  in  gleichen  Zeiten 
gleiche  Flächen. 

Hieraus  fiiesst  eine  einfache  und  anschauliche  Folgerung.  Ist 
ds  in  der  Figur  16  der  während  dt  zurückgelegte  Weg,  /  das  Loth 
vom  Wirkungscentrum  auf  die  Richtung  von  ds,  so  ist  nach  dem 
Satz  Idsidt  für  alle  Stellen  derselben  Bahn  eine  Constante.  Da 
nun  ds!dt=  V,  d.h.  gleich  der  Geschwindigkeit  ist,  so  ergiebt  sich 
der  Satz: 

Bei  jeder  Centralbewegung  der  betrachteten  Art  ist 
längs   derselben   Bahn   die  Geschwindigkeit   indirect   pro- 
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portional  der  Länge  desLothes  vom  Wirkungscentrum  auf 
die  Tangente  der  Bahncurve  in  der  betrachteten  Stelle.  — 

Wir  sind  also  zu  dem  Resultat  gekommen,  dass  für  das  Pro- 
l3lem  der  Bewegung  eines  Massenpunktes  unter  der  Wirkung  einer 
xiach  einem  festen  Gentrum  gerichteten,  nur  von  der  Entfernung  ab- 
Iiängigen  Kraft  die  drei  ersten  Integrale  durch  die  Gleichung  einer 
lEbene,   den  Energie-  und  den  Flächensatz  gegeben  sind.     Erstere 

Formel  enthält  keine  Differentialquotienten  mehr;   sie  repräsentirt 

also  bereits  ein  zweites  Integral. 

Um   von  den  letzten  beiden  ebenfalls  zu   zweiten   Integralen 

fortzuschreiten,    führen    wir    Polarcoordinaten   r   und   (p   mit   dem 

Wirkungscentrum  als  Pol,   gemäss  Figur  16,  ein  und  haben  dann: 


ü.^%  *-/"n 


in  der  letzten  Gleichung  ist  die  na<5h  (84")  in  0  willkürliche  Con- 
stante  C  gleich  Null  gesetzt,  da  sie  sich  doch  nur  additiv  mit  der 
Integrationsconstante  c,  verbindet. 

Setzen  wir  diese  Werthe  in  die  Formel  (84'")  und  (85")  ein,  so 
erhalten  sie  die  Gestalt: 

^ hf —  +  *  =  ^-     Y-5^  =  ^'  (^^^ 

Nach  der  letzteren  Gleichung  lässt  sich  dt  durch  r  und  d€p 
ausdrücken  und  dieser  Wert  in  die  erste  einsetzen;  man  erhält 
dadurch: 


2»«.-(^+?(j^)')+*-v 


(86) 


Diese  Formel  zeigt,  dass  stets,  wenn  die  Bahn  eines  Massenpunktes 
in  Bezug  auf  das  Wirkungscentrum  und  damit  drjdff  gegeben  ist, 
das  Potential  der  Centralkraft  (l>=fK(Ir  und  daraus  auch  die 
Centralkraft  K^  d^jdr  berechnet  werden  kann.  Es  ist  bemerkens- 
werth,  dass  hierzu  eine  Kenntniss  der  Gescbwindigkeitsverhältnisse, 
welche  sonst  zur  Bestimmung  der  Kraft  uöthig  ist,  nicht  er- 
fordert wird. 

Schreiben  wir  die  Gleichung  (86)  in  der  Form 

-V('!-M*=r'.^--^.-l  (86') 

und  beachten  wir,  dass  drjrdif  die  Cotangente  des  Winkels  («,  r) 
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zwischen  dem  Bahnelement  ds  und  dem  Badiusvector  r  ist>  und  0 
allem  yod  r  abhängt,  so  ergiebt  sie  den  Satz,  dasa  die  Bahn  den 
Radiusyector  in  der  gleichen  Entfernung  stets  unter  dem  gleichen 
Winkel  schneidet 

Aufgelöst  nach  dip  giebt  die  letzte  Gleichung: 

±  dr  , 


fi 


1/ 


Das  Vorzeichen  bestimmt  sich  durch  den  Anfangszustand  und 
wechselt,  wenn  die  Wurzelgrösse  durch  Null  hindurchgeht.  Die 
erhaltene  Formel  ist  von  der  Zeit  frei,  giebt  also  die  Gleichung 
der  Bahn  und  ist  stets,  sei  es  in  geschlossener  Form,  sei  es  durch 
eine  Reihe,  integrabel,  wenn  die  Kraft  A'  und  somit  das  Potential  4> 
als  Function  von  r  gegeben  ist 

Den  Ort  in  der  Bahn  bestimmt  eine  Gleichung,  die  aus  der 
vorstehenden  folgt,  wenn  man  darin  nach  der  zweiten  Formel  (85'") 
d(p  durch  dt  ausdrückt;  man  erhält  auf  diese  Weise: 

±  dr ^     ji 

C,  --0    _     1  (OÖ     ) 

2  w  cV        r^ 

Auch  diese  Formel  ist  in  direct  integrabler  Form  erhalten, 
das  Bewegungsproblem  ist  also  allgemein  vollständig  gelöst  bis  auf 
die  Ausrechnung,  welche  die  Kenntnis  des  Gesetzes  der  Kraft  K 
verlangt  Wir  wollen  dieselbe  durchführen  flir  eine  anziehende 
Kraft  K,  welche  indirect  proportional  wirkt  mit  dem  Quadrat  der 
Entfernung.    Aus  dem  Werthe 

folgt  unter  abermaliger  Vernachlässigung  der  additiven  Constanten 
das  Potential 

und  die  ersten  Integralgleichungen  lauten  nach  (85'"): 

Die  erste  dieser  Gleichungen  ergiebt,  dass  c,  +  kjr  jederzeit 
positiv  ist,  und  hieraus  lässt  sich  folgern,  dass  jede  mit  dem  voraus- 
gesetzten Kraftgesetz  vereinbare  Bahncurve  mindestens  an  einer 
Stelle  den  Badiusvector  normal  schneiden  muss.  In  der  That  folgt 
aus  (86')  bei  Einführung  des  Werthes  von  <P 
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und  da  das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  bei  beliebigem  r  jeden 
positiven  Werth  amiehmeu  kann,  so  ist  bei  jedem  Werthpaar  c,  und 
Cg  mindestens  ein  Werth  von  r  vorhanden,  für  den  drlrd(p  ver- 
schwindet, also  die  Bahn  den  Radiusvector  senkrecht  schneidet 

Wir  wollen  die  Integrationsconstanten  c,  und  c«  dadurch  be- 
stimmen, dass  wir  festsetzen,  dass  einer  der  Punkte,  wo  dies  statt- 
findet, zur  Zeit  t  =  0  passirt  wird  und  auf  dem  Radiusvector  <//  =  0 
im  Abstand  r  =  i'o  liegt,  sowie  ferner,  dass  in  ihm  die  Linear- 
geschwindigkeit r  den  Werth  T^,  =  r„rOo,  die  Winkelgeschwindigkeit 
dcpjdt  somit  den  Werth  co^  besitzt.  Da  der  Anfangspunkt  von  t  und 
(f  willkürlich  ist,  so  enthält  diese  Festsetzung,  so  lange  r«  und  coo 
willkürlich  bleiben,  keine  Specialisirung  des  Problemes.  Wir  haben 
demgemäss: 

und  falls  wir  dies  in  (86")  einführen: 

±  dr  , 

=  d(p. 


..i/p::X]_.j^jv_i:) 

Setzt  man  1/r  =  (>,  l/ro=  po,  so  erhält  man  auch: 


(87-) 


T  dg  , 

^         =  d(p. 


]/(.. -.)(.+..-!*:;) 


Die   Formel   zeigt,  dass  dgjdtp  ausser  für  (>  =  (>o  auch  noch 
verschwindet  für 

o  =  — ^~  -  (>o  =  Po 


fWlüo' 


und  dass  q  immer  zwischen  p.,  und  p,  liegen  muss.    Sind  p«  und  p, 
positiv,  so  ist  p  und  r  hiemach   stets  endlich;   ist  eines  von  ihnen 
negativ,  so  wird  p  auch  gleich  Null,  r  unendlich. 
Wir  können  demgemäss  schreiben: 

T  do  j 

und   erhalten  hieraus  bei  Einführung  der  Integrationsconstanten  c: 


/    __   V«  +J»i  \ 


arccos 


^  2 


(»0  -  a^ 


I 


=  c  ±  qp; 


also  g  -  ^"  t-^'  =  *'"-,-*•  cos  (c  ±  y). 


2 
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Ist  für  qp  =  0  ()  =  (>o,  80  können  wir  c  =  0  setzen  und  habeirr:! 
nach  Wiedereinführen  von  r: 

1         1  /  1     ,    1 \        1/1         1  \ 


ro  +  r. 


oder  r  = ^^ ;  (87":: 

hierin  ist 


r»  +  n 

1 

2k             1 

""  tn  r„*  Wo*        r^  ' 

Die  Bahncurve  ist  also  ein  Kegelschnitt,  bezogen  aa^ 
einen  Brennpunkt  als  Pol,  denn  ihre  Gleichung  stimmt  mit  dex 
hierfür  gültigen 

r=       ^ 

1  +  e  cos  <p 

überein,  in  welcher  p  der  Parameter  =  2ror,/(rj  +  To),  e  die  nu- 
merische Excentricität  =  (r,  —  0/(r,  +  rj  ist.  Die  Halbaxen  a  und  b 
parallel  und  normal  zur  Richtung  yy  =  0  haben,  da  p^b^jaf 
e  =  s/a  =  Yla^  —  6*)/a  ist,  die  Grössen; 


a  =  — 


n  +  ^1 


>    b  =  yiv^. 


Die  Bahn  ist  für  Ar  >  0,  d.  h.  für  den  Fall  der  Anziehung,  eine 
Hyperbel,  wenn  oo  >  e  >  +  1  ist,  eine  Parabel,  wenn  e  =  ±  1,  eine 
Ellipse,  wenn  +  1  >  e  >  —  1,  ein  Kreis,  wenn  e  =  0,  abermals  eine 
Hyperbel,  wenn  —  1  >  «  >  —  oo.  Setzt  man  den  Werth  von  r,  in 
den  Ausdruck  für  e  ein  und  bildet: 

e  =  ^^^  = ,    -^-,  (88) 

so  erkennt  man,  dass  e  sich  einfach  durch  die  Grösse  der  Ceutral- 
kraft  kjr,^  und  der  Centrifugalkraft  mr^foj  auf  einem  Kreis  vom 
Radius  r.,  für  den  Zeitpunkt  /  =  0  bestimmt.  Die  Halbaxen  drücken 
sich  in  denselben  Grössen  so  aus: 


a  =  r. -^— ^-^' ,       b^  =  r; -^-'^^^^  •  (880 

---  -  m  Wo'  n  -,  -  m  w„'  r^ 

Die   Bahn  ist  ein  Kreis,  wenn   beide  Kräfte  gleich  sind,  eine 
Parabel,  wenn  dieCentrifugalkiaft  das  Doppelte  der  Attraction  ist,  eine 
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Hyperbel  oder  Ellipse,  wenn  sie  mehr  oder  weniger  als  das  Doppelte 
beträgt  Für  den  ^all  der  Abstossung,  d.  h.  für  A;  <  0,  erhält  man 
stets  Hyperbeln. 

Den  Ort  in  der  Bahn  können  wir  bei  der  Einfachheit  des  ge- 
fundenen Besoltates  leicht  bestimmen,  ohne  auf  die  Gleichung  (86"') 
zurückzugehen. 


Aus 


r  = 


1+6  cos  q) 

bestimmt  sich  sogleich: 


und      r'  -r?-  =s 


dt 


n  «0 


{l  +  e  COS  q>y 


(89) 


Die  Bechnung  wird  besonders  einfach,  wenn  man  statt  des 
Winkels  (p  (der  wahren  Anomalie)  nach  Figur  1 7  und  nach  bekannten 
geometrischen  Beziehungen  den 
Winkel  u  (die  excentrische  Ano- 
malie), statt  e  (der  numerischen) 
€  (die  lineare  Excentricität)  ein- 
führt 

Es   ist  nach   der  Kegel- 
schnittsgleichung : 


r  =:  p  -^  ercos(p, 

darin  p  »  b^fa,  e  =  a/a  und  nach 
der  Figur  r  cos  (p  =  acos  w  —  c; 
daraus  folgt  aber: 


r  =i  a  —  6  cos  u , 
also  auch 


Fig.  17. 


^  ,     =s  a  —  8C0SW. 

1  +  e  COS  (p 

Dies  giebt  differentürt: 

p  e  sin  €0  dcp  , 

77—; — ^  =  BSinudu: 

(l  +  e  COS  gp)*  ' 

nach  der  Figur  ist  aber  rsin^  ^6sinu,  also  gilt: 

(1  +  e  cos  (pY  ' 

und  daher  wird  unsere  Gleichung  (89)  zu 

bdu{a  "^  6 cos u)  ^^r^ (a^dt. 
Die  Integration  ergiebt: 

6  (a  M  —  «  sin  w)  =»  To"  «0  ^  +  C. 

W.  Voigt,   Mechanik.    Zweite  Aufl. 
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Während  eines  ganzen  Umganges  wächst  u  um  2n,   die  üm- 
laufszeit  findet  sich  daher:  ^ 

r=^4^,  (89-) 

oder,  da  nach  (88')  6"  =  amcojr^^/k  ist,  auch: 


7'==2^|/^.  (89") 

Für  denselben  Massenpunkt  verhalten  sich  demnach 
bei  verschiedenen  Anfangszuständen  die  Quadrate  der  Um- 
laufszeiten wie  die  Guben  der  grossen  Axen.  Dasselbe  gilt 
bei  verschiedenen  Massenpunkten,  wenn  die  Attraction,  die 
von  dem  Coordinatenanfang  ausgehend  angenommen  ist, 
ihren  Massen  proportional  wirkt,  also  k  den  Factor  m 
enthält.  — 

Wir  wenden  uns  jetzt  wieder  zu  einer  allgemeinen  Untersuchung 
und  stellen  uns  die  Aufgabe,  zu  entscheiden,  welche  von  allen 
Gentralkräften,  die  in  endlichen  Entfernungen  von  dem 
Wirkungscentrum  nicht  verschwinden  und  deren  Potential  <P 
durch  eine  rationale  Function  der  Entfernung  gegeben  ist, 
unter  allen  Umständen  Bewegungen  in  geschlossenen  Bah- 
nen verursachen,  d.  h.,  welche  bei  beliebigem  Anfangszustand  den 
Massenpunkt  stets  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Umläufen  um 
das  Wirkungscentrum  in  die  frühere  Bahn  zurückleiten.  Nach  dieser 
Fassung  der  Aufgabe  erscheint  eine  Hyperbel,  obgleich  in's  Unend- 
liche verlaufend,  als  geschlossene  Curve,  die  Epicycloide,  obgleich 
ganz  im  Endlichen  liegend,  als  im  Allgemeinen  nicht  geschlossen. 
Besitzt  die  Bahncurve  mehrere  Zweige,  so  verlangt  unsere  Aufgabe, 
dass  jeder  von  ihnen  geschlossen  sei. 

Zur  Beantwortung  dieser  Frage  gehen  wir  von  der  DiflFerential- 
gleichung  (86')  der  Bahncurve  aus,  kürzen  in  ihr  die  Constante  2  m  c/ 
in  c'  ab  und  schreiben  sie  demgemäss: 

^  (.-;)*=  z('-('^--<^)-0;  (90) 

</>,  das  Potential  der  wirkenden  Centralkraft,  ist  hierin  nach  der  An- 
nahme eine  rationale  Function  des  Badiusvectors  r  allein.  Da  die 
linke  Seite  dieser  Formel  das  Quadrat  der  Gotangente  des  Winkels 
(s,  r)  zwischen  dem  Bahnelement  ds  und  dem  Radiusvector  r  dar- 
stellt,  so    ergiebt   sich,   wie  schon   S.  142   bemerkt  wurde,    dieser 
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^Vinkel  nach  der  Formel  (90)  ausschliesslich  von  r  abhängig;  bei 
einer  und  derselben  Bahn  mttss  demnach  in  gleichen  Entfernungen 
Tom  Wirkungscentrum  die  Bahn  den  Radius  stets  unter  demselben 
Winkel  schneiden. 

Hieraus  folgt  auch,  dass  der  vom  Massenpunkt  durchlaufene 
Zweig  der  Bahn  für  alle  Wirkungsgesetze,  welche  im  Endlichen 
nirgends  verschwinden,  nur  in  zwei  Entfernungen  normal  zum  Radius- 
vector  stehen  und  somit  nur  ein  Maximum  (r,)  und  ein  Minimum  {r^ 
des  Radius  besitzen  kann;  denn  gäbe  es  noch  einen  dritten  Werth  r, 
von  r,  für  welchen  die  Bahn  den  Radius  normal  schnitte,  so  müsste 
nach  der  Anschauung  in  einer  von  ihnen  die  Bahn  einen  Wende- 
punkt besitzen,  was  mit  den  Annahmen  nicht  verträglich  ist  In 
der  That  ergiebt  der  zweite  Satz  auf  S.  52  für  die  Normalcompo- 
nente  der  wirkenden  Kraft  den  Werth: 

ein  Wendepunkt  verlangt  aber  ein  unendliches  q,  also  ein  ver- 
schwindendes N,  und  das  letztere  ist,  weil  N  für  («,  r)  =  ^  n:  mit  der 
Centralkraft  selbst  identisch  wird,  im  Widerspruch  mit  der  Annahme 
einer  im  Endlichen  nicht  verschwindenden  Centralkraft. 

Es  ist  daher  längs  des  durchlaufenen  Zweiges  der  Bahn  nur 
ein  Maximum  und  ein  Minimum  für  r  möglich,  die  allerdings  bei 
einem  Umlauf  öfter  erreicht  werden  können.  Da  die  Richtung  der 
Bahn  gegen  die  des  Radiusvectors  nur  von  der  Länge  des  Letzteren 
abhängt,  so  folgt  daraus,  dass  die  ganze  Bahn  aus  der  Aneinander- 
reihung congruenter,  zwischen  dem  grössten  und  dem  kleinsten 
Radiusvector  verlaufender  Stücke  besteht;  ist  die  Bahn  geschlossen, 
80  muss  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  dergleichen  ein  schon 
froher  durchlaufenes  sich  wieder  anschliessen,  d.  h.,  es  muss  der 
Winkel  ^  zwischen  der  Richtung  des  grössten  und  kleinsten  Radius- 
vectors ein  rationaler  Bruchtheil  von  n  sein. 

Die  Längen  des  grössten  und  kleinsten  Radiusvectors  r^  und  r^ 
sind  nach  dem  Obigen  reelle  Wurzeln  der  Gleichung: 

r*(c^-0)_c'  =  O.  (900 

Hierbei  liegen  zwei  Möglichkeiten  vor,  insofern  die  Wurzeln  +  r« 
^d  +ri  oder  in  und  ±r^  sein  können;  im  ersteren  Falle  genügt 
-r„  —  r,  der  Gleichung  nicht,  und  hieraus  ist  zu  schliessen,  dass 
die  Bahncurve  keinen  Mittelpunkt  besitzt,  oder  wenigstens  das  Wir- 
bingscentrum  denselben  nicht  einnimmt  Genügt  hingegen  ±  r«, 
±^,  80  hat  die  Curve  ihren  Mittelpunkt  im  Wirkungscentrum. 

10* 
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Nehmen   wir   zunächst  den   letzten   Fall   vor,    so   können   wir 
Gleichung  (90)  schreiben: 


—  (  ^^] 


•  ^  r'  (c,  -  0)   _  ^  ^   jr'  -  r,^  (r*  -•  r*)  P  ^g^,. 


c  r,'  Tq 


WO  P  nun  eine  rationale  Function  von  r  ist,  die  ftir  ro^r^r, 
nicht  verschwinden  kann  und  ihrer  Dimension  nach  eine  reine  Zahl 
sein  muss.     Hieraus  folgt: 

— -^=:i_.^:z.  .  =  ±  acp. 

rVP(r'-ro*)(r,«-r*)  ^ 

Integrirt  man  dies  zwischen  r«  und  r^,  so  erhält  man  rechts  den 
Winkel  ^,  der  zwischen  der  Eichtung  des  kleinsten  und  grössten 
Radiusvectors  liegt.  Dieser  Winkel  kann  nicht  von  r«  und  r»  ab- 
hängig sein,  wenn  die  Bahn  eine  geschlossene  ist;  denn  er  mtlsste 
sich  dann  bei  stetiger  Aenderung  der  r«  und  r,  selbst  stetig  ändern 
und  könnte  sonach  nicht  immer  ein  rationaler  Theil  von  n  sein. 

Die  nothwendige  Bedingung  für  die  Existenz  stets  geschlossener 
Bahnen  ist  also,  dass: 


r r^r.dr =  4-  ^ 


ro 


unabhängig  von  n  und  r»  ist.     Wir  schaffen  diese  Grössen  aus  den 
Integrationsgrenzen  fort,  indem  wir  setzen: 


r  =  —  ^     ,      also      V, , . 


Hierdurch  wird  unser  Integral: 

1 

0 

Damit  dieser  Werth  von  r«  und  r»  frei  sei,  ist  die  nothwendige 
und  hinreichende  Bedingung,  dass  die  rationale  Function  P  von  r^ 
und  r»  frei  ist 

Die  Bedingung  hierfür  ist,  dass  dPjdr^  und  d  Pjdr^  für  jeden 
Werth  von  r  oder  q  verschwindet  Nun  kann  P  schon  von  Anfang 
an  diese  Grössen  enthalten  haben,  ausserdem  sind  sie  durch  die 
Substitution  hineingekommen;  demgemäss  muss  gelten: 

^Z4.i^iZL-0        aP       dP   dr  _^ 

dr,'^  dr    öro"""'        dr,  "^  dr     ör,  ""  "* 
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Nun  bemerke  man,  dass  aus  der  obigen  Gleichung  zwischen  r 
und  o  folgt 


und  dies  bei  Logarithmisiren  und  Differentüren  liefert 

dr   r     r*  ^r^  dr   r     r*  ^r^ 

so  erkennt  man  leicht^  dass  ftir  eine  rationale  Function  P  die  obigen 
Bedingungen  ftir  beliebige  Werthe  r  unmöglich  zu  erfüllen  sind. 

In  der  That:  setzt  man  P  =^  M/N,  wobei  M  und  N  ganze  ratio- 
nale Functionen  von  r  vom  mten  und  nten  Grade  bezeichnen,  die  r« 
und  r,  in  den  Parametern  beliebig  fuhren  mögen,  so  ist 

dF        1    fdM  ,,       dN 


-^-(4?^-4f*) 


dr 

in  Bezug  auf  r  vom  {m  --  n  -^  l)ten  Grade,  also 

dP    dr^  ,         dP    dr 

dr    dr^  dr    dr^ 

vom  {m  —  n  +  2)ten  Grade. 
Dagegen  ist 


d 
d 


y.^w[-d^^--d^^)'    d7:-w[-dv:^--dw^) 


jedenfalls  nicht  von  höherem,  als  vom  m  —  nten  Grade.  Da  sich 
nun  zwei  rationale  Functionen  von  verschieden  hohem  Grade  nie« 
mals  für  alle  Argumente  zerstören  können,  so  erfordert  die  obige 
Bedingung,  dass  gilt: 

dr        "'        dr,        "'        dr,        "* 

P  muss  also  constant  und  von  allem  Anfang  frei  von  n  und  r^ 
sein.  Die  Werthe  von  P  und  0  folgen  nun  aus  Formel  (90"),  indem 
man  darin  den  dritten  Ausdruck  ausmultiplicirt  und  bei  constantem  P 
gliedweise  dem  zweiten  Ausdruck  gleich  setzt    Man  erhält  so 


P=l, 


c'        ""         r,Vo«         ' 


^  findet  sich  also  als  vom  zweiten  Grade  in  Bezug  auf  r. 

Wir  erbalten  sonach  das  erste  Resultat: 

Stets  geschlossene  Bahncurven  mit  einem  Mittelpunkt 
im  Wirkungscentrum  giebt  unter  allen  Potentialen,  welche 
diirch   rationale   Functionen   von   r   dargestellt   sind,    nur 
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dasjenige  von  der  Form  (li=:±cr\  welchem  eine  Kraft  ent- 
spricht, die  proportional  mit  der  Entfernung  wirkt;  der 
Winkel  zwischen  dem  grössten  und  dem  kleinsten  ftadius- 
vector  der  Bahn  ist  gegeben  durch: 


—  f*     dq       n 


Wir  wenden  uns  nun  zu  dem  anderen  Falle,  dass  die  Gleichung 
(90')  nur  die  beiden  Wurzeln  +  r,  und  +  r,  besitzt,  und  schreiben 
demgemäss  die  Formel  (90): 

wo  abermals  P  eine  rationale  Function  von  r  ist,  die  für  r^^r^r^ 
weder  Null,  noch   unendlich  wird,  und  ihrer  Dimension  nach  eine 
reine  Zahl  ist. 
Es  folgt  hier 

Ti  

Vnr.dr 


J   ryi'(r'-r,){r,--r) 


=  ±9 


als  der  Winkel  zwischen  dem  grössten  und  kleinsten  Badiusvector, 

welcher  bei  geschlossenen  Bahnen  von  r«  und  r.  unabhängig  sein  solL 

Setzt  man  hierin,  um  r«  und  r^  aus  den  Grenzen  fortzuschaffen. 


T  = 


also  rf,^^    -2r.r.(r.-rjrfg 


(r„  +  n)  +  9  (ro  -  n) '  ((n  +  rO  +  9  (r«  -  r,))' 

SO  resultirt: 


+  1 


-1 


VP(i  -  Q^ 


Damit  ^  von  r^  und  r,  unabhängig  sei,  muss  dasselbe  von  P 
gelten,  und  es  ist  daher  hier  dieselbe  Betrachtung,  wie  im  vorigen 
Falle  anzustellen,  die  auch  auf  dasselbe  Resultat  führt:  P  muss  con- 
stant  gleich  Eins  sein;  0  folgt  daraus  vom  minus  ersten  Grade. 

So  ergiebt  sich  der  zweite  Satz: 

Stets  geschlossene  Bahncurven,  die  nicht  den  geome- 
trischen Mittelpunkt  im  Wirkungscentrum  haben,  giebt 
unter  allen  Potentialen,  welche  durch  rationale  Functionen 
von  r  dargestellt  sind,  nur  dasj  enige  von  der  Form  0  =  ±  c/r, 
welchem   eine  Kraft  entspricht,   die  indirect  proportional 
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mi't  dem  Quadrat  der  Entfernniig  wirkt;  der  Winkel  zwi- 
sclien  dem  grössten  und  kleinsten  Badiusvector  der  Bahn 

ist^    gegeben  durch: 

+  1 

§    1 3.    Die  allgemeine  Gravitation  und  ihr  Znsammenhang  mit  der 

Schwerkraft. 

Eepleb  hat  aus  den  Beobachtungen  für  die  Bewegung  der 
Plagiaten  um  die  Sonne  die  folgenden  drei  nach  ihm  benannten  Ge- 
setze abgeleitet: 

1.  Die  Planeten  bewegen  sich  in  Ellipsen,  in  deren 
einem  Brennpunkt  die  Sonne  steht 

2.  Die  Yon  den  Radienvectoren  nach  der  Sonne  be- 
strichenen Flächen  verhalten  sich  bei  jedem  einzelnen 
Planeten  wie  die  dazu  aufgewandten  Zeiten. 

3.  Die  Quadrate  der  ümlaufszeiten  verschiedener  Pla- 
neten verhalten  sich  wie  die  Guben  der  grossen  Azen  ihrer 
ßahnellipsen. 

Vergleichen  wir,  indem  wir  dabei  Sonne  und  Planeten  wegen 
^^u^r  grossen  gegenseitigen  Entfernungen  als  materielle  Punkte  be- 
achten, mit  diesen  empirischen  Gesetzen  die  im  vorigen  Abschnitt 
^haltenen  theoretischen  Resultate,  und  identificiren  wir  dabei  ,,Sonne'' 
J^t  „Wirkungscentrum",  so  erkennen  wir  Folgendes: 

Das  zweite  EsPLEB'sche  Gesetz  drückt  eine  allgemeine  Eigen- 
schaft aller  Bewegungen  aus,  welche  unter  der  Wirkung  von 
(^entralkräften  allgemeiner  Art  stattfinden,  d.  h.  von  solchen,  die  in 
der  Richtung  der  Verbindungslinie  wirken  (vergl.  S.  140). 

Das  erste  EEPLEn'sche  Gesetz  wird  unter  derselben  Voraus- 
setzung von  der  Bewegung  erfüllt,  wenn  die  Kraft  anziehend  indirect 
proportional  mit  dem  Quadrat  der  Entfernung  wirkt  (vergL  S.  144). 

Das  dritte  EEPLEB'sche  Gesetz  ist  gültig,  wenn  die  Kraft  über- 
dies die  angezogene  Masse  als  Factor  enthält  (vergl.  S.  146). 

Es  erscheint  hiemach  als  sehr  plausibel,  dass  die  Ursache  der 
Planetenbewegung  eine  von  der  Sonne  ausgehende  Attraction  ist, 
welche  direct  proportional  mit  der  angezogenen  Masse  und  indirect 
proportional  mit  dem  Quadrat  der  Entfernung  wirkt  Indessen  ist 
ieser  Schluss  kein  zwingender,  und  die  grosse  Wichtigkeit  der 
^*ntge  lägst  einen  strengen  Beweis  erwünscht  erscheinen.    Ein  solcher 
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wird  ermöglicht  durch  die  merkwürdige  Eigenschaft  der  Eepleb'- 
schen  Gesetze,  die  Ejraft,  welche  die  Planeteubewegung  erhält^  nach 
Grösse  und  Richtung  eindeutig  zu  bestimmen.  Setzt  man  nämlich 
voraus^  dass  man  die  Planeten  und  die  Sonne  als  materielle  Punkte 
betrachten,  oder  aber  ihre  gesammten  Massen  in  ihren  resp.  Mittel- 
punkten vereinigt  denken  darf  —  Annahmen,  über  welche  in  einem 
späteren  Abschnitte  noch  weiter  zu  reden  sein  wird  —  femer,  dass 
man  die  Sonne  als  stillstehend  ansehen  kann  —  was  im  nächsten  Ab- 
schnitt erörtert  werden  wird  — ,  so  folgt,  wie  unten  gezeigt  werden 
wird,  aus  dem  zweiten  KEPLEß'schen  Gesetz,  dass  die  Planeten  während 
ihrer  Bewegung  eine  Kraft  erfahren,  die  immer  nach  der  Sonne  hin 
gerichtet  ist,  aus  dem  ersten,  dass  diese  Kraft  anziehend  wirkt  und 
indirect  proportional  mit  dem  Quadrate  der  Entfernung  abnimmt,  aus 
dem  dritten,  dass  sie  den  Massen  der  Planeten  proportional  ist 

Den   Differentialausdruck   ftir   das   zweite   KEPLEB^sche   Gesetz 
haben  wir  schon  in  Gleichung  (85)  erkannt,  welche  lautete: 

vorausgesetzt,  dass  die  XY-  zur  Bahnebene  gewählt  ist  und  die 
Radien vectoren  nach  dem  Coordinatenanfang  gezogen  sind,  in  dem 
sich  die  Sonne  befindet 

Vergleicht  man  hiermit  die  fOr  eine  ebene  Bewegung  geltenden 
allgemeinen  Differentialgleichungen 

so  erkennt  man,  dass  f&r  Kräfte^  welche  das  obige  Gesetz  befolgen, 
die  Beziehung  gelten  muss: 

XiY  =^  x:y\ 

diese  sagt  aus:  die  Richtung  der  Kraft  liegt  überall  in  dem 
Radiusvector  nach  dem  Coordinatenanfang,  d.  h.  nach  der 
Sonne. 

Man  wird  daher  die  Sonne  als  Sitz  oder  Ursache  der  Kraft^ 
d.  h.  als  Wirkungscentrum,  betrachten  dürfen. 

Demgemäss  drückt  sich  nun  aus: 

r  '  r 

und  haben  wir: 

dV  r  ^  di^  r 
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Ein  negativer  Werth  von  K  entspricht  hierbei  der  Abstossung, 
ein  positiver  der  Anziehung. 

Die  durch  die  erste  Formel  (85'")  ausgedrückte  Gleichung  der 
lebendigen  Kraft  liefert  durch  Differentiation  nach  /: 

2    dt  [    \dt)   '^  [dt)  j  "^         dr     dt  dt' 

während  die  zweite  Formel  (85'")  der  Ausdruck  des  zweiten  Kepler'- 
schen  Gesetzes  iu  Polarcoordinaten  ist  und  lautet: 

r*    dq>  

2    ~di'~'^'' 

Durch  Combination  beider  Gleichungen  folgt: 


m 


d      4e^        (  drV]  ^  dr 

-diVr^-^Ul]  ]^^^-dT' 


2     d 

cder   wenn   man   die  Differentiation   ausführt  und  beiderseitig  mit 
Tndrjdt  dividirt: 

Bis  hierher  ist  nichts^  als  das  zweite  EEPiiEB'sche  Gesetz  be- 
nutzt worden.  Nach  dem  ersten  hat  ftir  die  Planeten  die  Bahn- 
gleichuDg  die  Form: 

r  = ,     wobei    —  1  <  e  <  +  1 , 

1  +  e  cos  <p  '  -X     -X    1     > 

oder,  falls  man  r  cos  qp  =  x  setzt,  d.  h.  die  -X-Axe  mit  der  grossen 
Axe  der  Ellipse  zusammenfallend  denkt,  auch  die  andere: 

^  a 

Es  folgt  also: 


df  df         ^         mr        ^         mr    ' 

und  durch  Einsetzen  dieses  Werthes  in  (91): 

A'=  +  -^.  (Qn 

Dies  Eesultat  zeigte  dass  die  Kraft  für  einen  und  den- 
selben Planeten  —  denn  nur  für  diesen  ist  m,  c,  und  p  constant 
—  mit  der  Entfernung  von  der  Sonne  an  Grösse  wechselt, 
nämlich  dem  Quadrat  derselben  indirect  proportional  und 
stets  positiv,  also  eine  Anziehung  ist 
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Das  dritte  EEPLEB^sche  Gesetz  anzuwenden,  folgern  wir  bxmjb 
der  Constanz  der  Flächengeschwindigkeit  {i2  «=  c,)^  dass  die  ganz^ 
umlaufene  Fläche  F  mit  der  ümlaofiBzeit  T  in  dem  ZusammezB.— 
hang  steht: 

Nun  ist  aber  F=^  nab,  also 

71  ab        j*  b' 

c,  =  -^- ,     femer     ;?  =  —  » 


A'=+^J:'^'^.  (91-0 


und  hiemach 

Ä'=  -I-  ^ 

Dies  gilt  für  einen  Planeten,  für  einen  anderen  hingegen,  i 
dem  die  für  ihn  abweichenden  Grössen  durch  den  unteren  Inde 
ausgezeichnet  werden: 

^t  =    +  yTTT-^i- 

Es  soll  aber  nach  dem  dritten  E£PLEB*schen  Gesetz  für  zwei 
Planeten    die   Beziehung    a*  j  T  ^  a*  j  T^     bestehen;    daraus    folgte 

dass  gilt: 

T^    f-^        m     tu, 
A  :  Ä,  =  —  :  4 , 

d.  h.,  dass  die  auf  yerschiedene  Planeten  ausgeübten  Kräfte 
bei  gleichen  Entfernungen  ihren  Massen  proportional  sind. 
Wir   können   sonach   für   einen   beliebigen  Planeten   mit   aller 
Strenge  den  Werth  der  Kraft  schreiben: 

wo  /"  ein  für  alle  Planeten  gemeinschaftlicher  Factor  ist     Hiermit 
ist  der  oben  angekündigte  Nachweis  erbracht  — 

Bisher  ist  nichts  Anderes,  als  die  drei  KEPLEB'schen  Gesetze 
angewandt;  die  weiteren  Folgerungen  benutzen  noch  andere  Hülfe- 
mittel. Die  Proportionalität  der  auf  die  Planeten  ausgeübten  Kraft 
mit  deren  Masse  erklären  wir  uns  durch  die  Annahme,  dass  die 
Wirkung  direct  auf  die  einzelnen  Massenelemente  stattfindet,  gleiche 
Massen  in  gleichen  Entfernungen  gleiche  Wirkungen  erfahren  und 
das,  was  wir  beobachten,  die  Summe  aller  Einzelwirkungen  ist 
Diese  Vorstellung  führt  zu  weiteren  Folgerungen,  wenn  man  sie  mit 
dem  im  nächsten  Abschnitt  zu  besprechenden  Satz  combinirt»  dass 
mit  derselben  Stärke,  mit  der  ein  Massenpunkt  m,  einen  zweiten  m, 
anzieht,  auch  der  erstere  von  letzterem  angezogen  wird.  K  ist  hier- 
nach auch  die  Kraft,  mit  welcher  die  Sonne  von  jenem  Planeten 
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angezogen  wird.  Da  nun  die  Kraft  auf  die  einzelnen  Massenelemente 
ausgeübt  gedacht  wird  und  daher  mit  der  angezogenen  Masse  pro- 
portional sein  soll,  so  muss  f  den  Factor  M,  d.  i.  die  Masse  der 
Sosne,  enthalten  und  sich  schreiben  lassen: 

K=+f-^^,  (91'") 

es  muss  also  die  im  Sonnensystem  wirkende  Kraft  dem  Product  aus 
angezogener  und  anziehender  Masse  proportional  sein. 

Das   so   gefundene   Gesetz   mit  demselben   Werth   der 
Constanten /"übertragen  wir  nun  nicht  nur  auf  die  zwischen 
zwei  Planeten,  sondern  auch  auf  die  zwischen  verschiedenen 
Fixsternen,  endlich  auch  auf  die  zwischen  zwei  beliebigen 
Massen  stattfindenden  Wirkungen,  indem  wir  alle  Materie 
als   in   dieser   Hinsicht   von   gleicher   Art   annehmen.     Das 
hierin  enthaltene  Wirkungsgesetz  führt  den  Namen  des  Newton '- 
sehen  Gravitationsgesetzes.     Diese  Uebertragungen   sind  aber 
hjpothetiseh  und  bedürfen  streng  genommen  des  Nachweises  durch 
die  Beobachtung,   der  aber  nur  bis  zu  einem  gewissen  Grade   zu 
erbriogen  ist     Die  Schwierigkeit  liegt  darin,  dass  die  gegenseitige 
Attraction  von  Körpern,  deren  Grösse  sie  dem  Experiment  zugäng- 
lich machte  eine   so  kleine  ist,  dass  unsere  Beobachtungsmittel  zu 
ihrem  Nachweis  und  ihrer  Messung  nur  nothdürftig  ausreichen. 

Die  eigentliche  classische  Prüfung  der  Richtigkeit  unserer  Hypo- 
these, dass  die  Gravitation  eine  gemeinsame  Eigenschaft  aller  Massen, 
der  ganzen  Weltkörper  ebenso,  wie  der  kleinsten  Bruchstücke  ist, 
liefert  die  Vergleichung  derjenigen  Kraft,  welche  die  Erde  auf  be- 
liebige Körper  an  ihrer  Oberfläche  ausübt  und  welche  wir  als  Schwer- 
in bezeichnen,  mit  derjenigen,  welcher  der  Mond  unterliegt  und 
die  seine  Bahn  um  die  Erde  bestimmt 

In  einem  späteren  Abschnitt  wird  bewiesen  werden,  dass  die 
Attraction  einer  in  concentrischen  Schichten  homogenen  Kugel  — 
»1b  welche  wir  die  Erde  angenähert  betrachten  können  —  auf 
aosserhalby  gleichviel  wie  nahe  der  Oberfläche  liegende  Massenpunkte 
dieselbe  ist,  als  wenn  die  ganze  Kugelmasse  im  Centrum  vereinigt 
^fae.  Ebenso  wird  gezeigt  werden,  dass  ein  Körper  von  gegenüber 
dem  Erdradius  kleinen  Dimensionen  sich  bezüglich  der  auf  ihn 
^kenden  Attraction  als  ein  Massenpunkt  betrachten  lässt  Nehmen 
^  diese  Sätze  voraus,  so  können  wir  die  Wirkung,  welche  die  Erde 
»ttf  einen  beliebigen  Körper  an  ihrer  Oberfläche  ausübt,  ebenso 
^^  dem  NEWTON'schen  Gesetz  ausdrücken,  wie  die  auf  den  Mond 
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stattfindendei  und  untersuchen,  ob  beide  auf  denselben  Werth  des 
Factors  f  führen. 

Sei  r,  m  Entfernung  und  Masse  des  Körpers  an  der  Erdober- 
fläche, Tj,  w,  das  Entsprechende  für  den  Mond,  M  die  Masse,  R  der 
Radius  der  Erde,  dann  ist: 

L'       ^  Mm  T-        j,MTni 

A  =  /  -Zi—  »        Ai  =  /  —TT- ' 

die  Beschleunigungen  erbalten  wir  daraus  durch  Division  mit  den 
angezogenen  Massen,  nämlich,  da  wir  r  mit  R  vertauschen  können: 

Soll  also  die  eine,  wie  die  andere  Kraft  auf  dieselbe  Constante  f 
führen,  so  muss  gelten: 

Nun  ist  aber  die  Beschleunigung  B  in  Folge  der  Anziehung  der 
Erde  an  der  Erdoberfläche  identisch  mit  der  früher  durch  den 
Buchstaben  g^  bezeichneten  Grösse,  nämlich  dem  durch  FaUversuche 
oder,  wie  weiter  unten  zu  zeigen,  genauer  durch  Pendelbeobachtungen 
bestimmbaren  Werthe  der  Schwerebeschleunigung,  abzüglich  der  Wir- 
kung der  Centrifugalkraft,  eine  uns  bekannte  Constante,  in  (cm,  sec) 
gegeben,  im  Mittel  etwa  gleich  980.  B,,  die  Beschleunigung  des 
Mondes,  berechnet  sich,  wenn  man  die  Mondbahn  als  kreisförmig, 
und  dementsprechend  die  Mondgeschwindigkeit  als  constant  ansieht, 
sehr  einfach  nach  dem  zweiten  Satz  auf  S.  52  gleich  dem  Werthe 
der  Centrifugalbeschleunigung: 

■^\  —     mt     M  1 

worin  T  die  Umlaufszeit  des  Mondes  bezeichnet 

Setzt  man  dies  in  die  obige  Gleichung  ein,  so  erhält  man: 

9o  —   jii    j^ 

als  die  Bedingung  dafür,  dass  der  fallende  Körper  an  der  Erdober- 
fläche und  der  Mond  in  seiner  Bahn  unter  der  Wirkung  derselben 
Kraft  stehen. 

Für  die  Berechnung  der  rechten  Seite  benutzen  wir,  dass  Ä/r» 
die  in  der  Astronomie  direct  beobachtete  sogenannte  Horizontal- 
parallaxe des  Mondes  ist,  nämlich  der  Winkel,  den  die  beiden 
Radienvectoren  vom  Beobachter  und  vom  Erdcentrum  mit  einander 
bilden,  wenn  der  Mond  für  den  Beobachter  im  Horizont  steht;  ihr 
Werth   ist  i>  =  57' 20"  =  0,01667;   wir   fügen   hinzu   den   mittleren 
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Werth  des  Erdradius  mit  6370  km,  die  ümlaufszeit  des  Mondes 
mit  27,32  Tagen.  Mit  diesen  Werthen  berechnet  findet  sich  die 
rechte  Seite  gleich  975  cm,  ein  Werth,  der  dem  beobachteten  982 
so  nahe  liegt,  dass  man  bei  den  gemachten  Vernachlässigungen  die 
Bestätigung  als  eine  vollkommene  ansehen  kann. 

Die  Gültigkeit  des  NBwroN'schen  Gesetzes  für  die  zwischen 
den  verschiedenen  Weltkörpem  ausgeübten  Wirkungen  ist  durch 
die  moderne  Astronomie  in  allen  Anwendungen  auf  das  Vollkom- 
menste bestätigt  worden.  Als  einer  der  glänzendsten  Beweise  hier- 
für gilt  mit  Becht  die  Entdeckung  des  Neptun,  des  von  der  Sonne 
entferntesten  Planeten,  den  wir  gegenwärtig  kennen. 

Unregelmässigkeiten  im  Gang  des  bis  dahin  als  äusserster  der 
Planeten  betrachteten  Uranus,  welche  in  den  ersten  Decennien  dieses 
Jahrhunderts  beobachtet  worden  waren,  Hessen  sich  durch  Störungen 
seitens  der  der  Sonne  näheren  Planeten  nicht  erklären,  und  ver- 
schiedene Astronomen  fassten  die  Ansicht,  dass  ihre  Ursache  die 
Anziehung  eines  noch  weiter  von  der  Sonne  entfernten,  bisher  unbe- 
kannten Planeten  sein  möchte;  so  zuerst  (1838)  Bessel,  der  seinen 
Schüler  Flemming  mit  der  theoretischen  Bearbeitung  der  Frage  be- 
auftragte; indessen  starb  jener  über  den  Vorarbeiten.  Um  1843 
und  1845  beschäftigten  sich  Adams  in  Cambridge  und  Leyebbier  in 
Paris  mit  der  Aufgabe,  und  beide  gelangten  hinsichtlich  des  Ortes 
und  der  Bahn  des  unbekannten  Planeten  zu  nahe  gleichen  Resul- 
taten. Von  Levebbieb  aufgefordert,  untersuchte  im  September  1846 
Galle  in  Berlin  die  Umgegend  des  durch  die  Theorie  vorhergesagten 
aagenblicklichen  Ortes  des  Planeten  und  fand  jenen  in  der  That 
kaum  um  einen  Grad  von  der  durch  Levebbieb  berechneten  Stelle 
entfernt 

§  14.    Massenmittelpunkt  oder  Schwerpunkt    Zwei  freie 
Kassenpunkte  unter  der  Wirkung  gegenseitiger  Anziehung  oder 

Abstossung.     Stoss  zweier  Massenpunkte. 

Der  geometrische  Mittelpunkt  des  Abstandes  zweier  Punkte  mit 
den  Coordinaten  a;„  y„  z^  und  a;„  y.,  x^  hat  bekanntlich  Coordinaten 
^  17,  ^,  die  gegeben  sind  durch 


a?i  +  a:,          ^        ^i  +  y.           w        *i  +  *» 
2 '       ^  "" 2~    '        ^  ""  — 2 


Diese  Formeln  erweiternd,  können  wir  für  beliebig  viele  (n)  Punkte 
als  Mittelpunkt  denjenigen  bezeichnen,  dessen  Coordinaten  sind: 

t       a;,  +  Xt  +  "  -  +  a^        ^      y.  +  y,  +  •  •  •  +  y,         ^      «1  +*,+•••  +  *„ 
•  n  *  n  ^  n 
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Hierbei  sind  alle  Punkte  als  Yollkommen  gleichartig  behandelt; 
ist  aber  der  eine  als  durch  Zusammenrücken  von  m„  der  andere 
von  m,  u.  s.  f.  gleichen  Punkten  entstanden  zu  betrachten,  wie  z.  B. 
wenn  der  eine  die  Masse  m^,  der  andere  die  Masse  m,  besitzt,  so 
werden  die  gleichen  Coordinaten  in  diesen  Formeln  mit  den  Fac- 
toren  ?w,,  m,...  auftreten,  und  die  obige  Definition  wird  zu 

y  ^  wi,  aj,  +  w,  X«  H +  niiXi  a 

C  —  "  ;  ;  ;  U«  S*  I« 

^  Wi  +  Wj  +  •  •  •  +  Vii 

oder,  kürzer  geschrieben,  zu 

^       2^Ä  2^A  2^*Ä 

Den  so  detinirten  Punkt  nennen  wir  den  Mittelpunkt  des  Ma8sen- 
systemes  m^,  m,  .  .  .  m,-,  oder  kurz  seinen  Massenmittelpunkt 
Erweitem  wir  die  Ausdrücke  für  I,  rj,  ^mitderSchwerebeschleunigung^ 
und  führen  die  Gewichte  m^g  ==  (?^  der  Massenpunkte  ein,  so  er- 
halten wir  auch 

Der  Mittelpunkt  der  Massen  ist  somit  zugleich  der  Mittelpunkt 
der  Gewichte  des  Punktsystemes;  er  führt  deshalb  auch  den  kürzeren 
und  gebräuchlicheren  Namen  des  Schwerpunktes. 

Der  Massenmittelpunkt  oder  Schwerpunkt  eines  Systemes  von 
Massenpunkten  ist  keineswegs  selbst  ein  Massenpunkt,  sondern  nur 
ein  geometrischer  Ort,  aber  seine  Einführung  ist  geeignet,  manche 
der  weiter  abzuleitenden  Resultate  anschaulich  auszusprechen. 

Hier  bemerken  wir  vorbereitend  nur  dieses.  Gehören  die  Massen- 
punkte einem  bewegten  System  an,  so  wird  auch  der  Massenmittel- 
punkt nicht  ruhen;  wir  erhalten  seine  Geschwindigkeits-  und  Be- 
schleunigungscomponenten  durch  die  aus  den  vorstehenden  durch 
DiflFerentiation  folgenden  Formeln: 

äi^^H=-^^H-dr>  di^^'^-'^^Hit-  di^^^-^'^i^-di ' 

(92") 

Nunmehr  wenden  wir  uns  dem  Problem  der  Bewegung  zweier 
Massenpunkte  unter  wechselwirkenden  Kräften  zu,  dessen  Wichtig- 
keit schon  allein  durch  die  Ueberlegung  erhellt,  dass  wir  ein  abso- 
lut festes  Wirkungscentrum  in  der  Natur  nirgends  haben,  dass 
beispielsweise  alle  im  Sonnensystem  nach  dem  NEwroN'schen  Gesetz 
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wirkenden  Massen  in  Bewegung  sind^  und  dass  es  somit  eine  will- 
kürliche, nur  eben  zur  Vereinfachung  der  Rechnung  eingeführte  Fiction 
war,  wenn  wir  oben  die  Sonne  als  ein  ruhendes  Wirkungscentrum 
behandelt  haben.  Wie  wir  sehen  werden,  sind  die  auf  diese  Weise  früher 
gefundenen  (B^leb' sehen)  Gesetze  der  Planetenbewegung  nur  eine 
erste,  allerdings  sehr  bedeutende  Annäherung  an  die  Wirklichkeit; 
die  neuen  Betrachtungen  liefern  uns  eine  zweite  Annäherung  und 
damit  ein  Urtheil  über  die  Grenzen  der  Gültigkeit  jener  ersten. 
Eine  dritte  Annäherung  würde  sich  durch  Berücksichtigung  der 
gegenseitigen  Anziehung  der  Planeten  ergeben. 

Was  die  zwischen  zwei  Massenpunkten  stattfindenden  Wechsel- 
wirkungen betrifft,  so  lässt  sich  über  sie  Einiges  aus  ganz  allge- 
meinen üeberlegungen  gewinnen.  Definirt  man,  wie  früher,  den 
Massenpunkt  als  einen  Körper,  dessen  Orientirung  ohne  Einfluss  auf 
seinen  Bewegungszustand  ist,  so  können  zwei  Massenpunkte,  deren 
Wechselwirkung  von  ihrer  absoluten  Bewegimg  unabhängig,  also  nur 
von  ihrer  Eiitfemung  und  eventuell  deren  Diflferentialquotienten  nach 
der  Zeit  abhängig  ist,  allein  Kräfte  parallel  ihrer  Verbindungs- 
linie auf  einander  ausüben.  Denn  an  einem  System  von  zwei 
Punkten  ist  die  Verbindungslinie  die  einzige  ausgezeichnete  Richtung. 
Ist  die  Wirkung,  die  ein  jeder  Punkt  vom  anderen  erfährt,  mit 
dem  Product  ihrer  Massen  oder  aber  anderer  jedem  einzelnen  indivi- 
duellen Quantitäten,  wie  z.  B.  electrischer  Ladungen,  proportional 
und  von  der  Substanz  unabhängig,  so  müssen  beide  Wirkungen 
entgegengesetzt  gerichtet  und  von  gleicher  Grösse  sein. 
Denn  dies  muss  für  zwei  identische  Punkte  nach  Symmetrie 
gelten,  und  Punkte  verschiedener  Massen  lassen  sich  aus  identischen 
Elementarmassen  aufbauen,  wobei  sich  die  ausgeübten  Kräfte  ein- 
fach Summiren. 

Wir  wollen  bei  dem  nunmehr  in  Angriff  zu  nehmenden  Problem 
den  Wechselwirkungen  diese  beiden  Eigenschaften  beilegen.  In  wie 
weit  sie  allgemein  anzunehmen  sind,  soll  weiter  unten  erörtert 
werden.  — 

Die  beiden  Massenpunkte  m,  und  m,  mögen  die  Coordinaten 
^i>  Vit  «1  und  rr,,  i/,,  «,  haben;  dann  ist  die  Länge  r  ihrer  Ver- 
bindungslinie, die  wir  weiter  als  eine  stets  positive  Grösse  betrachten, 
gegeben  durch: 

r,t  =  (rr,  —  rr,)'  +  (t/,  —  y,)'  +  («.  -  «0'- 

Die  Ck)8inus  ihrer  Eichtungswinkel  gegen  die  Coordinatenaxen  sind: 

X »         ih »         ± » 

''ii  ''u  ''ll 


160  Mechanik  materieller  Punkte. 

dabei  gilt  das  obere  Vorzeichen,  wenn  r„,  die  Richtung  von  m,  nach 
»n,,  positiv  gerechnet  wird,  das  untere  im  umgekehrten  Falle. 

Da  die  Kräfte  in  der  Richtung  der  Verbindungslinie  liegen  und 
entgegengesetzt  gleich  sind,  so  lauten  die  Bewegungsgleichungen: 

"».  d  r  =  +  A  — ;r;- '     «.  -j-f.-  =  -  A  ~;r- ' 

^.  ^.  =  +  A-i^-_i^ ,     ^,^==_A-AJl_»t,  (93) 

c?^*                        r„  dt*  Tj,  ^      ' 

m^  -^— -  =  +  A  - ,     wi,  -.-     =  —  A 


Ein  positiver  Werth  von  A'  entspricht  darin  oflFenbar  einer  An- 
ziehung, ein  negativer  einer  Abstossung. 

Es  handelt  sich  darum,  aus  diesen  Gleichungen  die  integrabeln 
Combinationen  zu  bilden. 

Addirt  man  die  je  zwei  in  einer  Zeile  stehenden  Formeln,  so 
erhält  man: 

(P  Xi     ,         d*Xt         d  f  ,  \       A 

^«  4?-  +  ^.-Jf-  =  ^  K  ^.  +  tn.  v;)  =  0,  (93') 

Für  das  betrachtete  Punktpaar  sind  also  die  Summen 
der  S.  55  definirten  Bewegungsgrössen  nach  den  Coordi- 
natenaxen  constant 

Schreibt  man  das  letzte  System  nach  (92")  in  der  Form 

(m,  +  rnO^  =  0,     (^,  +  m,)^  =  0,     (m,  +  m.)^  =  0,         (93") 

so  spricht  es  den  Satz  aus,  dass  die  Bewegung  des  Massen- 
mittelpunktes oder  Schwerpunktes  ohne  Beschleunigung, 
d.  h.  mit  constanter  Geschwindigkeit  in  gerader  Linie  statt- 
findet. Dieses  Resultat  trägt  den  Namen  des  Satzes  von  der 
Erhaltung  der  Bewegung  des  Schwerpunktes.  Durch  Inte- 
gration folgt  aus  (93"): 

I  (Wi  +  w,)  =  m»  Xj  -h  w»  iPf  =  a'  /  -h  a, 

i7(m,  +  m,)  =:  in,  y,  +  m,  y,  =  /?'  <  -I-  ß,  (93"') 

f  (w,  +  m^)  ==  m,  z,  +  m,Zt  ==  /  t  +  y. 

Hierin  stellen  a,  /9',  y'  die  Anfangsgeschwindigkeiten,  a,  ß^  y 
die  Anfangscoordinaten  des  Schwerpunktes  dar;  die  a\  /9',  /  sind 
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gleich  Null,  wenn  für  die  Anfangsgeschwindigkeiten  a/,  6/,  c/  und  a/, 
h^\  c,'  der  beiden  Massenpunkte  die  Gleichungen  gelten: 

Aus  ihnen  folgt,  dass,  um  den  Massenmittelpunkt  dauernd  ruhen  zu 
lassen,  die  Anfangsgeschwindigkeiten  der  Massen  m,  und  m,  von  ent- 
gegengesetzter Richtung  und  den  bezüglichen  Massen  umgekehrt 
proportional  sein  müssen. 

Einen  zweiten  allgemeinen  Integralsatz  erhalten  wir,  wenn  wir 
die  zweiten  Gleichungen  (93)  resp.  mit  —  «»,  —  «„  die  dritten  mit 
+y„  +?/,  multipliciren  und  alle  vier  addiren.  Es  resultirt  so  zunächst: 


m 


.(».T?--.7^)  +  "'.('.T?^-'.7p)-«.         <") 


oder  bei  Einführung  der  Geschwindigkeitscomponenten  u^  v^,  Wj^  auch 
w,  ^d/i^x  —  «1  Vi)  +  w,  ^  (y,  m;,  —  X,  V,)  =  0.  (94') 

Die  beiden  in  m^  und  tw,  multiplicirten  Ausdrücke  sind  gemäss  dem 
zu  Gleichung  (SS')  Gesagten  das  Doppelte  der  Flächenbeschleu- 
nigungen fiir  die  Projection  der  Bewegung  auf  die  FZ-Ebene.  Be- 
zeichnet man  die  betreflfenden  Flächengeschwindigkeiten  nach 
der  FZ-Ebene  i (z//» ^ä  ""  ^ä ^J  ^^^  ^w  ^^  erhält  man: 

2-^{m,o,  +  w,o.)  =  0, 

also  nach  ausgeführter  Integration  und  bei  Ergänzung  durch  die 
analog  zu  bildenden,  auf  die  Flächengeschwindigkeiten  Pj^  und  ^^ 
nach  der  ZX-  und  der  JYF-Ebene  bezüglichen  Formeln: 

m,p,  +  m,p,  =  Po,  (94") 

Die  drei  Integrationsconstanten  O«,  Po,  Qo  bestimmen  sich  durch  den 
Anfangszustand. 

Diese  drei  Gleichungen,  welche  aussagen,  dass  für  unser  System 
die  Summen  der  Producte  aus  der  Masse  und  den  Flächengeschwindig- 
keiten nach  den  Coordinatenebenen  constante  Werthe  haben,  sprechen 
den  Satz  von  der  Erhaltung  der  Flächengeschwindigkeit 
für  zwei  freie  Massenpunkte  aus.  Setzt  man  die  Gleichungen  (93") 
für   die    Bewegung   des    Schwerpunktes   voraus,    so   sind   die   drei 

W.Voigt,  Mechanik.    Zweite  Aufl.  11 
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Formeln    von    der    Gestalt   (94)   nicht    von    einander    unabhängig. 
Schreibt  man  sie  nämlich  in  der  Form 

und   multiplicirt   diese    Gleichungen    mit    den   aus  (93")   folgenden 

Beziehungen: 

(P  Xi  d-  x^  /. 

w,  -jjr-  =  —  m,  -y-  -  XX,  8. 1. 

und  addirt  die  Resultate,   so   erhält  man  auf  beiden  Seiten  iden- 
tisch Null. 

Diesen  beiden  allgemeinen  Sätzen  ordnet  sich  ein  dritter  zu, 
den  man  erhält,  wenn  man  die  sechs  Formeln  (93)  mit  den  Factoren 
{dxjdf)dt  =i  dx^,  {dy,  I dt)dt  =:  dy^,  u.  s.  f.  zusammenfasst  Man 
erhält  so: 


d  (     Vr  ^      ^=M^, 


TT 

—  ir-K^«  —  ^0^(^«  -  ^.)  +  (2/s  —  y^)d{yt  —  2/0  +  (^.  —  x.,)d{z,  — ^0]t 

also  bei  Einführung  der  lebendigen  Kräfte  \  m^^  F^  =  ^^  der  beiden 
Massenpunkte  und  der  Arbeiten  dA^^  und  dA^,  der  beiden  resp. 
auf  m,  und  m,  ausgeübten  wechselwirkenden  Kräfte  auch 

Nun  nennt  man  W^  +  W^  =  W  die  lebendige  Kraft  des  Punkt- 
paares, dAit  +  dA.,  =  dA  die  Arbeit  seiner  Wechselwirkung; 
man  kann  somit  in  Uebereinstimmung  mit  (77'')  auch  schreiben: 

dW=-dA;  (95) 

diese  Formel  stellt  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft 
für  das  Punktpaar  dar. 

Da  r,*  =  (a?,  —  x,y  -f-  (y.  —  yO*  +  (^t  —  ^if  ist,  so  ist  die  voll- 
stÄndige  Aenderung  dr,«,  welche  r,,  während  dt  in  Folge  der  Be- 
wegungen von  w,  und  w,  erleidet,  gegeben  durch: 

»•,.  dr,^  =  (x,  —  X,)  d(x,  —  X,)  +  (2/,  —  //,)  d(i/,  —  y,)  +  {x^  —  x,)  d{z^  —  «,), 

und  der  Ausdruck  für  die  Arbeit  dA  erhält  die  Form 

dA  =  -Kdr,,.  (95') 

Die  Arbeit  der  Wechselwirkung  eines  Punktpaares  ist 
hiernach  gleich  dem  negativen  Product  aus  der  Grösse  K 
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der  (im  Falle  der  Anziehung  positiv  gerechneten)  Wechsel- 
wirkung in  das  Differential  der  Entfernung  r„  der  beiden 
Punkte. 

Handelt  es  sich  um  eine  Centralkraft  specieller  Art,  die  allein 
von  der  Entfernung  r^  der  beiden  Punkte  abhängt,  so  ist  das  Pro- 
duct  Ä'dr,,  ein  vollständiges  Differential  einer  Function  von  r„  allein; 
setzen  wir  dann 

so  heisst  0  das  Potential  der  Wechselwirkung  zwischen  m, 
und  m,  (im  engeren  Sinne  des  Wortes),  und  es  gelten  leicht  ersicht- 
licher W^eise  die  Beziehungen: 


a;  =  - 


X,  =  - 


d0 

Y            d0 

■  ~       dy,  ' 

7            d0 

d0 

dx,  ' 

Y                 S0 

'"       dy,' 

7             d0 

(95") 


Die  Componenten  der  wechselwirkenden  Kräfte  werden 
also  für  jeden  Massenpunkt  durch  die  negativen  Differen- 
tialquotienten des  Potentiales  der  Wechselwirkung  nach 
den  betreffenden  Coordinaten  dargestellt 

Bei  Existenz  eines  Potentiales  nimmt  hiemach  die  Gleichung  (95) 
der  lebendigen  Kraft  fiir  das  Punktpaar  die  Gestalt  an: 


dW  =  '^d(p      oder      d{W+(p)^0, 
was  bei  Einführung  der  Energie  des  Punktpaares 

auch  liefert: 

dE=0,     d.h.     jE'=Const 


(95'") 


W  wird  in  dieser  Verbindung  als  die  kinetische,  0  als  die  poten- 
tielle Energie  des  Punktpaares  bezeichnet 

Die  Gleichung  (95'"),  welche  eine  allgemeinere  Form  der  in 
§  12  abgeleiteten  Formel  (84")  darstellt,  nennt  man  den  Satz  von 
der  Erhaltung  der  Energie  für  zwei  freie  Massenpunkte. 
Bezüglich  ihrer  Bedeutung  kann  auf  das  zu  Gleichung  (82"')  Gesagte 
verwiesen  werden. 

Ist  die  Wechselwirkung  K  zwischen  den  beiden  Massenpunkten 
ausser  von  ihrer  Entfernung  r„  auch  noch  von  deren  Differential- 
quotienten nach  der  Zeit  abhängig,  so  ist  ihre  Arbeit  d^4  =  —  Kdr,^ 
im  Allgemeinen  kein  vollständiges  Differential.  Die  Bedingung  für  das 
Eintreten  des  Gegentheiles  liefern  die  Entwickelungen  von  S.  130  u.  f ; 
denn  der  Ausdruck  —  Kdr  (wobei  r,,  in  r  abgekürzt  ist)  hat  die- 

11* 
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selbe  Form,  wie  jeder  der  dort  behandelten  Xdx,  Ydy,  Zdx, 
Demgemäss  kann  man  ohne  Weiteres  den  Satz  aussprechen: 

Existirt  eine  Function  0  der  Entfernung  r  der  beiden 
Massenpunkte  und  beliebiger  ihrer  Ableitungen  nach  der 
Zeit  r,  r",  r"\  .  .  .  (das  Potential  im  weiteren  Sinne  des 
Wortes),  durch  welche  sich  die  wechselwirkende  Kraft  K 
in  folgender  Weise  ausdrücken  lässt 

so  besitzt  die  bei  der  Bewegung  beider  Punkte  während  dt 
geleistete  Arbeit  dA  die  Form  eines  vollständigen  Diffe- 
rentiales   —  rf/7,  wobei 

^  (960 

{df"'     dt  ör'"  =*=•'•;     •'• 

die  potentielle  Energie  des  Punktpaares  darstellt 

In  der  That  lautet  in  dem  jetzt  betrachteten  Falle  die  Gleichung 
der  lebendigen  Kraft 

dW=^-dn    oder    rf(y^+/7)  =  0.  —  (96") 

Die  im  Vorstehenden  entwickelten  drei  allgemeinen  Sätze  reprä- 
sentiren  die  sechs  Combinationen  der  Bewegungsgleichungen,  welche 
die  erste  Integration  gestatten.  Von  ihnen  wäre  also  auszugehen, 
um  das  Problem  der  Bewegung  beider  Punkte  methodisch  zu  lösen. 

Wir  wollen  indessen  der  Anschaulichkeit  halber  einen  anderen 
Weg  einschlagen,  der  das  vorliegende  Problem  auf  dasjenige  der 
Bewegung  eines  Massenpunktes  unter  der  Wirkung  eines  festen 
Wirkungscentrums  zurückführt. 

Dividiren  wir  das  erste  Tripel  Gleichungen  (93)  durch  m„  das 
zweite  durch  m^  und  subtrahiren  von  den  je  in  einer  Reihe  stehen- 
den Formeln  die  erste  von  der  zweiten,  dann  folgt: 


(97) 


df 

J.I.  - 

ni^  7/1, 

^1« 

1 

dr-iy,- 
df 

.V.) 

= 



K 

.V« 

-Vx 

■  9 

d-ix,- 
df 

^.) 

' 



K 

^ 

-     • 

Diese  Gleichungen  haben  eine  einfache  Bedeutung;  da  {x^  —  a:,), 
(y»  —  ^i)»  (^«  —  *i)  die  relativen  Coordinaten  des  Massenpunktes  m.  in 


§  14.   Wechselwirkung  zwischen  zwei  freien  Massenpunkten.  165 

Bezug  auf  m,  sind,  so  stellen  die  Gleichungen  die  relative  Bewegung 
Ton  m,  gegen  m,  dar,  d.  h.  das  Gesetz^  welches  ausdrückt,  wie  sich  m« 
flir  einen  mit  m^  bewegten  Beobachter  zu  verhalten  scheint  Ver- 
gleichen wir  diese  Formeln  mit  (84)  in  §  12,  so  erkennen  wir: 

Die  relative  Bewegung  von  w«  gegen  w,  findet  ebenso 
st;3.tt,  als  wenn  m^  ruhte  und  die  von  m^  auf  m^  wirkende 
•aft  im  Verhältniss  {m,  +  m^jm^  vergrössert  wäre. 

Vertauscht  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichungen  das  Vor- 
chen,  so  erhält  man  den  analogen  Satz  für  die  Bewegung  von  m, 
relativ  zu  m^ 

Diese  scheinbare  Vergrösserung  der  wirkenden  Kraft  spricht  sich 
besonders  einfach  aus,  wenn,  wie  bei  dem  NEWTON'schen  Gesetz,  die 
Kr^ft  Ä'  mit  den  wechselwirkenden  Massen  proportional  ist,  z.  B.  gilt: 

öaain  findet  die  Bewegung  von  w,  relativ  zu  m,  so  statt,  als  wenn 
1^  letzterem  Punkte  die  Masse  w^  +m,  concentrirt  wäre;  im  Uebrigen 
?^lten  alle  für  ein  ruhendes  Wirkungscentrum  gefundenen  Resultate. 
Für  die  Umlaufszeit  können  wir  hiernach  zum  Beispiel  im  Falle 
4er  NEWTON'schen  Gravitation  den  Werth  sogleich  hinschreiben.  Ist 
^eder: 

»o  gut  nach  (89"): 


=  2^1/- 


a' 


(97') 

Ist  m,  etwa  die  Masse  der  Sonne,  und  sind  m«,  tti/,  m^\ . .  die 
Massen  der  angezogenen  Planeten,  so  erkennt  man,  dass  fbr  die 
relativen  Umlaufszeiten  der  letzteren  (jeden  von  ihnen  fllr  sich  ge- 
nommen) um  die  Sonne  die  Beziehungen  stattfinden  würden: 


eine  Formel,  die  nur  dann  in  BIepleb's  drittes  Gesetz  übergeht,  wenn 

^ie  Planetenmassen  neben  der  Sonnenmasse  zu  vernachlässigen  sind.  — 

Ist  sonach  das  Problem  der  relativen  Bewegungen  auf  früher 

^ion  Erledigtes  zurückgeführt,   so  ist  dadurch  für  die   absolute 

"Och  noch  nichts  gewonnen;  um  deren  Gesetze  zu  übersehen,  führen 

^'f  ein  neues  Coordinatensystem  ein,  dessen  Axen  den  absolut  festen 

Parallel  sind,  und  dessen  Anfangspunkt  sich  mit  dem  Schwerpunkt 

^^  Systemes,  also  gleichförmig  in  gerader  Linie,  fortbewegt.     Wir 

^tzen  demgemäss 

^x  =  I  +  lx>       yi  =  n  +  Vxi       -.  =  ?  4-  Ji, 


m 
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wobei  I,  7],  ^  die  oben  benutzte  Bedeutung  haben^  und  erhalten  so: 

fc     __     TW,  (X,   -  X^)  fc     _     ^1  fa  -  ^i)     „     a     f  . 

hieraus  folgen  für  die  Eadienvectoren  q^  und  g^  vom  Schwerpunkt 
nach  den  Massenpunkten  m,  und  m«  die  Werthe: 

Führt  man  diese  Beziehungen  in  das  System  (97)  ein,  so  er- 
giebt  sich: 

.!^i  =  _fiW-.Jt^«.],    ^,^  =  _f.W^??i+^p,)      (97") 

u.  s.  f.,  worin  die  zu  K  gefügte  Elammer  bezeichnet,  dass  in  dieser 
Function  r„  resp.  durch 

— -   — ^  p,         oder        — Qt 

ersetzt  ist. 

Vergleicht  man  die  so  erhaltenen  Formeln  mit  den  für  ein 
ruhendes  Wirkungscentrum  gültigen  (84),  so  erkennt  man,  dass  die 
Bewegung  relativ  zum  Schwerpunkt  ebenso  stattfindet,  als 
wenn  sich  in  demselben  ein  ruhendes  Wirkungscentrum 
befände,  welches  nach  demselben  Gesetz  wirkt,  wie  der 
in  Wahrheit  die  Wirkung  ausübende  Massenpunkt,  mit 
dem  einzigen  Unterschied,  dass  in  diesem  Gesetz  die  Ent- 
fernung Ol  resp.  p,  mit  einem  constanten  Factor  multipli- 
cirt  auftritt. 

Für  die  analytische  Behandlung  kommt  natürlich  dieser  Factor 
^ar  nicht  in  Betracht,  und  man  kann  daher,  bis  auf  die  nöthige 
Veränderung  der  Constanten,  alle  für  ruhende  Centra  erhaltenen 
Gesetze  hier  anwenden.  Damit  ist  aber  die  absolute  Bewegung  beider 
Massenpunkte  vollständig  und  anschauUch  bestimmt;  denn  man  hat 
nur  das  ganze  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  bewegte  System 
gleichförmig  in  gerader  Linie  zu  verschieben,  um  die  allgemeinste 
absolute  Bewegung  zu  erhalten. 

Findet  beispielsweise  die  Attraction  nach  dem  NEwroN'schen 
Gesetz  statt,  so  ist: 

j^t  w,  +  TW,       \  fnt.'m,  1    , 

die  Bewegung  von  m^  resp.  w,  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  ist 
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also  dieselbe,  als  ob  letzterer  ruhte  und  die  anziehende  Masse 
^t*/(Wi  +  w,)*,  resp.  m*l{m^  +  tw,)',  enthielte. 

Beide  Massenpunkte  bewegen  sich  also  relativ  zum  Massenmittel- 
punkt in  Kegelschnitten,  in  deren  Brennpunkt  jener  steht.  Da 
ihre  Verbindungslinie  immer  durch  den  Goordinatenanfang  |,  tj,  ^ 
hindurchgeht  und  von  diesem  im  Verhältniss  p^ :  (>,  =  m, :  w,  getheilt 
wird,  so  ergiebt  sich,  dass  relativ  zum  Schwerpunkt  beide  Bahnen 
in  derselben  Ebene  liegen,  die  entsprechenden  Axen  in  dieselbe 
Richtung  fallen  und  ihren  Grössen  nach  den  bezüglichen  Massen  in- 
direct  proportional  sind. 

Die  Umlaufsdauem  sind  für  elliptische  Bahnen  resp. 


T^^2n^/^^^^^,        7;  =  2;r|/^-'y,^;         (97'") 

sie  sind  gleich,  da  a,  m,  =  a,  w,  ist  — 

Auf  die  Wirkung  von  Centralkräften  zwischen  Massenpunkten 
lässt  sich  auch  jene  besondere  Art  der  bedingten  Bewegung  zurück- 
führen, auf  welche  schon  oben  S.  90  hingewiesen  worden  ist,  nämlich 
der  Fall,  dass  das  Gesetz  der  Entfernung  des  bewegten  Punktes  von 
einem  anderen  gegeben  ist,  der  seinerseits  sich  in  bestimmter  Weise 
bewegt  oder  aber  seinerseits  ebenfalls  frei  ist. 

Bei  allen  derartigen  Aufgaben  ist  die  Wirkung  der  Verbindung 
beider  Massenpunkte  zurückzuführen  auf  Reactionskräfte,  welche  die- 
selbe auf  beide  Punkte  ausübt,  und  deren  Richtung  in  die  Verbin- 
dungslinie fällt,  deren  Grösse  aber  nicht  direct  gegeben  ist,  sondern 
sich  durch  die  neue  Bedingung,  welche  zu  den  sechs  Bewegungs- 
gleichungen  hinzutritt,  bestimmt 

Ein  einfaches  Beispiel  hierfür  ist  die  Bewegung  zweier  Massen- 
punkte, die  durch  eine  starre  gewichtslose  Linie  verbunden  sind, 
z.B.  zweier  Bleikugeln,  die  an  einem  sehr  leichten  Stab  befestigt 
sind.  Für  die  Behandlung  dieses  Problemes  ist  von  den  Gleichungen 
(97)  auszugehen  und  in  denselben  K  als  unbekannte  anzusehen,  die 
zu  bestimmen  die  Bedingung: 

r^,  =  Const 

zu  den  Bewegungsgleichungen  hinzutritt 

Das  Resultat  ist  nach  dem  Vorstehenden  sogleich  zu  übersehen. 

Der  Schwerpunkt  des  Systemes  bewegt  sich  gleichförmig  in  ge- 
nuler  Linie;  für  die  Bewegung  relativ  zu  demselben  gilt  der  Flächen- 
satz, und  da  die  Entfernung  beider  Massenpunkte  unveränderlich  ist, 
80  müssen  letztere  mit  constanten  Geschwindigkeiten  Kreisbahnen 
in  derselben  Ebene  durch  den  Schwerpunkt  beschreiben.  Die  Auf- 
stellung ausführlicher  Formeln  ist  nicht  nöthig.  — 
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Auf  Centralkräfte  lässt  sich  ferner  der  Vorgang  zurückführea 
den  man  kurz  als  den  Zusammenstoss  zweier  Massenpunkte 
bezeichnet.  Wir  betrachten  dazu  zwei  Massenpunkte,  die  eine  gegen- 
seitige Einwirkung  nur  dann  äussern,  wenn  sie  einander  unendlich 
nahe  kommen.  Dieselben  werden  sich,  solange  ihre  Entfernung  eine 
endliche  ist,  mit  constanten  Geschwindigkeiten  in  geraden  Linien 
bewegen  und  eine  hiervon  abweichende  Bewegung  nur  solange  ein- 
schlagen, als  ihre  Entfernung  unendlich  klein  ist,  oder,  wie  man 
kurz  sagt,  während  ihres  Zusammenstosses. 

Man  kann  dann,  ohne  eine  andere  Annahme  zu  benutzen,  als 
die,  dass  während  der  Periode  des  Stosses  eine  Centralkraft  der 
oben  besprochenen  Art  wirksam  ist,  den  Zusammenhang  bestimmen, 
in  welchem  die  Bewegung  nach  dem  Stoss  mit  derjenigen  vor  dem- 
selben steht 

Seien  nämlich  w^  und  m,  die  Massen  der  beiden  Punkte,  u^%  r,*, 
w^"*,  V,"*  und  u.\  v^^j  w^,  V^  die  Componenten  und  Besultanten  ihrer 
Geschwindigkeiten  vor  dem  Stoss,  w»,  t7„  tr„  T'»  und  w„  v„  u?.,  T',  die- 
jenigen nach  demselben,  W^^  und  W,%  W^  und  VI  die  resp.  lebendigen 
Kräfte,  so  gilt  nach  (93')  der  Satz  von  der  Erhaltung  der  Bewegungs- 
grösse  des  Punktpaares,  der  sich  ausdrückt  in  den  Gleichungen: 

w,  Vi  -f  in^  i\  =  w,  i\^  +  w,  r,",  (98) 

ferner  gilt  nach  (95'")  die  Gleichung  der  Energie: 

in  welcher  0*"  und  0  die  Potentiale  der  Wechselwirkung  vor  und 
nach  dem  Stosse  sind. 

Da  nach  (95")  die  DifFerentialquotienten  des  Potentiales  0  nach 
den  Coordinaten  der  Massenpunkte  die  auf  jene  wirkenden  Kraft- 
componenten  darstellen,  so  muss  nach  den  obigen  Annahmen  über 
die  Wechselwirkungen  (p  für  alle  endlichen  Entfernungen  constant 
sein  und  nur  für  unendlich  kleine  variiren. 

Da  nun  der  Stoss  beginnt,  wenn  die  Wechselwirkung  eben  an- 
fängt, einen  von  Null  verschiedenen  Werth  zu  erhalten,  und  endet, 
wenn  sie  verschwindet,  so  muss  0=0"  sein  und  daher  gelten : 

y^,  +  «/.  =  v:  +  w:, 

oder  ausführlich,  nach  Multiplication  mit  2: 

m,  {u'  +  v'  +  w')  4-  w?,  (m,'  +  i\^  +  w;.') 
=  m,  {u/  +  vf  +  wf)  +  m,  [uf  +  vf  +  tvfx  (98') 
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Diese  Formeln  beziehen  sich  auf  ein  ganz  beliebiges  Coordinaten- 
system;  sie  lassen  sich  vereinfachen,  wenn  man  dasselbe  so  legt,  dass 

ist,  d.h.,  dass  17  und  F,  nach  der  FZ-Ebene  gleiche  und  parallele Com- 
ponenten  geben.  Man  erkennt  aus  (98),  dass  unter  dieser  Annahme  auch 

iet,  also  F,"  und  F,  sich  gegen  die  TZ-Ebene  ebenso  verhalten. 
Femer  gilt  jetzt: 

xind  es  folgt  durch  Subtraction  dieser  Gleichung  von  (98'): 

oder 

w,  [u,'  -  w;')  =  rw.  {uf  -  t//).  (98") 

Dividirt  man  dies  durch  die  aus  der  ersten  Formel  (98)  folgende  Be- 
ziehung 

m,  (u,  —  u')  =  m,  (w,"  —  u,), 

so  folgt: 

w,  4-  w."  =  Wt.  +  wA 

und  aus  dieöen  beiden  letzten  Gleichungen  berechnet  sich: 

||,     ^    1 .-      .'_  ..... L_ 

(98'") 

2  /A«,  M,"  +  M«**  (/?/»  —  W,) 
W,  =  ^  -i-      _  -    '^    i 1- 

i^as  mit 

Vj  =  v^j     w^  =  ?^',*       und      17,  =  v^y     Wi  =  Wi 

zusammen  Grösse  und  Richtung  der  resultirenden  Geschwindigkeiten 
vollständig  bestimmt 

Unbekannt  ist  nur  noch  die  Richtung  der  eingeführten  A'-Coordi- 
natenaxe,  welche  dadurch  definirt  war,  dass  T'  und  V^  einerseits,  F, 
und  V^  andererseits  nach  der  zu  ihr  normalen  TZ-Ebene  gleiche  und 
parallele  Componenten  besitzen  sollten.  Diese  zu  bestimmen  ist  eine 
speciellere  Annahme  über  den  Vorgang  des  Stosses  erforderlich,  als 
bisher  angewandt  war.  Denken  wir  uns  z.  B.  die  beiden  Massenpunkte 
als  sehr  kleine  starre  Kugeln,  die  nur  während  der  Berührung  auf 
einander  wirken,  so  ergiebt  es  sich  aus  den  Symmetrieverhältnisseu, 
dass  die  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte  im  Moment  der  Be- 
rührung jene  XAxe,  ihre  gemeinsame  Tangentenebene  jene  TZ-Ebene 
sein  muss.  In  diesem  Falle  des  schiefen  Stosses  unendlich  kleiner 
Kugeln  ist  die  Aufgabe  also  völlig  durchgeführt. 
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Die  resiütirenden  Gesammtgeschwindigkeiten  folgen  aus  (98'"): 

Für  den  geraden  centralen  Stoss  sind  die  i?^,  t«?^  und  r^*,  m?*^^ 
gleich  Null,  die  w,^  =  F,^  und  w^**  =  F,^"*  zu  setzen;  es  gilt  dann: 

TT  __  2  m,  F*»  +  F,^  (w,  -  w/,) 

r , 


F,= 


2  w/,  F,°  +  F,**  (w,  -  m.) 


Dies  sind  die  Gesetze  des  Stosses  fiir  zwei  Massenpunkte; 
dass  es  keineswegs  erlaubt  ist,  sie  für  endliche  Massen  anzuwenden, 
wird  sich  später  zeigen. 

§15.   Bewegung  von  Punktsystemen;  Sätze  über  Bewegongsgrössen 
und  Fläohenmomente;  Qleiohung  der  Energie. 

Seien  nunmehr,  statt  nur  zwei,  n  Massenpunkte  gegeben  mit  den 
Massen  m,,  m^  .  .  .  m^  und  den  Coordinaten  a;,,  y^,  «,,-..  aj„,  y^,  ^^» 
Zwischen  ihnen  mögen  wiederum  Gentralkräfte  specieller  Art  wirken, 
welche  in  den  bezüglichen  Verbindungslinien  liegen,  nur  von  den  Ab- 
ständen abhängen  und  gleiche  Gegenwirkungen  besitzen.  Der  Massen- 
punkt  m^  erfahre  von  einem  andern  m^  die  Kraft  Ä^k,  also  m^^  von  m^^ 
die  Kraft  K^u  =  Khk]  beider  Componenten  sind  dann  gegeben  durch 

hk=^    -"  ^^kh  =    —  ^hk-— »  J^hk  =    —    J^kh  =    -"  J^hk-— > 

rr       E'      **  ""  "^A  . 

hk  —    —  ^kh  =    —  J^hk—— •> 

hierin  ist  Ä^k  eine  Function  nur  der  Entfernung  r^ky  die  negativ 
ist  für  den  Fall  der  Abstossung,  positiv  für  den  der  Anziehung; 
r^ufe  =  rjch  wird  stets  positiv  gerechnet. 

Ausser  diesen  Wechselwirkungen,  die  wir  innere  Kräfte  des 
Systemes  nennen,  seien  noch  von  ausserhalb  des  Systemes  liegenden 
Ursachen  Kräfte  hervorgebracht;  die  Summen  ihrer  auf  den  Punkt  m^ 
ausgeübten  Componenten  seien  Xh^  Y^,  Zh. 

Dann  lauten  für  einen  beliebigen  Massenpunkt  die  Bewegungs- 
gleichungen : 

k 

'»*S*  =  25a*+  5'»,  (99) 
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die  Summen  sind  über  alle  auf  nik  wirkenden  Massenpunkte  aus- 
zudehnen, es  ist  also  ä  =  1,  2,  3...»,  A;  =  1,  2,  3...Ä  —  1,  ä  +  l,...n 
zu  setzen.  Analoge  Gleichungen  gelten  für  jeden  anderen  Punkt; 
die  Anzahl  aller  ist  gleich  3  n  und  ebenso  gross  ist  auch  die  Anzahl 
der  unbekannten  Goordinaten. 

Die  Anzahl  der  allgemein  angebbaren  integrabeln  Combinationen 
aus  diesen  3  n  Gleichungen  ist  selbst  f[ir  den  Fall,  dass  die  äusseren 
Kräfte  fehlen  oder  bestimmte  einfache  Eigenschafben  besitzen,  die- 
selbe, die  in  dem  vorigen  speciellen  Problem  gebildet  war,  und  dem- 
nach weitaus  nicht  genügend  zur  vollständigen  Lösung  des  Bewegungs- 
problemes,  das  in  der  That  schon  bei  drei  Massenpunkten  ohne 
äussere  Kräfte  bisher  nicht  streng  durchführbar  ist  Bei  Wirkung 
äusserer  Kräfte  liegen  die  Verhältnisse  meist  noch  ungünstiger. 

1.  Summirt  man  sämmtliche  auf  dieselbe  Coordinatenaxe  be- 
züglichen Gleichungen,  so  erhält  man  zunächst 

2«»*  ?f*  =  2  2  A'.*  +  2  X,  (100») 

u.  8.  t,  und  da  nach  (99^  die  erste  Summe  rechts  verschwindet,  bei 
Einf&hrung  der  Geschwindigkeitscomponenten  w^,  vj,,  Wh  auch: 

Tt^^hUH  =  ^A'fc,     -ri^mhVh  =  ^Th,      -j-r^mhWH=^Zh.  (100) 

Diese  Formeln  lassen  sich  in  verschiedener  Weise  auffassen. 

Zunächst  wollen  wir  benutzen,  dass  die  Producte  m^tt^  =  -4^, 
m^Vf^^  Bf^,  nif^Wf^^  C^,  welche  man  nach  S.  55  die  Bewegungs- 
grössen  des  Massenpunktes  m/^  nach  den  Coordinatenaxen 
nennt,  ebenso  Vectorcomponenten  darstellen,  wie  m^,  v/^,  w^  selbst,  und 
wiederholen,  dass  man  den  ihnen  zugehörigen  polaren  oder  Ver- 
schiebungsvector  m^  F^rsTf^  kurz  als  die  Bewegungsgrösse  von  m^ 
bezeichnet     Es  gilt  somit  nach  (100) 

di2A  =  2A'»,    rt^B,=^^Y„    /,-2Ca  =  2^*-    (100') 

In  diesem  Formelsystem  finden  sich  nun  Summen  von  Vector- 
componenten nach  den  Coordinatenaxen,  die  man  nach  S.  16  wieder 
^  Vectorcomponenten  auffassen  kann.  Setzen  wir  also  ^Aj^  —  A, 
^B^=J9,  2  ^Ä  ==*  ^>  ^^  stellen  A,  B,  C  die  Componenten  eines 
Vectors  Wj  der  (resultirenden)  Bewegungsgrösse  des  Punkt- 
^ystemes,  dar,  die  sich  aus  den  Bewegungsgrössen  Wf^  der  einzelnen 
Pttnkte  ebenso  nach  der  Regel  des  Polygones  zusammensetzt,  wie 
^e  (resultirende)  äussere  Kraft  K  mit  den  Componenten  ^  ^h  =  -^> 
S^fc=  I^,  2^A  ~  ^  *^^  ^^^  ^^  ^®  einzelnen  Massenpunkte  wirken- 
den äusseren  Kräften  Kt,. 


172  Mechanik  materieller  Punkte. 

Schreiben  wir  hiemach  die  Gleichungen  (100')  in  der  Form 

ll-""'    1?=^'-    ^=^'  (loo") 

so    stellen    sie    den   Satz    über    die    Bewegangsgrösse    ein.  es 
Punktsystemes  in  der  folgenden  einfachsten  Form  dar: 

Für  ein  äusseren  und  inneren  Kräften   der   vorausge- 
setzten   Art    unterworfenes     Punktsystem    sind    die     Aen- 
derungsgeschwindigkeiten    der     Componenten    der    Bewe- 
gungsgrösse  gleich  den  parallelen  Componenten  der  resnl- 
tirenden  äusseren  Kraft 

Es  mag  darauf  hingewiesen  werden,  dass  dieser  Satz  eine  grosse 
Erweiterung  der  in  der  Formel  (29")  für  einen  Massenpunkt  ent- 
haltenen Definition  der  Kraft  darstellt 

Fehlen  äussere  Kräfte,  so  liefern  die  letzten  Gleichungen 
das  Resultat  ^  ^  ^^^    ^  ^  ß^^     ^  ^  (.  ^ 

worin  J«,  B^,  Co  Constanten  bezeichnen,  und  damit  den  sogenannten 
Satz  von  der  Erhaltung  der  Bewegungsgrösse: 

Für  ein  nur  inneren  Kräften  der  vorausgesetzten  Art 
unterworfenes  Punktsystem  ist  die  Bewegungsgrösse  nach 
Grösse  und  Richtung  constant  Ist  dieselbe  also  zu  irgend 
einer  Zeit  gleich  Null,  so  verschwindet  sie  dauernd. 

Die  im  Vorstehenden  entwickelte  Auffassung  der  Gleichungen  (100) 
ist  besonders  deshalb  von  Bedeutung,  weil  ein  zweites,  sogleich  ab- 
zuleitendes Formelsystem  die  gleiche  Behandlung  gestattet  Ge- 
bräuchlicher ist  indessen  eine  andere  Deutung,  welche  durch  die 
Einführung  der  Schwerpunktscoordinaten  gemäss  den  Formeln  (92") 
nahe  gelegt  wird.    Durch  sie  gewinnt  das  System  (100)  die  neue  Form 

in  der  es  den  sogenannten  Schwerpunktssatz  ausspricht: 

Der  Schwerpunkt  eines  unter  der  Wirkung  von  äusseren 
und  inneren  Kräften  der  vorausgesetzten  Art  stehenden 
Massensystemes  bewegt  sich  ebenso,  als  wären  in  ihm 
sämmtliche  Massen  des  Systemes  zu  einem  Massenpunkt 
vereinigt  und  griffen  in  ihm  sämmtliche  äussere  Kräfte  an. 
Steht  das  System  nur  unter  der  Wirkung  innerer  Kräfte,  so 
bewegt  sich  der  Schwerpunkt  gleichförmig  in  gerader  Linie.  Diesen 
Satz  nennt  man  den  Satz  von  der  Erhaltung  der  Bewegung 
des  Schwerpunktes.  Ein  System,  welches  allein  inneren  Kräften 
unterliegt,  ist  das  Weltsystem,  der  angegebene  Satz  gilt  daher  auch 
für  dieses. 
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Wirken  keine  äusseren  Kräfte,  oder  aber  sind  dieselben  vom 
Ort  unabhängig  und  den  Massen  proportional,  wie  die  Schwerkraft, 
80  erhält  man,  indem  man  die  Gleichungen  (101)  mit  mhj^frih  mul- 
tiplicirt  und  von  (99)  abzieht,  dabei  a:/^  —  |  =  |a,  Vh  ^  V  '=^  Vhj 
h-i=<h  setzt,  für  die  Bewegung  relativ  zum  Massenmittelpunkt 
die  Formeln: 

K  K  K 

In  diesem  Falle  findet  die  relative  Bewegung  ebenso  statt,  als 
ruhte  der  Schwerpunkt  und  wirkten  auf  die  Massenpunkte  aus- 
schliesshch  die  inneren  Kräfte  des  Systemes. 

2.  Multiplicirt  man  die  dritte  Gleichung  des  Systemes  (99) 
mit  yk,  zieht  davon  die  zweite,  mit  z^  multiplicirt,  ab  und  bildet 
hienon  die  Summe  für  alle  Massenpunkte,   so  erhält  man  zunächst 

n.  8.  £,  oder  da  die  erste   Summe  rechts  nach  (99®)  verschwindet, 
bei  Einföhrung  der  Geschwindigkeitscomponenten  u^,  v^,  w^ 

"*  /i  h 

TT  2*^ä(^* ^f^  "  ^h  ^\)  =  ^[^h  ^h  -  Xn  Zh),  (102) 

;t7  2  ^Ä  {Xh  Vh  —  Vh  Uh)  =  2  (^'^  ^Ä  —  Vh  ^h)' 

Die  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichungen  befindlichen 
Summen  enthalten  nach  S.  161  die  Producte  der  Massen  nih  in  das 
Doppelte  ihrer  Flächengeschwindigkeiten  o/j,  p^,  q^  nach  den  Coordi- 
natenebenen;  wir  nennen  sie  die  Flächenmomente  nach  den 
Coordinatenebenen  oder  um  die  Coordinatenaxen  und  be- 
zeichnen sie  mit  Oh,  Ph»  Qh»  Die  in  den  Summen  rechts  auf- 
tretenden Functionen  der  Kräfte  Kh  heissen  aus  später  hervor- 
tretenden Gründen  die  Drehungsmomente  dieser  Kräfte  um 
die  Coordinatenaxen;  wir  bezeichnen  sie  mit  L^,  M^,  Nh. 

Die  Formeln  (102)  nehmen  hierdurch  die  Gestalt  an 

Ä2o»  =  2A.  ^2^  =  2^4,   ^2<3*  =  2^*    (102') 

und  liefern  so  einen  leicht  in  Worte  zu  fassenden  Satz. 

Ene  neue  Auffassung  der  Ausdrücke  Oh,  Ph,  Qh  und  Lh,  Mh,  Nh 
geben  die  auf  S.  15  u.  17  angestellten  Betrachtungen  an  die  Hand. 


Qnd  analog 
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Da  die  Geschwindigkeit  V^,  und  somit  auch  die  sogenannte  Be- 
wegungsgrösse  W/,  F^  einen  polaren  oder  Verschiebungsvector 
darstellt,  und  da  Gleiches  von  der  Kraft  Kf,  gilt,  so  sind  nach  ihren 
Definitionen  O/,,  P^,  Q^  und  Lh,  Mh,  Nh  Componenten  zweier 
axialer  oder  Drehungsvectoren,  die  durch  zwei  Parallelogramm^ 
mit  den  Seiten  r^,  Vh  resp.  r/»,  Kh  —  unter  r,^  den  Abstand  des 
Massenpunktes  m^  vom  Coordinatenanfang  verstanden  —  repräsen- 
tirt  werden  können.  Diese  Vectoren  haben  nämlich  Zahlwerthe 
gleich  den  Flächen  der  betreffenden  Parallelogramme  r^  V^  sin  {rj^,  Vh) 
resp.  Vh  Kh  sin  {r^^Kh)  und  Richtungen,  die  mit  den  in  geeigneter 
Weise  definirten  positiven  Normalen  auf  deren  Ebenen  zusammen- 
fallen.  Als  positiv  ist  dabei  je  diejenige  Seite  der  Normale  gewählt, 
um  welche  F/»  resp.  K^  im  Sinne  einer  positiven  (linken)  Drehung 
wirken.  Die  so  definirten  Vectoren  können  passend  als  Haupt- 
flächenmomente 7^f^  und  Hauptdrehungsmomente  Z)^  von  F^ 
und  Ä"^  um  den  Coordinatenanfang  bezeichnet  werden. 

Von  den  Vectorcomponenten  Oa,  P/,,  Qh  und  L^,  if^,  Nj^  treten 
nun  in  den  Formeln  (102")  die  Summen  aller  paralleler  und  gleich- 
artiger auf.  Fasst  man  diese  Summen  ^Of^  =  0,..,,  ^Lj,  =  L, . . . 
wiederum  als  Vectorcomponenten  auf,  so  entsprechen  sie  nach  S.  1 6 
je  einem  Vector,  der  aus  allen  Hauptflächenmomenten  F^  und  Haupt- 
drehungsmomenten Dh  nach  der  Regel  des  Polygones  abgeleitet  ist 
und  resp.  (resultirendes)  Flächenmoment  F  des  Punktsystemes 
und  (resultirendes)  Drehungsmoment  der  äusseren  Kräfte  ge- 
nannt werden  mag. 

Die  Gleichungen  (102')  nehmen  bei  Einführung  dieser  Bezeich- 
nungen die  Gestalt  an 

und  sprechen  damit  den  Satz  über  das  Flächenmoment  eines 
Punktsystemes  in  der  folgenden  einfachsten  Form  aus: 

Für  ein  äusseren  und  inneren  Kräften  der  voraus- 
gesetzten Art  unterworfenes  Punktsystem  sind  die  zeit- 
lichen Aenderungen  der  Componenten  des  Flächenmomen- 
tes gleich  den  Componenten  des  resultirenden  äusseren 
Drehungsmomentes. 

Fehlen  äussere  Kräfte,  so  liefert  das  letzte  System  von  Glei- 
chungen durch  Integration 

0=0,,   p=Po,   o=a, 

wobei  Oo,  Po,  Oo  Constanten  bezeichnen,  und  damit  den  sogenannten 
Satz  von  der  Erhaltung  des  Flächenmomentes: 
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Für  ein  nur  inneren  Kräften  der  vorausgesetzten  Art 
nnterworfenes  Punktsystem  ist  das  Flächenmoment  nach 
Grösse  und  Richtung  constant  Ist  dasselbe  also  zu  irgend 
einer  Zeit  gleich  Null,  so  gilt  Gleiches  auch  zu  jeder  Zeit 

Da  die  Coraponente  5  =  Fcos  (F,  S)  von  F  nach  einer  beliebigen 
Richtung  S  stets  kleiner,  als  F  selbst  ist,  so  gestattet  der  vorstehende 
Satz  auch  die  vouLaplace  herrührende  Fassung,  dass  das  Flächen* 
moment  des  betrachteten  Punktsystemes  seinen  grössten 
Werth  andauernd  in  Bezug  auf  dieselbe  (invariable)  Ebene 
besitzt  — 

Es  mag  hervorgehoben  werden,  dass  mit  diesem  Satze  eine 
Drehung  eines  anfänglich  ruhenden  Massensystemes  durch 
ausschliessliche  Wirkung  innerer  Kräfte  sehr  wohl  verein- 
bar ist  Um  ein  Beispiel  zu  geben,  so  sei  eine  materielle  Ereisscheibe 
äosseren  Kräften  entzogen,  etwa  auf  einem  Teiche  schwimmend,  ihr 
Ceutrum  sei  der  Coordinatenanfang;  zwei  andere  unter  einander 
gleiche  Massen,  etwa  lebende  Wesen,  mögen  sich  im  Mittelpunkt  be- 
finden, und  Alles  sei  anfänglich  in  Ruhe.  Wandern  nun  jene  Massen 
mit  gleichen  Geschwindigkeiten  erst  in  entgegengesetzten  Richtungen 
nach  dem  Rande  der  Scheibe,  dann  in  gleichen  Richtungen  an  dem 
Hände  hin  und  schliesslich  nach  dem  Centrum  zurück,  so  hat  die 
Scheibe  schliesslich  eine  andere  Lage  als  anfangs.  Denn  während  der 
zweiten  Periode  haben  die  zwei  Lebewesen  zusammen  ein  von  Null 
verschiedenes  Flächenmoment;  die  Scheibe  muss  demgemäss  ein 
gleich  grosses  von  entgegengesetztem  Vorzeichen  besitzen. 

Wirken  entweder  keine  äusseren  Kräfte,   oder   sind   dieselben 

unabhängig  vom  Ort  und  mit  der  Masse   proportional,   so   gilt  der 

&tz  von  der  Erhaltung  des  Flächenmomentes  unter  den  gemachten 

-Annahmen  auch  für  ein  mit  dem  Schwerpunkt  bewegtes  Coordinaten- 

Vatem,  wie  dies  aus  den  Formeln  (101')  hervorgeht 

Wirken  äussere  Kräfte,  die  für  alle  Massenpunkte  nach  einer 
festen  oder  beweglichen  Axe  hingerichtet  sind,  so  gilt  der  Flächen- 
^tz  nur  noch  für  diese  eine  Axe;  wirken  Kräfte,  die  nach  einem 
festen  oder  beweglichen  Centrum  hingerichtet  sind,  so  gilt  er  für 
J^de  durch  diesen  Punkt  gehende  Axe.  Denn  Kräfte  der  angegebenen 
A.^  geben  keinen  Antheil  zu  dem  Drehungsmoment  um  dergleichen 
A^xen,  treten  also  in  den  Formeln  (102)  gar  nicht  auf.  — 

Wir  haben  bisher  ausschliesslich  freie  Bewegungen  des  Punkt- 
systemes in  Betracht  gezogen  und  von  der  Einführung  von  Reac- 
^onskräften  demnach  abgesehen.    Wenn  die  dem  System  auferlegten 
^^dingungen  ausschliesslich  mehrere  Punkte  desselben  an  einander 
binden,  sind  die  durch  sie  gelieferten  Reactionskräfte  den  inneren 
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Kräften  zuzuzählen,   in  allen  anderen  Fällen  aber  den  äusseren. 
Diese  inneren  Bedingungen  werden  in  den  wichtigsten  Fällen  dabin 
lauten,  dass  eine  geometrische  Eigenschaft  des  Punktsystemes,  z.    B. 
der  Abstand  zweier  Punkte,  die  Fläche  des  durch  drei  Yon  ihrten 
bestimmten  Dreiecks,  der  Inhalt  des  durch  vier  von  ihnen  bestimm -ten 
Tetraeders  ein  vorgeschriebenes  Verhalten  zeigt,  etwa  zeitlich  con- 
stant  ist.    Da  die  gesammte  Configuration  des  Punktsystemes  durcli 
die  Abstände  rhjc  bestimmt  ist,   so    werden   derartige  Bedingungen 
stets  die  analytische  Form 

(p (n.., r„, r„,  .  . .  ,t)  =  0  (103) 

besitzen,  die  durch  Differentiation  auf  die  Gleichung 

führt  Nach  dem  S.  90  u.  95  Gesagten  muss  diese  Formel  eine  Aussagt 
über  die  durch  die  Bedingung  qp  =  0  eingeführten  Reactionskräfte» 
enthalten,  und  nach  (95')  wird  man  —  körpförhu  (unter  k  einen  zu  be- 
stimmenden Factor  verstanden)  als  die  Grösse  einer  in  der  Richtung 
der  Verbindungslinie  wirkenden  und  dem  Gesetz  der  Gleichheit  von 
Wirkung  und  Gegenwirkung  gehorchenden  inneren  Kraft  Ä'iuk  be- 
trachten, deren  Grösse  aus  den  Bedingungen  des  Problemes  folgt 

Man  kann  sich  dies  noch  weiter  klar  machen,  indem  man  die 
in  k  multiplicirte  Summe  §  der  letzten  Gleichung  durch  Einführung 
des  Werthes  von  dvj^^  in  den  Coordinaten  x^,  y^,  r^,  rc^,  y^,  x^  auf  die  Form 

h      k 

bringt  und  die  Werthe  der  dann  resultirenden  Zi^,  Fi*,  Z^k  discutirt. 

Da  sonach  bei  Gültigkeit  von  Bedingungen  der  obigen  Form 
die  Gleichungen  (99^)  erfüllt  sind,  so  gelten  hier  auch  die  auf  ihnen 
beruhenden  Sätze  (101')  und  (102').  — 

Die  allgemeinen  Sätze  über  die  Bewegungsgrösse  und  das 
Flächenmoment  eines  Punktsystemes  sind  im  Vorstehenden  gewonnen 
aus  der  Annahme  gewisser  specieller  Eigenschaften  der  inneren 
Kräfte.  Für  den  ersten  Satz  war  die  Gleichheit  der  Wirkung  und 
Gegenwirkung,  für  den  zweiten  ausserdem  ihr  Zusammenfallen 
mit  der  Verbindungslinie  der  wechselwirkenden  Massenpunkte  benutzt 

Indessen  ist  zu  betonen,  dass  die  Gültigkeit  beider  Sätze  eine 
viel  weiter  reichende  ist. 

Auch  wenn  die  Zerlegung  der  inneren  Kräfte  des  Punktsystemes 
in  Wechselwirkungen  zwischen  Punktpaaren,  wie  sie  in  dem  Formel- 
system  (99)  Ausdruck  findet,  nicht  angängig  ist,  können  die  Glei- 
chungen (100')  und  (102')  aus  jenem  folgen.  Denn  vertauscht  man 
in  (99)  die  Componentensummen  ^Xj^uj  ^Yhicf  2^**  ™t  £*,  Hk, 
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Z/i,  die  nun  die  Gesammtcomponenten  der  auf  den  Punkt  m,,  ausge- 
übten Kräfte  darstellen,  welche  übrig  bleiben,  wenn  man  das  ganze 
System  jeder  äusseren  Einwirkung  entzogen,  z.  B.  in  einen  unend- 
lich en  leeren  Raum  gerückt  denkt,  so  gelangt  man  stets  zu  den 
Sätzen  über  die  Bewegungsmenge  und  das  Flächenmoment  des  Punkt- 
systemes  in  der  oben  gezeigten  Weise,  sowie  die  Gleichungen  gelten 

h  h  h 

S  0/A  /h  —  -Ä  ///,)  =  0,  2 (^'» -/» -  ^h  y-h)  =  0,  2(^/* ^^'»  -  2//.  5.)=  0. 

^  h  h 

Die  Erfüllung  dieser  Formeln  ist  aber  auch  auf  ganz  andere 
^eise  möglich,  als  in  Folge  des  Bestehens  der  Bedingungen  (99^). 

Wegen  der  grossen  Analogie,  welche  die  Gleichungen  (100") 
^nd  (102")  mit  den  Fundamentalformeln  (29")  für  einen  Massen- 
Punkt  verbindet,  kann  man  dazu  neigen,  ihnen  hypothetisch 
eine  allgemeine  Gültigkeit  für  alle  wirklichen  Massen- 
8f Sterne  beizulegen.  Wie  das  System  (29")  die  positive  Fassung 
des  in  Galilei's  Trägheitsprincip  negativ  ausgesprochenen  Grund- 
satzes für  einen  Massenpunkt  enthält,  so  würden  dann  (100")  und 
(102")  Erweiterungen  dieses  Principes  auf  ein  Punktsytem  darstellen. 

Für  die  physikalische  Mechanik  haben  diese  Ueberlegungen  kaum 
Bedeutung,  da  bei  ihr  so  gut  wie  ausschliesslich  die  auf  S.  159  er- 
örterten speciellen  Fälle  in  Betracht  kommen.  — 

3.  Multiplicirt  man  die  drei  Gleichungen  (99)  resp.  mit 


(104) 


und  sammirt  sie  für  alle  Massenpunkte,  so  erhält  man: 
S  V -Jf  =  22(A**dx,  +  Y,,dy,  +  Z„,d^,) 

+  :£{'\dx,+  Y,dy,  +  Z,dz,). 

h 

Hier  steht  unter  den  einfachen  Summen  rechts  und  links  nach 
(78")  und  (77')  resp.  die  von  den  äusseren  Kräften  während  dt  an  w,^ 
geleistete  Arbeit  djl^  und  der  bezügliche  Zuwachs  der  lebendigen 
Kraft  d  V,^  von  iw,^.  Für  die  Doppelsumme  erhält  man  bei  Ein- 
führung der  Werthe  (99^)  und  bei  Anwendung  des  S.  1G2  einge- 
schlagenen Weges  auf  alle  Combinationen  zweier  Massen  w,^  und  m^ 
den  Werth  —  S^/jk^^/jt»  ^^^  ^iüc  allein  von  r,^^  abhängig,  so  ge- 
langt man  durch  Einführung  des  Potentiales  0,^^.  ihrer  Wechsel- 
wirkung nach  S.  163  schliesslich  zu 

^dv,=-^d<h,,  +  :<^dj„.  (104') 

h  h  k  k 

W.  VoioT,  Mechanik.    Zweit«  Aufl.  12 
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Hierin  ist  2!  W,^=  W  die  Summe  aller  lebendigen  Ejräfte  oder 
kurz  die  gesammte  lebendige  Kraft  des  Systemes;  §0^j^  =  0 
ist  die  Summe  der  Potentiale  aller  einzelnen  Wechselwirkungen  oder 
kurz  das  Potential  des  Ma&sensystemes  auf  sich  selbst; 
^d^4j^  =  dA  ist  die  Summe  aller  von  äusseren  Kräften  während  di 
geleisteten  Arbeiten  oder  kurz  die  äussere  Arbeit 

Demnach  kann  man  unter  Einführung  der  Energie  E=  W+0 

auch  schreiben 

dE^d{^f+  %=.dA,  (lOr) 

d.  h.  der  Zuwachs  der  Energie  eines  unter  inneren  (^entral- 
und  beliebigen  äusseren  Kräften  stehenden  Massensystemes 
während  dt  ist  gleich  der  an  demselben  in  der  gleichen 
Zeit  von  den  äusseren  Kräften  geleisteten  Arbeit 

Die  Erweiterung  auf  den  Fall,  dass  die  Wechselwirkungen  A'^^ 
ausser  den  Entfernungen  r^^^  auch  deren  Differentialquotienten  nach 
der  Zeit  enthalten,  ergiebt  sich  nach  S.  164  von  selbst,  mag  aber 
hier  unterbleiben. 

Sind  die  Punkte  des  Systemes  nicht  frei,  sondern  an  gewisse 
Bedingungen  gebunden,  so  sind  die  Arbeiten  der  durch  letztere  ge- 
gebenen Reactionskräfte  mit  in  Rechnung  zu  ziehen.  Kräfte,  die  bei 
den  wirklichen  Bewegungen  keine  Arbeit  leisten,  fallen  aus  der 
Energiegleichung  überhaupt  heraus.  Solcher  Art  sind  die  äusseren 
Kräfte,  welche  als  Reactionen  fester  und  ruhender  Curven  und  Ober- 
flächen auftreten,  ebenso  die  inneren  Kräfte,  welche  aus  Bedingungen 
von  der  Form  (103)  folgen,  falls  in  diesen  die  Zeit  nicht  vorkommt 

Die  Formel  (104"),  welche  eine  ausserordentHche  Erweiterung 
der  in  §  11  abgeleiteten  Gleichung  (77")  der  lebendigen  Kraft  für 
einen  einzelnen  Massenpunkt  bildet,  heisst  kurz  die  Gleichung 
der  Energie  für  ein  Punktsystem.  Das  Wesentliche  ihres  In- 
haltes ist,  dass  für  ein  System,  welches  der  gemachten  Annahme 
entspricht,  dass  seine  inneren  Kjäfte  ein  Potential  besitzen,  der  Betrag 
von  Arbeit,  der  erforderlich  ist,  um  das  System  aus  einem  für  jeden 
Punkt  ganz  beliebig  gegebenen  Anfangszustand  in  einen  ebenso  be- 
liebigen Endzustand  überzuführen,  nur  von  diesen  beiden  Zu- 
ständen (d.  h.  dem  Ort  und  der  Geschwindigkeit  jedes  Punktes  in 
ihnen)  abhängt,  nicht  aber  von  den  Zwischenzuständen,  die  bei  dem 
Uebergang  zu  passiren  sind,  und  dass  diese  Arbeit  sich  vollständig 
durch  die  Differenz  der  beiden  Werthc  einer  Function  der  Orte  und 
Geschwindigkeitf^n  der  Massenpunkte  für  den  gegebenen  Anfangs- 
und Endzustand  bestimmt. 

Wird  also   das  System  im   Laufe   der  Veränderungen   in  einen 
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schon  früher  dagewesenen  Zustand  zurückgeführt^  so  ist  seine  Energie 
die  gleiche,  der  ganze  Aufwand  von  Arbeit  zwischen  diesen  beiden 
gleichen  Zuständen  ist  gleich  Null,  oder  es  ist  ein  ebenso  grosser 
positiver,  als  negativer  Betrag  aufgewandt,  ebenso  viel  zugeführt, 
wie  entnommen. 

In  dem  speciellen  Fall,  dass  äussere  Kräfte  nicht  wirken,  giebt 
unsere  Gleichung  (104'')  das  Integral: 

£■=  Const, 

d.  h.,  für  ein  sich  selbst  überlassenes  System  ist  die  Ener- 
gie constant;  es  heben  sich  hier  also  fortwährend  die  Aenderungen 
von  lebendiger  Kraft  und  Potential  gegenseitig  auf.  Diese  Gleichung 
heisst  der  Satz  von  der  Erhaltung  der  Energie. 

Die  Sätze  über  die  Energie  sind  an  die  Bedingung  geknüpft^ 
dass  die  inneren  Kräfte  des  Systemes  ein  Potential  haben.  Da  man 
dies  früher  für  einen  speciellen  Fall  der  in  der  Natur  vorkommen- 
den Möglichkeiten  ansah,  so  hielt  man  es  für  selbstverständlich,  dass 
die  Sätze  von  der  Energie  sich  in  der  Natur  nicht  allenthalben  be- 
währen, und  hob  die  Fälle  hervor,  in  welchen  sie  gelten  oder  nicht 
gelten. 

Lassen  wir  zum  Beispiel  einen  Stein  —  d.  h.  ein  System  von 
Massenpunkten  —  aus  der  Kühe  unter  der  Wirkung  der  Schwere 
auf  eine  weiche  Unterlage  fallen,  welche  die  erlangte  Geschwindigkeit 
aufhebt,  und  betrachten  wir  den  Anfangs-  und  den  Endzustand,  so 
findet  in  beiden  anscheinend  Kühe  statt,  ist  also  die  lebendige  Kraft 
Null;  in  beiden  haben  die  Theile  des  Steines  anscheinend  die  gleiche 
Anordnung,  also  dasselbe  Potential  der  Wechselwirkung:  die  Ener- 
gien sind  somit  in  beiden  gleich,  ihre  Differenz  ist  gleich  Null.  Hin- 
gegen ist  die  Arbeit,  welche  die  Schwere  bei  dem  Uebergang  ge- 
leistet hat,  gleich  mgh,  wenn  mg  das  Gewicht,  h  die  Fallhöhe  des 
(Schwerpunktes  des)  Steines  ist.  Die  Gleichung  der  Energie  scheint 
demnach  hier  nicht  zu  gelten;  Aehnliches  findet  in  zahllosen  an- 
deren Fällen  statt. 

Indessen  ist  man  in  neuerer  Zeit  allmählich  zu  der  Anschauung 
gekommen,  dass  dieser  Widerspruch  nur  die  Folge  einer  unvoll- 
ständigen Betrachtungsweise  ist;  dass  derselbe  aber  verschwindet, 
wenn  man  wirklich  alle  lebendigen  Kräfte,  alle  Potentialänderungen, 
alle  von  aussen  stattfindenden  Einwirkungen  berücksichtigt.  Man 
ist  dazu  gekommen,  das  Wesen  der  Wärme  in  einer  Bewegung  der 
kleinsten  Theilchen  der  Körper  zu  sehen,  deren  lebendige  Kraft  ein 
Maass  der  Temperatur  ist,  und  so  deren  Entstehen  auf  mechanischem 
Wege  durch  einen   Aufwand   von  äusserer  Arbeit  oder  durch   eine 

12* 
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Verwandlung  sichtbarer,  äusserer  Bewegung  in  Molecularbeweguug 
zu  erklären,  Man  liat  sich  dann  weiter  davon  überzeugt,  dass  die 
Volumenänderungen  der  Körper,  welche  eine  Erwärmung  begleiten, 
häutig  zu  bedeutenden  Veränderungen  des  Potentiales  eines  Körpers 
auf  sich  selbst  Veranlassung  geben.  Man  hat  schliesslich  die  Vor- 
stellung gefasst,  dass  die  lebendige  Kraft  der  Wärmebewegung  ganz 
directe  Vergrösserung  oder  Verminderung  ohne  mechanische  Leistung 
erfahren   kann   vermittelst  der  Wärmeleitung  durch  die  Oberfläche. 

Unter  Rücksicht  auf  diese  früher  unbeachtet  gelassenen  Ein- 
flüsse hat  sich  dann  die  Gleichung  der  Energie,  wo  man  immer 
eine  experimentelle  Prüfung  vorgenommen  hat,  in  allen  Theilen  der 
Physik  vollständig  bewährt  und  gilt  gegenwärtig  in  einigen  derselben 
als  ein  Grundprincip,  das,  wie  das  Träglieitsprincip,  nur  durch  den 
Vergleich  der  daraus  gezogenen  Folgerungen  mit  der  Beobachtung 
bewiesen  wird.  Da  man  nur  in  wenigen  Gebieten  den  anal}'tischen 
Ausdruck  für  die  Energie  wirklich  aufstellen  kann,  so  ist  das  Wesent- 
liche des  Principes  die  Behauptung,  dass  es  für  jedes  Massensystem 
eine  Function  seiner  augenblicklichen  Configuration,  d.  h.  Anordnung 
und  Geschwindigkeit,  giebt,  welche  für  jeden  Zeitmoment  um  ebenso 
viel  zunimmt,  als  die  dem  System  von  aussen  zugeführte  Wärme- 
energie und  mechanische  Arbeit  beträgt.  In  dieser  Form  bildet  es 
eine  der  Grundlagen  der  mechanischen  W'ärmetheorie. 

Für  manche  Anwendungen  ist  eine  kleine  Umformung  der 
Energiegleichung  von  Vortheil. 

Sei  in 

^  die  lebendige  Kraft  eines  oder  mehrerer,  aus  irgend  welchen 
Gründen  gesondert  zu  betrachtender,  Punktsysteme,  und  seien  J,  ?;,  C 
die  Schweri)unktscoordinaten  eines  dieser  Systeme.  Setzen  wir  dann 
für  alle  Punkte  desselben  ^,,  =  |  +  |,.,  2//,  =  V  +  Vn^  -a  =  C  +  h» 
bezeichnen  wir  also  mit  ^,^,  /y,^,  ^j^  die  Coordinaten  der  Masse  m^ 
relativ  zum  Schwerpunkt  des  Systemes,  so  ist: 

i ».  K.- -i.«.[P)' +  (;';')■ +  (i;)- 

,^  Id^  d^n  ,  dfi  duu  ,   d:  d:u\      id^,y      (drjuY  ,   {d:,X 

"^  "  \dt   dt  '^  dt  dt  '^  dl  dt)  '^  [dtj    "^  [dt)    "^  [dt) 

Summiren  wir  dies  über  alle  Massen  des  betrefl'enden  Systemes,  so 
verschwindet  das  doi)pelte  Product,  und  es  resultirt  für  die  lebendige 
Kraft  W  dieses  Systemes  der  Werth: 

y/'  =  J-  ,.r  -^  m,  +  i-  ^  m,  o,,;  =  V^  +  J^/, 
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worin  nun  co  die  Geschwindigkeit  seines  Schwerpunktes,  (o^^  die 
relative  Geschwindigkeit  von  m^  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  be- 
deutet, V^^'  und   y^/  aber  neue  Bezeichnungen  sind. 

Es  erscheint  hiemach  die  lebendige  Kraft  ¥^  in  zwei  Theile  zer- 
legt, deren  erster,  eine  äussere  lebendige  Kraft  V^^',  diejenige 
ist,  welche  das  System  haben  würde,  wenn  alle  Punkte  die  Ge- 
schwindigkeit «  des  Schwerpunktes  besässen,  oder  wenn  alle  Mas^n 
in  demselben  vereinigt  wären,  während  der  zweite,  eine  innere 
lebendige  Kraft  Vf',  sich  so  bestimmt,  als  besässen  alle  Punkte 
nur  die  Geschwindigkeit  w^  relativ  zum  Schwerpunkt. 

Demgemäss  kann  man  auch  für  eine  beliebige  Anzahl  von 
Massensystemen,  z.  B.  von  festen  Körpern,  dieselbe  Zerlegung  vor- 
nehmen und  setzen: 

^=^,+  %,  (105) 

wobei  ^^  und  y.  die  Summen  aller  äusseren  und  aller  inneren  leben- 
digen  Kräfte  ^^'  und  V^.'  der  einzelnen  Systeme  bezeichnen. 

Aehnliches  gilt  für  das  Potential  0  des  Systemes  auf  sich  selbst, 
r^enn  da  dasselbe  gleich  ist  der  Summe  über  alle  Einzelpotentiale 
S*A*>  80  kann  man  alle  0^^,  die  sich  auf  Punkte  je  eines  Theiles 
beziehen,  für  sich  zusammenfassen  in  ein  inneres  Potential  0., 
^le,  welche  Punkte  verschiedener  Theile  betreffen,  in  ein  äusseres 
Potential  0^;  demgemäss  wird  dann: 

'Jöd   man  kann  auch  die  Energie 

£'=«//+  (l}=.£^  +  £.  (105") 

Götzen,  wo  nun  £.  besteht  aus  der  Summe  über  die  lebendigen  Kräfte 
"^^  inneren  (Rotations-,  Schwingungs-,  Molecular-)  Bewegung  aller 
Theile  plus  der  über  die  Potentiale  jedes  Theiles  auf  sich  selbst,  £^ 
*"s  der  Summe  der  lebendigen  Kräfte  der  äusseren  Bewegung  aller 
l"^ile  plus  der  der  Potentiale  für  die  Wechselwirkungen  zwischen 
^^J^chiedenen  Theilen. 

Ist  das  ganze  System  äusseren  Kräften  nicht  ausgesetzt,  so  wird 

d(£\+£;)^0  (105'") 

s^^n.  d.  h.,  in  demselben  Maasse,  wie  die  äussere  Energie  abnimmt, 

^^Bs  die  innere  wachsen,  und  umgekehrt. 

Betrachten  wir  z.  B.  zwei  Massensysteme,   etwa  feste   Körper, 

^^^  auf  einander  nur  dann  merkliche  Kräfte  ausüben,  wenn  einzelne 

Theile  einander  unendlich  nahe  gekommen  sind,  so  haben  wir  einen 

Vorgang,  der  mit  dem,  welchen  wir  als  den  Stoss  zweier  endlicher 
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Körper  bezeichnen,  sehr  nahe  übereinstimmt  und  uns  ein  Beispiel 
für  die  oben  angestellten  allgemeinen  Betrachtungen  giebt 

Sind  M,  und  if,  die  gesammten  Massen,  sind  u,*,  v,*,  t^/  und 
w,',  v^,  Wt  die  Schwerpunktsgeschwindigkeiten  vor,  w,,  v,,  u?,  und 
u^j  Vt,  Wt  die  nach  dem  Stoss,  so  giebt  der  Satz  von  der  Erhaltung 
der  Bewegungsgrösse,  angewandt  auf  diese  beiden  Zeitpunkte,  die 
drei  Gleichungen: 

M,v,  +  M,v,  =  M,v,'  +  if,<  (106) 

Wendet  man  die  Gleichung  (105'")  auf  dieselben  beiden  Mo- 
mente an,  in  denen  nach  der  Annahme  die  Wechselwirkung  zwischen 
den  beiden  Massen  verschwindend  ist,  so  hat  man  in  ihr  fiir  beide 
Zeitmomente  dem  Potential  0^  den  gleichen  Werth  zu  ertheilen. 
In  der  That:  0^  ist  gleich  der  Summe  der  Elementarpotentiale  0^^ 
der  Wechselwirkungen  zwischen  den  Massenpunkten  der  beiden 
Körper,  ein  jedes  0^^  nimmt  aber  einen  bestimmten  constanten 
Werth  (er  sei  c^  J  an  für  alle  Entfernungen  r^^,  welche  grösser  sind, 
als  das  Bereich  merklicher  Wechselwirkung;  denn  verschwindender 
Kraft  entspricht  ein  constanter  Potentialwerth.  Somit  besitzt  0^ 
sowohl  vor  als  nach  dem  Stoss  denselben  Werth  §  c^^.  Demgemäss 
nimmt  in  unserem  Fall  Gleichung  (105'")  die  Form  an: 

y^«  +  ^i  =  y^;  +  ^;.  (106') 

wo  der  obere  Index  **  dem  Moment  vor  dem  Stoss  entspricht 

Die  lebendige  Kraft  der  Schwerpunktsbewegung  ist  also  nur  dann 
durch  den  Stoss  nicht  geändert,  wenn  dabei  die  Summe  der  inneren 
Energien  beider  Massen  sich  gleich  geblieben  ist;  dies  würde  z.  B. 
bei  absolut  starren  Körpern  stattfinden,  die  weder  einer  Deformation, 
noch  einer  Bewegung  ihrer  kleinsten  Theilchen  fähig  sind,  falls  der 
Stoss  für  sie  keine  Aenderung  der  Rotationsbewegungen  zur  Folge 
hat  In  diesem  speciellen  Falle  gelten  die  S.  169  abgeleiteten  Ge- 
setze des  Zusammenstosses  von  zwei  Massenpunkten  auch  für  die 
endlichen  Massen.  Dass  jene  früheren  Formeln  überhaupt  gefunden 
werden  konnten,  hat  seinen  Grund  darin,  dass  bei  einem  Massen- 
punkt die  innere  Energie  als  unendlich  klein  angesehen  werden 
kann.  Bei  endlichen,  deformirbaren  und  schwingungsfähigen  Körpern 
wird  in  Folge  des  Stosses  die  innere  Energie  sich  ändern,  und  es 
können  demgemäss  für  sie  jene  einfachen  Stossformeln  nicht  gelten. 
Die  Aufsuchung  der  in  diesen  allgemeinen  Fällen  geltenden  Gesetze 
bietet  selbst  bei  geradem  Stosse  grosse  Schwierigkeiten  dar« 
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• 

Nur  ein  extremer  Fall  erledigt  sich  mit  grosser  Leichtigkeit, 
nämlich  der,  dass  die  Körper,  wie  man  sagt,  absolut  weich  sind, 
d.  h.,  dass  sie  nach  dem  Zusammeustoss  mit  einander  verbunden 
Weitergehen.  Hier  ist  w^  =  w,  =  U,  v,  =  v,  =  r,  u\  =  u\  =  W  zu 
setzen,  und  es  folgt  aus  (lüG): 

(if,  +  M,)  V  =  M,  v:  +  3f.  <,  (107) 

(3f,  +  M,)  W=  M,w;  +  M,w:, 

wodurch  die  vollständige  Bestimmung  der  resultirenden  Massen- 
mittelpunktsgeschwindigkeit geliefert  wird;  die  Formel  (106')  giebt 
dagegen  die  beim  Stosse  eintretende  Veränderung  der  inneren 
Energie: 

-  ^'  t  ^^'  (^'  +  v  +  ?n- 

Setzt  man  hierin  rechts  die  Werthe  von  11,  F,  W  aus  (107) 
ein,  80  erhält  man  nach  einer  leichten  Reduction: 

a;  -  ^V  =  ^;':^^  [(«."  -  ".T  +  ("."  -  vn  +  K  -  »^.TJ. 

Der  Ausdruck  rechts  ist  eine  stets  positive  Grösse;  daraus 
folgt,  dass  beim  Zusammenstoss  zweier  absolut  weicher  Köri)er  die 
äussere  lebendige  Kraft  stets  ab-,  die  innere  Energie  stets  zunimmt. 
Soweit  dieser  Zuwachs  zu  einer  Vergrösserung  der  lebendigen  Kraft 
der  Molecüle  dient,  wird  er  eine  Steigerung  der  Temperatur  der 
Körper  zur  Folge  haben. 


Zweiter  Theil. 

Mechanik  starrer  Körper. 


§  16.     unendlich  kleine  Lagenändemng  eines  starren  Systemes. 

Verschiebungen  nnd  Drehungen. 

Ein  Massensystem  nennen  wir  starr,  wenn  seine  einzelnen 
Theile  durch  innere  Kräfte  in  ihrer  gegenseitigen  Lage  unveränder- 
lich festgehalten  werden.  Insbesondere  wenden  wir  diese  Definition 
auf  einen  den  Raum  anscheinend  continuirlich  erfüllenden  Körper 
an,  den  wir  als  ein  System  von  unendlich  vielen,  unendlich  nahen 
Massenpunkten  ansehen.  Verbindet  man  also  mit  einem  starren 
Körper  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  A,  B,  C,  dessen  Lage 
bestimmt  ist,  wenn  zwei  Massenpunkte  gegeben  sind,  durch  welche 
die  A-,  ein  Massenpunkt,  durch  welchen  die  -B-Axe  gehen  soll,  so 
sind  die  Coordinaten  a,  b,  c  aller  Massenpunkte  in  Bezug  auf  dies 
System  mit  der  Zeit  unveränderlich.  Die  Lage  des  starren  Körpers 
ist  deshalb  vollständig  bestimmt,  wenn  die  Lage  des  Coordinaten- 
systemes  A,  B,  G  gegen  ein  im  Raum  festes  System  X,  F,  Z  gegeben 
ist.  Letztere  bestimmt  sich  bekanntlich  durch  sechs  Unabhängige, 
die  Coordinaten  des  Anfangspunktes  von  A,  B,  G  und  drei  von  den 
neun  Winkeln  zwischen  den  Axenrichtungen.  Es  handelt  sich  für 
uns  zunächst  darum,  aufzusuchen,  wie  eine  Verrückung  oder  Aen- 
derung  der  Lage  eines  starren  Körpers  oder  eines  beliebigen  anderen 
starren  Systemes  mit  den  Aenderungen  dieser  Unabhängigen  in  Zu- 
sammenhang steht. 

Zwischen  den  Coordinaten  x,  y,  z  eines  beliebigen  Punktes  des 
Körpers  in  Bezug  auf  das  feste  und  den  Coordinaten  a,  b,  c  in 
Bezug  auf  das  mit  dem  Körper  bewegliche  System  mögen  die  Be- 
ziehungen bestehen: 

X  =  x„  +  a^  a  +  a„  h  4-  «,  r , 

U  =  //n  -f  /^.  «  +  (it  b  +  ß,c ,  (1) 

■x  =  Xo  -h  T'ia  +  ?%^  +  rt<^y 
die  umgekehrt  liefern: 
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b  =  a^{x  —  x^j  +  /S,(2/  —  yo)  +  rA^  —  *o),  (1') 

0  =  a^x  -  Xo)  +  /9.(2/  —  z/o)  +  T'.C-  -  ^o) . 

Hierin  sind  Xo,  y^,  ^o  die  Coordinaten  des  Anfangspunktes  o  des 
im  Körper  festen  Systemes  gegen  das  absolut  feste.  Die  neun 
Cosinus  a^,  /?^,  y^^  der  Winkel  zwischen  den  Axeu  sind  verbunden 
durch  die  sechs  Relationen: 

l  =a,'  +  a:  +  a:,         0  =  ß.y,  +  ß,y,  +  /?,y,, 

!=/?.•  +  /?.'  +  ß:>         0  =  /.  a,  +  y,a,  +  ^a,,  (2) 

1  =  r/  +  A'  +  T',',         0  =  «./?,  +  a,ß.+a,ß., 

welche  sich  auch  auf  die  Form  bringen  lassen: 

1  =  rz,*  +  ß,^  +  r,%         0  =  a,  a,  +  ß,ß^  +  y,  y, , 

1  =  f^'  +  ß^'  +  //,         0  =  e^,c^,  +  ^^.^V,  +  ra/o  (2') 

1  =  f/,'  +  /:?,'  +  ;',' ,         0  =  a,a,-h  ß,  ß,  +  y,  y, . 

Aus  ihnen  fliessen,  vorausgesetzt,  dass  die  beiden  Coordinaten- 
sy steine  congruent  sind,  auch  die  neun  Beziehungen: 

«.  =  ß,yz  —  ß. y, y     f^.  =  ß»ri  —  ß^  r. ,     ^,  =  ß. r^  -  ß^Vx^ 

ßx  =  r« «»  —  y^  ^2 ,       /?,  =  r» «.  —  T'.  f^3 ,       ß.^y.a,  —  y^  u, ,  (2") 

Da  bei  allen  Bewegungen  des  starren  Körpers  die  Coordinaten 
^y  ^,  c  seiner  Punkte  gegen  das  in  ihm  feste  Axensystem  A,  B,  C 
^ögeändert  bleiben  sollen,  so  kann  eine  Lagenänderung  nur  Varia- 
^onen  der  x^,  y^,  x^  und  c^^,  /9,^,  /^  hervorrufen. 

Wir  erhalten  demnach  für  eine  beliebige  Verrückung  die  Werthe 
^^^  Variationen  Sx^ßy,  Sz  der  Coordinaten  j:,  y,  z  ausgedrückt  durch 
*"y eiligen  von  rr„  //„  z,  und  a^,  ß^,  y^^: 

Sx  =  dx,,  +  ada,  +  b  Ö  a.,  +  cda,, 

8y  =  r>>o  +  aSß,  +  bdß,  +  crV/9.,  (3) 

dz  =  dz„  +  ady,  +  h  ()y^  +  cöy^. 

Hierin  mögen  die  an  sich  beliebigen  <).r„,  Sy^,  dz„  verschwin- 
den^  klein  neben  den  Dimensionen  des  Körpers,  die  (ia^,  ()ß^  Sy^ 
Ter?<Qjhwindend  klein  neben  Eins  sein;  die  bezügliche  Lagenänderung 
^^iB8e  dann  unendlich  klein. 

Die  Sa^^y  Sß^,  öy^^  sind  nicht  von  einander  unabhängig,  sondern 
^  gelten  für  sie  die  aus  (2)  folgenden  sechs  Gleichungen: 
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0  =  a,da^  +  a^da,  +  a^Sa^j   u.  s.  f.  (3) 

0  =  ß.dr.  +  ß.srr  +  ß.^yy^  +  yjß.  +  r^sß,  +  r.dß.,  u.  s.  i 

Um  die  neun  5cf^,  dß^,  dy^^  durch  drei  unabhängige  Grössen 
auszudrücken,  führen  wir  folgende  Bezeichnungen  ein: 

SX  =  ßjy.  +  ß.Sy,  +  ßjy.^-iyjß.  +  y^dß,  +  y,dß.\ 
Sfi=  y,Sa,  +  y,Sa,  +  y,Sa,=^  —  (cc,  Sy,  +  a,öy,  +  a, Sy,),       (4) 
dv  =  a, dß,  +  a, Sß,  +  a, 8 ß,  =  -  (/9, Sa,  +  ß,Sa,  +. ß. Sa.). 

üabei  ist  wohl  zu  bemerken,  dass  Sl,  Sfi,  Sv  nicht  stets  die 
Form  der  Variationen  von  (geometrisch  interpretirbaren)  Functionen 
besitzen,  wie  8x^^  Sijo,  Szo,  sondern  zunächst  nur  unendlich  kleine 
Grössen  bezeichnen,  ähnlich  wie  in  §  4  die  Symbole  Sa,  SV  u.  s.  f. 

Es  gelten  dann  z.  B.  zur  Bestimmung  von  Sa,,  Sa^,  Sa.  durch 
SX,  Sfi,  Sv  folgende  Formeln: 

0  =  a,  S  öf,  +  cf,  S  a,  -f-  a.Sa.f 

—  ()v  =  ß,Sa,  +  ßtSci^  +  ß.Sa., 

+  Sfi  =  y,Sa,  +  y^Sa^  +  y^Sa,; 

aus  ihnen  folgt  durch  die  Factorensysteme  a,,  ß,,  y,  resp.  «,,  /9„  ;', 
und  a,,  /?,,  y.  in  Eticksicht  auf  (2'): 

Sa,  =  y,SfA  —  ß,Sv, 

Sa^  =  y^SfjL  --  ß,Sv,  (5) 

Sa.  =  yiSfjL  —  ß»Sv. 
Diesem  System  ordnen  sich  die  ähnlich  zu  erhaltenden  folgenden  zu: 

S ß,  =  a,  Sv  —  y,  SX,         Sy,  =  ß,Sk  —  a,  S fi, 

S  ß„  =  a^  Sv  —  y^Sk,         Sy^  =  ß^Sk  —  a^S  fi,  (5') 

S  ß.  =  a.Sv  —  y.Sk,        Sy.  =  ß.Sk  —  a.SfjL. 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  erste  Formel  (3)  ein,  so  ergiebt  sich: 

Sx  =  Sx,  +  a(y,SfjL  —  ß,Sv)  +  b(y,Sfß,  —  ß^Sv)  +  c{y.SiJL --  ß.Sv\ 

oder  in  Rücksicht  auf  (1): 

Sx=^  Sx^  +  {x  —  z^Spb  —  iy  —  y^S v, 
ebenso  auch         Sy  =  Sy^  +  (x  —  x^Sv  —  (z  ^  %^  SX,  (6) 

()z  =  Szo  +  {y  —  y^)SX  —  (x  —  x^)  Sfi. 

Uiesc  Formeln  geben  die  bei  einer  beliebigen  unendlich  kleinen 
Verrückung  des  Körpers  eintretenden  Coordinatenänderungen  irgend 
eines  seiner  Punkte;  letztere  erscheinen  also  als  die  Summen  ein- 
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zelner  mit  den  Jxo,  <^yoi  *^^o>  SX,  8fjL,  Sv  proportionaler  Theile, 
deren  Bedeutung  wir  leicht  erkennen,  wenn  wir  die  speciellen  Fälle 
betrachten,  die  resultiren,  falls  jene  Grössen  alle  bis  auf  nur  eine 
Terschwinden. 

Ist  nur  8xq  von  Null  verschieden,  so  ergiebt  sich: 

Sx=Sxo,         Sy  =  0,         Sz  =  0\ 

da  die  Cioordinaten  x,  y,  z  in  diesen  Formeln  nicht  auftreten,  so 
drucken  sie  eine  allen  Punkten  gemeinsame  Verschiebung  parallel 
der  X'Axe  um  Sx^  aus.  Wir  benutzen  der  Bequemlichkeit  halber 
auch  weiterhin  das  Wort  „Verschiebung"  für  diesen  speciellen 
Fall  einer  parallelen,  gleichen  Bewegung  aller  Theile  und  behalten 
vVerrückung"  für  die  allgemeinste  Lagenänderung  bei.  Das  Ana- 
loge, wie  für  Sx,,,  gilt  fiir  die  Fälle,  dass  nur  Syo  oder  nur  J^o  nicht 
verschwindet 

Das  Formelsystem 

8x=Sxo,         8y  =  Syo,         Sz^Sx^  (7) 

ßiebt  hiemach  eine  resultirende  Verschiebung  dsf,  von  der  Grösse: 

^  einer  Richtung  «,  für  welche  gilt: 

C08  {s,  X)  =  -J^  ,         COS  {8,  »)  =  45 .         COS  (s,  z)  =  \ll  .       {7") 

Ist  weiter  nur  dk  von  Null  verschieden,  so  erhält  man: 

Ja;  =  0,         8y  ^  —  {z--  Zo)Sk,         Sz  =^  +  {y  -- y^SX. 

pies  giebt  keinen  für  alle  Punkte  gleichen  Werth  der  (,'oordinaten- 
^'^derungen,  denn  Sy  und  Sz  sind  von  y  und  ^  abhängig.  Da  Öx 
gleich  Null  ist,  so  findet  die  Verrückung  in  einer  Ebene  parallel 
2ur  rz- Ebene  statt;  sie  hat  die  Grösse 

^^d  eine  Richtung,  gegeben  durch 

'  Viy-  yof  +  (*  -  XoY  ^'^      Viy-  y.Y  +  (*  -  *«)• 


Nun  ist  aber        ]/{y  —  i/oY  +  (v  —  ?.>)'  =  r^ 

^^r  senkrechte  Abstand  des  Punktes  x,  y^  x  von  der  Parallelen  zur 
X-Axe  durch  die  Stelle  x^,  yo,  ^o;  die  durch  ö).  gegebene  Ver- 
^ckoDg  ist  also  proportional  mit  r    und  findet  normal  zu  dessen 
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Richtung  statt;  sie  ist  demgemäss  eine  Drehung  des  starren  Syste 
um  den  unendlich  kleineu  Winkel 

Ss'/r   =  dl 

XI      X 

m 

bezüglich  der  Geraden  y  =  j/o,  «  =  »o  als  Drehungsaxe. 

Wir  wollen  nun  auf  der  Drehungsaxe  eine  Richtung  positJ 
die  entgegengesetzte  negativ  wählen  und,  wie  früher,  eine  Drehuni 
als  positiv  bezeichnen,  wenn  sie  sich  für  einen  in  der  Drehungsaxe 
mit  dem  Kopf  nach  der  positiven  Seite  liegenden  Beobachter  als 
von  rechts  nach  links  stattfindend  darstellt  Dieselbe  Drehung  stellt 
sich  dann  dem  nach  der  negativen  Seite  der  Axe  liegenden  Be- 
obachter auch  negativ  gerichtet  dar. 

Nach  dieser  Festsetzung  ergiebt  ein  positiver  resp.  negativer 
Werth  von  Sk  eine  positive  resp.  negative  Drehung  um  die  Parallele 
zur  positiven  A^-Axe  durch  rr„,  y^,  x,,. 

Wie  durch  Ök  eine  Drehung  um  eine  Parallele  zur  X-Axe,  so 
ist  durch  rV//  und  dv  je  eine  Drehung  um  Parallele  zur  F-  und  zur 
Z-Axe  durch  die  Stelle  oto,  2/o>  ^o  gegeben,  für  die  alles  gilt,  was  io 
Bezug  auf  erstere  gesagt  ist. 

Sind  alle  drei  Werthe  dX,  ^//,  (iv  von  Null  verschieden,  so 
haben  wir 

f)x  =  (*  —  .^o)  <^>  —  (2/  —  !u)  <^>, 

()y  =  (x  —  Xo)  dv  —  {x.  —  ^^)  dk,  (8] 

^  -  =  (2/  —  //o)  <>k  —  (x  —  ^0)  dfJL 

als  Werthe  der  Verrückungscomponenten,  die  durch  successive  oder 
gleichzeitige  Hervorbringung  der  drei  soeben  betrachteten  Drehungen 
eintreten  würden;  ihre  Resultirendc  ist: 

öfj  =  ]/dx'  -f  rV//'  +  dz\  {S") 

Die  Formeln  (8)  haben  die  Form  der  Gleichungen  (29)  aui 
S.  17;  dXf  öyj  dx  sind  die  Componenten  des  polaren  Vectors  Sa, 
X  —  x^y  y  —  //o,  X  —  ;in  diejenigen  des  Abstandes 

(>  =  y(^  —  x>f  +  (?/  -  2/0)'  +  (« -  -«? 

des  beliebigen  Punktes  :r,  /y,  x,  von  dem  Anfangspunkt  a:-«,  ?/o,  ^r«  des 
Axensystemes  A^  /?,  C  Nach  S.  17  sind  dann  <)A,  d^,  dv  die 
Comj)ünenten  eines  axialen  Vectors 

dr  =  V'fVA'-l-  <)i.r  +  dir,  {8"] 

und  zwischen  da,  dr  und  (>  besteht  nach  (30)  die  Beziehung 

d(T  =^  (t  dTsm(Oj  a), 
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Fifr.     18. 


'wrobei  u  die  Richtung  des  Vectors  8  t  bezeichnet,  die  sich  aus  den 
Componenten  d'A,  d»jU,  8v  nach  der  Regel  des  Parallelepipedes  be- 
stimmt 

Nun  ist  aber  nach  der  Figur  18  p  sin  ((;,  c^r)  =  r  der  normale 
Abstand  des  betrachteten  Punktes  von  der  durch  x^,  t/„,  %^  gelegten 
Richtung  a^  somit  gilt  auch 

ÖG  =  r8x    oder    Sx  =^  8a\r. 

Hieraus  folgt,  dass  8x  den  Winkel 
darstellt,  um  den  bezüglich  der 
A.x€  a  das  starre  System  in 
Folge  der  drei  unendlich  kleinen 
Drehungen  81.,  8fA,  8v  um  die 
Coordinatenaxen  das  starre  System 
gedreht  ist. 

Wir  können  das  erhaltene 
Resultat  in  folgende  Sätze  zu- 
sammenfassen : 

Drei  gleichzeitige  unendlich  kleine  Drehungen  M,  djU,  8v 
*i  Da  Parallele  zu  den  Coordinatenaxen  durch  einen  belie- 
^^igen  Punkt  sind  jederzeit  äquivalent  mit  einer  einzigen 
Drehung  8x  um  eine  durch  denselben  Punkt  gehende  Axe  a. 

Trägt  man  auf  den  Coordinatenaxen  Repräsentanten 
4er  Partialdrehungen  8Xj  8fA,  8v  auf  und  setzt  dieselben 
^^ach  der  Regel  des  Parallelepipedons  zu  einer  Resul- 
tirenden  zusammen,  so  ist  diese  der  Repräsentant  der 
resultirenden  Drehung  8x,  ihre  Richtung  giebt  zugleich 
die  positive  Richtung  der  Drehungsaxe  a. 
Dieser  Satz  ist  sogleich  umkehrbar.  — 

Nach  dem  im  Vorstehenden  Entwickelten  erscheint  die  allge- 
meinste unendlich  kleine  Verrückung  eines  starren  Systeme«  in  den 
Gleichungen  (6)  nunmehr  zerlegt  in  drei  gemeinsame  Verschiebungen 
^er  Punkte  des  Systemes  parallel  den  festen  Coordinatenaxen  um 
^'sp.  ^x^  Sy^^  8xo  und  in  drei  Drehungen  8X,  ()/i,  8v  um  Parallele 
2u  den  Coordinatenaxen  durch  die  völlig  willkürliche  Stelle  x^,  ;/, 
^  oder  aber  in  eine  gemeinsame  Verschiebung  von  der  Grösse 


0>      ""o 


d'  So  =  y  ö  xj  +  ()  //„'  +  d  *„' 


(9) 


JD  der  Richtung  s,  gegeben  durcli 


cos  {s,  x)  = 


cos  (.,  y)  =  y^  , 


cos  {s,  ^)  =  - 


dx,, 


ÖS.. 


(9') 
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und  eine  Drehung  von  dem  Betrag 

^-  T  =  y  d  k'  +  d  ij:  -i-'ö  v'  (9") 

um  eine  Axe  durch  die  Stelle  ir„,  ^o,  «.>,  deren  positive  Richtung  a 
gegeben  ist  durch 

C08(c^,  ir)  =  ^  ,         co8(«,  y)  =  -^^,         cos(a,  ^)  =  ^^  .        (9   ) 

Wir  können  die  Gleichungen  (6)  aber  noch  anders  deuten. 

Setzen  wir  nämlich  in  ihnen  a;,  y,  %  gleich  Null,  so  erhalten 
wir  die  Verrückungen  (f>rr)o,  {py\i  (^^)«,  welche  derjenige  (starr  mit 
dem  System  verbundene)  Punkt  erleidet,  der  sich  ursprünglich  im 
Anfang  des  Systemes  A",  y,  Z  befand,  und  ivir  können  daher  die 
Formeln  (6)  schreiben: 

Sx  =  (^  «)o  +  zSfi  —  ySv , 

Öy^{8y\  +  xöv-xSX,  (10) 

rT X  z=z  {Sz\  +  ySX  ^  xSfA. 

Die  allgemeinste  unendlich  kleine  Verrtickung  des  starren 
Systemes  erscheint  hiernach  zerlegt  in  eine  allen  Punkten  gemein- 
same Verschiebung,  gleich  der,  welche  der  Punkt  x  =  y  ==  x  =  0  er- 
leidet, und  in  drei  Drehungen  um  die  festen  Coordinatenaxen  selbst 
—  oder  auch  in  eine  gemeinsame  Verschiebung  von  der  Grösse 


in  der  Richtung  .%,  gegeben  durch 

cos  K.  a-)  =  -^  >  ,         cos  K,  y)  =  J  JJ  ,        cos  {,.,*)  =  i^-A  , 

und  eine  Drehung  von  der  Grösse 

ÖT  =  y^A*"+  rV  fi'  +  S  v'  (10") 

um  eine  Axe  c/o  durch  den  festen  Coordinatenanfang,  gegeben  durch 

cos(c4fo,  ^)  =  -^ ,  >        COS  («0,  ij)  =  ^  y  ,       cos («0,  ^)  =  -jY  • 


Zugleich  ergiebt  die  Vergleichung  der  S'ormeln  (10)  mit  (6) 
den  Satz: 

Eine  unendlich  kleine  Drehung  um  eine  Axe  a  durch 
die  Stelle  o-,,,  //.,,  x^,  lässt  sich  ersetzen  durch  eine  gleiche 
Drehung  um  eine  zu  a  parallele  Axe  durch  den  Coordinaten- 
anfang und  eine  Verschiebung,  deren  Componenten  sind: 
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Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Satzes  kann  man  auch 
eine  Drehung  um  eine  zu  a  parallele  Axe  durch  einen  heliebigen 
Punkt  einfuhren.  — 

Wenn  dem  starren  System  successive  verschiedene  unendlich 
kleine  Verrückungen  ertheilt  werden,  so  sind  nach  der  Anschauung 
die  dadurch  bewirkten  Coordinatenändeningen  für  jeden  Punkt  durch 
die  Summen  der  bei  jeder  einzelnen  Verrückung  auftretenden  ge- 
geben, die  Verrückungen  der  einzelnen  Punkte  setzen  sich  daher 
gemäss  dem  S.  16  Gesagten  nach  der  Regel  des  Polygones  zu- 
sammen. Bezeichnet  man  also  die  Coordinaten  eines  Punktes,  durch 
welchen  bei  der  Äten  dieser  Verrückungen  die  Drehungsaxe  geht, 
mit  ojy^,  y^,  Xj^,  so  stellen  sich  diese  Componentensummen  in  folgender 
Fonn  dar: 

h  h  h  h  h 

^y  =  (S-^'y*  -  :S=^A<)>*  +  ^^'*<>'^*)  +  ^S«»*  -  '-^8\,  (11) 

h  h  h  h  h 

h  h  h  h  h 

Dies    giebt  nach  (10)    eine   Verschiebung   des  zuvor  an    der  Stelle 
X  =  1/  =  ^  =  0  gelegenen  Punktes  mit  den  Komponenten 

h  h  h 

{Syl  =  ^öy,  -  ^x, öv,  +  2;, 8X„  (11') 

h  h  h 

{S ..)„  =  V  ,y .,  -  2  .V,.  d  K  +  ^  ^n  ^ h. 

und   eine  Drehung  um  eine  Axe  durch  den   Punkt  x  =i  y  =  x  =  0 
mit  den  Componenten 

,)).  =  ^öx„      <)>  =  :sr>>„,      ^>  =  %;<»,.      (11") 

h  h  h 

Nach  den  letzten  Formeln  setzen  sich  also,  wie  die  Verschie- 
bungen jedes  Punktes,  so  auch  die  Drehungen  des  starren  Systemes 
um  durch  einen  geraeinsamen  Punkt  (hier  den  Coordinatenanfang  O) 
gehende  Axen  nach  der  Regel  des  Polygones  zusammen.  — 

Legt  man  die  Z-Axe  in  die  Drehungsaxe,  so  ist  ök  =  dfjL  =  0  und 

Sx  =  (Sx)„  —  ydv, 

dy=={dyl  +  xöv,  (12) 

öx  =  {Öx\. 
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Führt  man  dann  noch  ein  zu  diesem  paralleles  CoordinatensysU  ^e? 
A",    T,  7j'  ein,  so  dass 

ist,  SO  resultirt: 

d.  h.,   die  Verrückung  reducirt  sich  auf  eine  Drehung  um  eine  be-^ 
stimmte  Axe  und  auf  eine  Verschiebung  parallel  dieser  Axe.    Eine 
solche  Bewegung  nennt  man   eine  Schraubenbewegung.     Daher 
ergiebt  sich  der  Satz: 

Beliebige  unendlich  kleine  Verschiebungen  und  Dreh- 
ungen eines  starren  vSystemes  lassen  sich  jederzeit  zu- 
sammensetzen zu  einer  Schraubenbewegung  um  eine  be- 
stimmte Axe. 

Die  sie  definirenden  Grössen  folgen  aus  den  vorstehenden 
B^rmeln  (11)  bis  (12).  — 

Gemäss  dem  S.  12  u.  13  allgemein  über  die  Transformation  von 
Vectorcomponenten  auf  ein  neues  Coordinatensystem  Gesagten  sind 
die  Drehungen  rV«,  Ö  ß,  ()y  um  die  im  starren  System  festen  Axen 
A,  B,  C  bei  Rücksicht  auf  die  Formeln  (!')  dieses  Theiles  durch 
folgende  Gleichungen  gegeben: 

f)a  =  a^ÖX  +  ß,  (ff-i  +  Ti  f^ ''» 

()ß  =  a,dl  +  ß,dfi  +  ^r»,  (13) 

dy  =  a,()X  -\-  ß.dfi  +  y.Sv, 

Formeln,  die  sich  umkehren  lassen  in: 

() l  =  c4,  () a  +  cc.  <)  ß  4-  a,  d ;', 

r>>  =  /?.  Ha  +  ß.dß  +  ß^dy,  (13') 

()  V  =  ;',  ('ic4  +  y^  ()ß  4-  y,  <>>. 

Durch  die  rV«,^,  ^7?,^,  Öy,^  drücken  sich  die  da,  Sß,  dy  ohne 
alle  Rechnung  aus,  wenn  man  bedenkt,  dass  sie  zu  den  Formeln 
(1')  in  derselben  Beziehung  stehen  müssen,  wie  —  dA,  —  dfi,  —  dv 
zu  den  Formeln  (1).  Deim  eine  positive  Drehung  des  Coordinaten- 
systemes  gegen  den  Körper  kann  durch  eine  negative  des  Körpers 
gegen  das  Coordinatensystem  ersetzt  werden.  Demgemäss  muss 
gelten : 

da  --  f^ ()a,  +  ß, (iß,  +  y, d y,  =  —  (c4, da,  +  ß, d ß,  +  y, ^>,), 

dß  =  a,  da,  +  ß.  dß,  +  y,dy,  =  -  (a,  da,  -f  ß,  d ß,  +  y,  dy,),     (14) 

d  y  =  a,  d  a,  +  ß.  d  ß,  -\-  y,  d  y,  .=  —  [a,  d  a,  +  ß,  d  ß,  +  y,  d  ;%> 
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Man  yerificirt  dies  leicht,  indem  man  die  Werthe  der  Saj^, 
^ßhi  ^7h  ^^  (^)  entnimmt  und  einsetzt;  dann  ergiebt  sich  unter 
Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (2")  sogleich  das  System  (13).  Femer 
gilt  aus  demselben  Grunde: 

^«1  =  cf, Sy  —  a, Sß,  Sut  =^  a^da  ^  a, 8y,  Ja,  =  a^Sß  —  a, See, 

^/*.  =  /?.5y-/9.J/?,  Sß,  =  ß,Sa^ßJr,  Sß,  =  ß,dß^ß,Sa,    (14') 

h\  =  r^Sr  "  y,Sß,  Sy,  =^y,Sa  -  y,  Sy,  Sy,  ^y,Sß  -  y, Sa. 

§  17.    Theorie  der  Drehungsmomente;  Ersetzung  beliebiger  auf  ein 
itaires  System  wirkender  Strafte  durch  eine  Besultirende  und  ein 

Drehungsmoment 

Ist,  wie  wir  im  vorigen  Abschnitt  erörtert  haben,  die  Lage 
eines  starren  Systemes,  z.  B.  eines  starren  Körpers,  durch  sechs 
Parameter  bestimmt,  so  werden  zur  Bestimmung  seiner  Bewegung 
auch  nur  sechs  Differentialgleichungen  mit  den  zugehörigen  Neben* 
bedingungen  erforderlich  sein.  Wir  haben  nun  in  §  15  des  ersten 
Theiles  f&r  die  Massenpunkte  eines  unter  äusseren  und  inneren 
Kräften  stehenden  Systemes  die  Bewegungsgleichungen  aufgestellt; 
dieselben  enthalten  ausser  den  äusseren  Kräften  noch  die  zwischen 
den  einzelnen  Punkten  stattfindenden  Wechselwirkungen,  welche,  im 
Falle  das  System  starr  ist,  als  Unbekannte  anzusehen  sind,  in- 
direct  bestimmt  durch  die  Festsetzung,  dass  jeder  Punkt  vom 
anderen  eine  constante  Entfernung  beibehalten  soll.  Die  Reactions- 
kräfte,  welche  durch  starre  Verbindungen  zwischen  den  einzelnen 
Punkten  eingeführt  werden,  genügen  nach  S.  176  den  Bedingungen 
(99^.  Um  die  Gesetze  der  Bewegung  zu  finden,  sind  hiemach 
sechs  von  einander  unabhängige  Combinationen  sämmtlicher  Be- 
wegungsgleichungen zu  bilden,  die  von  jenen  Wechselwirkungen 
frei  sind. 

Dergleichen  Combinationen  haben  wir  aber  an  der  citirten  Stelle 
bereits  gebildet,  nämlich  die  Gleichungen  für  die  Bewegungsgrössen 
und  für  die  Flächenmomente.  Auch  die  Gleichung  der  Energie  ist 
f&r  ein  starres  System,  in  welchem  das  innere  Potential  4>  sich  nicht 
ändern  kann,  da  die  Entfernungen  r^  constant  sind,  von  den  inneren 
Kräften  frei,  reducirt  sich  also  auf  die  Gleichung  der  lebendigen 
Kraft;  da  aber  nur  sechs  Unbekannte  yorhanden  sind,  so  kann  sie 
für  ein  starres  System  nicht  von  den  genannten  sechs  Gleichungen 
unabhängig  sein«    Dies  wird  späterhin  erwiesen  werden. 

Wir  unterwerfen  daher  der  Betrachtung  die  erstgenannten  sechs 
Gleichungen;  bezeichnet  m^  die  Masse  eines  Punktes  des  Systemes, 

W.  Voigt,  Mechanik.    Zweite  Aufl.  13 
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8ind  Xj^y  y^,  a^j^  seine  Coordinaten  und  A'^,  Tf^,  Z^  die  in  ihm  a 
greifenden  äusseren  Kraftcomponenten,  so  lauten  sie  nach  d« 
Formeln  (100)  und  (102): 


m 


^    d 
^    di 


2^/.-^!^  =  2^A» 


(1 


Wir  richten  die  Aufmerksamkeit  besonders  auf  die  Art  und  Weise, 
wie  in  ihnen  die  äusseren  Kräfte  A'^,  F^,  Z^  auftreten. 

Zwei  Arten  von  Combinationen  kommen  allein  vor,  die  Com- 
ponentensummen  parallel  den  Coordinatenaxen: 

2'Y,  =  A',        2^=5',        'EZh  =  Z,  (ISO 

und  die  schon  früher  so  genannten  Drehungsmomente  um  die 
Coordinatenaxen: 

2(y* Z.  -  H  5^*)  =  A  2{^A^.  -  ^* ^a)  =  M,  ^{x,  Y,  -  y, A'O  =  K  {15") 

Die  ersteren  bestimmen  nach  S.  172  vollständig  die  Bewegimg 
des  Schwerpunktes.  Da  aber  jede  Bewegung  eines  starren  Sjstemes 
sich  {)ir  jedes  Zeitelement  dt  zerlegen  lässt  in  eine  Verschiebung 
und  eine  Drehung  —  wobei  man  die  Verschiebung  nach  der  Orts- 
veränderung eines  beliebigen  im  starren  Systeme  festen  Punktes, 
z.  B.  des  Schwerpunktes,  abschätzen  und  die  Drehungsaxe  durch  ihn 
hindurchlegen  kann  —  so  müssen  die  Drehungsmomente  diese 
Drehungen  bestimmen,  jene  müssen  also  ein  Maass  der 
drehenden  Wirkung  der  ausgeübten  Kräfte  geben.  Hier- 
durch erklärt  sich  der  fiir  die  Functionen  L,  M,  N  eingeftihrte  Name 
der  Drehungsmomente. 

Ueber  die  Art  und  Weise,  wie  auf  einen  Punkt  wirkende  Kräfte 
sich  zu  Eesultirenden  zusammensetzen,  sich  nach  beUebigen  Bich- 
tungen  zerlegen  und  sich  auf  neue  Coordinatenrichtungen  beziehen 
lassen,  ist  schon  in  §  5  des  ersten  Theiles  ausfiihrlich  gesprochen; 
wir  wollen  nunmehr  ähnliche  Untersuchungen  für  die  Drehungs- 
momente der  auf  ein  starres  System  wirkenden  Kräfte  anstellen. 
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I.  Wirke  zunächst  auf  das  starre  System  nur   eine  Ejraft  A' 
^it  dem  Angriffspunkt  x,  y,  x,  so  sind 

yZ-zY^L,         zX-xZ^M,         xY-yX^-N         (16) 

^hre  Drehungsmomente  um  die  Coordinatenaxen  A',  Y,  Z  und  nach 
S.  15  u.  174  zugleich  die  Componenten  eines  axialen  Vectors  D,  der 
^omit  nach  Grösse  und  Richtung  bestimmt  ist  durch  die  allgemein 
ftir  Vectoren  gültigen  Formeln 


D  =  ^U  +  3r  +  N\ 


(16') 


cos  ( A  x)^LjD,      cos  ( A  y)  =  MI A      cos  (L,  x)  =  Nj D.     (16") 

Z)  heisst  nach  S.  174  das  Hauptdrehungsmoment  der  Kraft  K 
Um  den  Coordinatenanfang;  seine  Richtung,  d.  h.  die  Axe,  um 
'Welche  D  in  positivem  Sinne  drehend  wirkt,  wird  als  die  Haupt- 
drehuugsaxe  von  A'  durch  den  Coordinatenanfang  be- 
zeichnet. 

Die  Richtung  von  D  steht  normal  auf  der  Ebene  durch  die 
Kraft  K  und  den  Coordinatenanfangspunkt,  und  seine  Grösse  wird 
gemessen  durch  das  aus  dem  Vector  2 

r  =  y«*  +  y^  +  «'  und  A"  construirte 
Parallelogramm;  es  gilt  somit 

D=:rKsin{r,K).  (17) 

Nach  der  unmittelbaren  An- 
schauung (s.  Fig.  19)  ist  nun  aber 
rsin(r,  jfiT)  =  n  der  normale  Abstand 
der  Kraft  A"  vom  Coordinatenanfang; 
es  gilt  somit  auch 


>r 


Fig.  19. 


und  man  kann  bei  Berücksichtigung 

der  vollständigen  Willkürlichkeit  des  Coordinatenanfanges  den  Satz 

aussprechen: 

Das  Hauptdrehungsmoment  einer  Kraft  um  einen  be- 
liebigen Punkt  0  ist  gleich  dem  Producte  aus  der  Kraft 
selbst  in  ihren  normalen  Abstand  von  dem  Punkt  0;  ihre 
Hauptdrehungsaxe  steht  normal  zu  der  Ebene,  welche  die 
Kraft  und  den  Punkt  o  enthält. 

Da  die  Drehungsmomente  L,  3f,  N  um  die  Coordinatenaxen 
nach  S.  15  (Fig.  3)  durch  die  Projectionen  des  aus  r  und  A"  ge- 

18* 


0  =  a, da^  +  at Sa^  +  a^Sa^,  u.  8.  t. 
0  =  /9,c)>.  +  ß^ffy,  +  ß^fly,  +  r,dß.  +  r.Sß,  +  r.8ß.,  u.  8.  £ 

Um  die  neun  Sa^,  r>/9,^,  8y^  durch  drei  unabhängige  Grö8^^»>^jj 
auszudrücken,  führen  wir  folgende  Bezeichnungen  ein: 

SX  =  ß,8y,  +  /?,()>.  +  ßjy,  =  -  (y,öß.  +  y.bß,  +  y.*/*.), 

*^=  y,  *a,  +  y,da,  +  ytSa^  =  —  {cc,Öy,  +  cCrSy,  +  cc,Sy,\  ^4) 

bv  =  a,  öß,  +  ajß,+  a^Öß,  =  -  (ßja,  +  ß.Scc.  +./?.*«.). 

Dabei  ist  wohl  zu  bemerken,  dass  dl,  S/jl,  Öv  nicht  stets     c2ie 
Form  der  Variationen  von  (geometrisch  interpretirbaren)  l!\inctioii^fl 
besitzen,  wie  d-r«,  Sy^,  öx,,,  sondern  zunächst  nur  unendlich  kleixine 
Grössen  bezeichnen,  ähnlich  wie  in  §  4  die  Symbole  äa,  3V'  u.  a       ^ 

Es  gelten  dann  z.  B.  zur  Bestimmung  von  ^a,,  Sa^,  Sa^  durc^^ 
SX,  üfi,  Sv  folgende  Formeln: 

0  =  a,  (f  a,  +  cc,  ö of,  +  cf,  d of,, 

—  ()v  =  ß,da,  +  ß^Öa^  +  /?,^a„ 

+  d>  =  y.  *af,  +  y^Öa^  +  y^Sa.\ 

aus  ihnen  folgt  durch  die  Factorensysteme  «,,  /9,,  y,  resp.  a„  /9„  ;  -^^"''* 
und  a„  /?,,  y^  in  Bücksicht  auf  (2'): 

Sa,  =  yrSii  —  ß.Svy 

Sa,  =  y,Sfi''ß,8v,  [^^  >) 

Sa^  =  y^S fA  ^  ß^Sv. 

Diesem  System  ordnen  sich  die  ähnlich  zu  erhaltenden  folgenden  zi«i-^"' 

() ß,  =  cf,  <)v  —  /,  d'A,         ^y,  =  ß^SX  —  a,  ^^, 

rV^^,  =  a,  (^>  —  y,  ^' A,         (ly^  =  ß^SX  —  cc^  öfA,  {pi^Z-S') 

dß^  =  a^Öv  "'  y^öX,         Sy^  =  ß^SX  -—  a^SfA. 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  erste  Formel  (3)  ein,  so  ergiebt  siclKT  h: 

Sx  =  Axo  +  a{y,  SfA  —  /S,  Sv)  +  hij^Sfu  —  ß^öv)  +  c(y,^ju  —  ßtSv^  —), 

oder  in  Rücksicht  auf  (1): 

S X  —  (i x„  +  {x  —  z^A fi  --  (y  —  y^ S v, 
ebenso  auch         Öy  =  dj/o  +  {x  —  x^)Sv  —  {z  —  x^) SX,  {^ 6) 

(y^  =z  Sxo  +  {y  —  f/„)  SX  "{x^  x^)Sfi. 

Diese  Formehi  geben  die  bei  einer  beliebigen  unendlich  kleine*/} 
Verrückuug  des  Kör[)ers  eintretenden  Coordinatenänderungen  irgenrf 
eines  seiner  Punkte;  letztere  erscheinen  also  als  die  Summen  ein- 
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zeLner  mit  den  äx^,  Öy^,  dzo,  ^^j  SfjL,  Sv  proportionaler  Theile, 
deren  Bedeutung  wir  leicht  erkennen,  wenn  wir  die  specielien  Fälle 
betrachten,  die  resultiren,  felis  jene  Grössen  alle  bis  auf  nur  eine 
verschwinden. 

Ist  nur  Sx^  von  Null  verschieden,  so  ergiebt  sich: 

Sx  =  Sxo,         Sy  =  0,         ^^  =  0; 

da  die  Goordinaten  x,  y,  x  in  diesen  Formeln  nicht  auftreten,  so 
drücken  sie  eine  allen  Punkten  gemeinsame  Verschiebung  parallel 
der  Z-Axe  um  Sx^  aus.  Wir  benutzen  der  Bequemlichkeit  halber 
auch  weiterhin  das  Wort  „Verschiebung"  für  diesen  specielien 
Fall  einer  parallelen,  gleichen  Bewegung  aller  Theile  und  behalten 
»»Verrückung"  fUr  die  allgemeinste  Lagenänderung  bei.  Das  Ana- 
loge, wie  fiir  ^ojo,  gilt  für  die  Fälle,  dass  nur  Sy^  oder  nur  Sx^  nicht 
verschwindet 

Das  Formelsystem 

giebt  hiernach  eine  resultirende  Verschiebung  Ss^  von  der  Grösse: 

^^  einer  Richtung  «,  für  welche  gilt: 

co8(«,x)=4|,  COS  («,«/)  =  4^ ,  C08(«,^)  =  -5V        (7") 

Ist  weiter  nur  dk  von  Null  verschieden,  so  erhält  man: 
^05  =  0,         Sy  =  '-{Z''  Zo)Sl,         Sx  =  +  {y  —  y^)öX. 

I)ie8  giebt  keinen  für  alle  Punkte  gleichen  Werth  der  Coordinaten- 
&iderungen,  denn  Sy  und  Sx  sind  von  y  und  x  abhängig.  Da  dx 
gleich  Null  ist,  so  findet  die  Verrückung  in  einer  Ebene  parallel 
zur  yZ- Ebene  statt;  sie  hat  die  Grösse 


und  eine  Richtung,  gegeben  durch 


Viy  -  y.r  +  (*  -  »o)"  VJy  -  y«)'  +  (*  -  *«)' 


Nun  ist  aber        V  (z/  —  y«)*  +  (^  —  - «)  =  r^ 

der  senkrechte  Abstand  des  Punktes  x^  y^  x  von  der  Parallelen  zur 
X-Axe  durch  die  Stelle  a^o,  t/o,  ^o;  die  durch  81.  gegebene  Ver- 
rückuDg   ist  also  proportional  mit  r^  und  findet  normal  zu  dessen 
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Richtung  statt;  sie  ist  demgemäss  eine  Drehung  des  starren  Sjstenc: 
um  den  unendlich  kleineu  Winkel 

XI      X 

bezüglich  der  Geraden  //  =  //o,  «  =  »o  als  Drehungsaxe. 

Wir  wollen  nun  auf  der  Drehungsaxe  eine  Richtung  posit: 
die  entgegengesetzte  negativ  wählen  und,  wie  früher,  eine  Drehu.1 
als  positiv  bezeichnen,  wenn  sie  sich  für  einen  in  der  Drehungsa: 
mit  dem  Kopf  nach  der  positiven  Seite  liegenden  Beobachter  ai 
von  rechts  nach  links  stattfindend  darstellt.  Dieselbe  Drehung  stell 
sich  dann  dem  nach  der  negativen  Seite  der  Axe  liegenden  Be 
obachter  auch  negativ  gerichtet  dar. 

Nach  dieser  Festsetzung  ergiebt  ein  positiver  resp.  negative 
Werth  von  dX  eine  positive  resp.  negative  Drehung  um  die  Parallel 
zur  positiven  X-Axe  durch  x,,,  i/o,  x,„ 

Wie  durch  dk  eine  Drehung  um  eine  Parallele  zur  A'-Axe,  s 
ist  durch  rVju  und  dv  je  eine  Drehung  um  Parallele  zur  Y-  und  zu 
Z-Axe  durch  die  Stelle  x^,  //o,  ^o  gegeben,  für  die  alles  gilt,  was  i 
Bezug  auf  erstere  gesagt  ist. 

Sind  alle  drei  Werthe  S'i,  rü^y  dv  von  Null  verschieden,  s 
haben  wir 

f»  =  {z  —  X,)  (ifJL  —  {y  —  //o)  dv, 

<)y  =  (x  —  x^)  dv  —  (^  —  x^)  ÖX,  (f 

S  V  =  (2/  —  //o)  dX  —(x  —  x^  dfi 

als  Werthe  der  Verrückungscomponenten,  die  durch  successive  ode 
gleichzeitige  Hervorbringung  der  drei  soeben  betrachteten  Drehunge 
eintreten  würden;  ihre  Resultirende  ist: 

dfT  =  [/  d  .r  -^~dy^+  d  z' .  (8 

Die  Formeln  (8)  haben  die  Form  der  Gleichungen  (29)  an 
S.  17;  dx,  dy,  d%  sind  die  Componenten  des  polaren  Vectors  de 
x  —  x„y  y  —  //o,  .*  —  x^  diejenigen  des  Abstandes 

(>  =  V  (.c  -  .r.,)'  +  {y  —  y.)"  +  («  -  x,Y 

des  beliebigen  Punktes  x,  y,  z  von  dem  Anfangspunkt  a-o,  y^,  Zo  de 
Axensystemes  A,  B,  C\  Nach  S.  17  sind  dann  dX,  dfi,  Sv  di 
Componenten  eines  axialen  Vectors 

dT  =  \/d}J  +  f)>  4- ^r',  (8' 

und  zwischen  da,  dt  und  q  besteht  nach  (30)  die  Beziehung 

d(T  =  o  drsin  ((/,  a), 
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Fig.   18. 


iwobei  u  die  Richtung  des  Vectors  Sx  bezeichnet,  die  sich  aus  den 
Oomponenten  JA,  J^u,  8v  nach  der  Regel  des  Parallelepipedes  be- 
stimmt 

Nun    ist   aber  nach  der   Figur  18  (>  sin  ((>,  a)  =  r  der  normale 

Abstand  des  betrachteten  Punktes  von  der  durch  x^,  y^,  %^  gelegten 

Dichtung  Uf  somit  gilt  auch 

^'<7  :=  rSr    oder    Sr  =  dfTJr. 

Hieraus  folgt,  dass  dz  den  Winkel 
darstellt,  um  den  bezüglich  der 
kxe  ce  das  starre  System  in 
Folge  der  drei  unendlich  kleinen 
Drehungen  dX,  dfi,  Sv  um  die 
Coordinatenaxen  das  starre  System 
gedreht  ist. 

Wir  können  das  erhaltene 
Resultat  in  folgende  Sätze  zu- 
sammenfassen: 

Drei  gleichzeitige  unendlich  kleine  Drehungen  ^7,  dju,  öv 
"m  Parallele  zu  den  Coordinatenaxen  durch  einen  belie- 
bigen Punkt  sind  jederzeit  äquivalent  mit  einer  einzigen 
Drehung  Sx  um  eine  durch  denselben  Punkt  gehende  Axe  a. 

Trägt  man  auf  den  Coordinatenaxen  Repräsentanten 
<ler  Partialdrehungen  ÖXj  Sfi,  öv  auf  und  setzt  dieselben 
iiach  der  Regel  des  Parallelepipedons  zu  einer  Resul- 
tireuden  zusammen,  so  ist  diese  der  Repräsentant  der 
resultirenden  Drehung  dx,  ihre  Richtung  giebt  zugleich 
^ie  positive  Richtung  der  Drehungsaxe  a. 

Dieser  Satz  ist  sogleich  umkehrbar.  — 

Nach  dem  im  Vorstehenden  Entwickelten  erscheint  die  allge- 
Daeinste  unendlich  kleine  Verrückung  eines  starren  Systemes  in  den 
Gleichungen  (6)  nunmehr  zerlegt  in  drei  gemeinsame  Verschiebungen 
^er  Punkte  des  Systemes  parallel  den  festen  Coordinatenaxen  um 
^'-'^p.  Öx^,  dy^  Öz^  und  in  drei  Drehungen  ÖX,  Ö yi,  ()v  um  Paralleh* 
^  den  Coordinatenaxen  durch  die  völlig  willkürliche  Stelle  x^,  y„ 
^  oder  aber  in  eine  gemeinsame  Verschiebung  von  der  Grösse 


fuf     ■•  <J 


Ss„  =  yöx„'  +  »)'//„■■  +  öx,j 


(9) 


^D  der  Richtung  *,  gegeben  durch 


cos(Ä,rc)=  ^^'^ 


Ö8,' 


cos  (.V,  y)  =   ^^'  , 


cos  (s,  x)  = 


ÖS. 


(9') 


.1 
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und  eine  Drehung  von  dem  Betrag 

um   eine  Axe  durch  die  Stelle  x,„  ?/«,  z^,  deren  positive  Richtung         «r 
gegeben  ist  durch 

cos  {a,x)=  ^  ^  ,         cos  (a,  y)  =  -^^ ,         cos  {a,  z)  =  ^^  •        ("9^  ^1 

Wir  können  die  Gleichungen  (6)  aber  noch  anders  deuten. 

Setzen  wir  nämlich  in  ihnen  Xj  y,  x  gleich  Null,  so   erhalte 
wir  die  Verdickungen  [px\y  {py\t  (^'^)«>  welche  derjenige  (starr  mi 
dem  System   verbundene)  Punkt  erleidet,  der  sich  ursprünglich  i 
Anfang  des  Systemes  A',   Y,  7j  befand,   und  wir  können  daher  di 
Formeln  (6)  schreiben: 

^x  =  {dx\  +  xSfi  —  ySv , 

dy  =  {Sy\  +  xdv^zSX,  (10) 

rV  X'  =  ((fz\  +  ySX^xSfi. 

Die    allgemeinste    unendlich    kleine    Verrtickung    des    starren 
Systemes  erscheint  hiernach  zerlegt  in  eine  allen  Punkten  gemein- 
same Verschiebung,  gleich  der,  welche  der  Punkt  x  =  y  =  z  =  0  er- 
leidet, und  in  drei  Drehungen  um  die  festen  Coordinatenaxen  selbs 
—  oder  auch  in  eine  gemeinsame  Verschiebung  von  der  Grösse 


{Ssi  =  Y{öxv  +  (Syv  +  {^^v  (lo'::!  n 

in  der  Richtung  ,%,  gegeben  durch 

cos(«„.  .•)  =  ^^^;j^  ,        cos(«„.  ?/)  =  ^^1,^  ,        cos(s„  *)  =  -^j^  . 

und  eine  Drehung  von  der  Grösse 

ÖT  =  -^0  }^+  lifjL*  +  d  v'  (10") 

um  eine  Axe  a^  durch  den  festen  Ooordinatenanfang,  gegeben  durch 

COS(f^„  X)  =  -5  ^    ,  cos  («0,  y)  =     ^~  ,  cos  («0,  «)  =  -^-  ' 


Zugleich  ergiebt  die  Verglciclmng  der  Formeln  (10)  mit  (6) 
den  Satz: 

Eine  unendlich  kleine  Drehung  um  eine  Axe  a  durch 
die  Stelle  .r.,,  //.,,  ^„  lässt  sich  ersetzen  durch  eine  gleiche 
Drehung  um  eine  zu  a  parallele  Axe  durch  den  Ooordinaten- 
anfang und  eine  Verschiebung,  deren  Componenten  sind: 
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Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Satzes  kann  man  auch 
^^txe  Drehung  um  eine  zu  a  parallele  Axe  durch  einen  beliebigen 
F*utikt  einfuhren.  — 

Wenn  dem  starren  System  successive  verschiedene  unendlich 
kleine  Verrückungen  ertheilt  werden,  so  sind  nach  der  Anschauung 
die  dadurch  bewirkten  Coordinatenänderungen  für  jeden  Punkt  durch 
die  Summen  der  bei  jeder  einzelnen  Verrückung  auftretenden  ge- 
geben, die  Verrückungen  der  einzelnen  Punkte  setzen  sich  daher 
gemäss  dem  S.  16  Gesagten  nach  der  Regel  des  Polygones  zu- 
sammen. Bezeichnet  man  also  die  Coordinaten  eines  Punktes,  durch 
welchen  bei  der  Äten  dieser  Verrückungen  die  Drehungsaxe  geht, 
mit  x^j  y^,  Ä^,  so  stellen  sich  diese  Componentensummen  in  folgender 
Form  dar: 

tT  h  h  h  h 

h  h  h  h  h 

Si  =  (^Sz^  -  2?//.  ^K  +  ^^h^>h)  +  y^^K  -  ^S^>Ä- 
h  h  h  h  h 

Dies   giebt  nach  (10)    eine   Verschiebung   des  zuvor  an    der  Stelle 
^  =  y  =  X  =  0  gelegenen  Punktes  mit  den  Komponenten 

h  h  h 

h  h  h 

h  h  h 

und  eine  Drehung  um  eine  Axe  durch   den   Punkt  x  =  y  =  i  =  0 
mit  den  Componenten 

f)x  =  ;2#A„      öfi  =  Vr)>„      sv  =  %;^>,.       (11") 

h  h  h 

Nach  den  letzten  Formeln  setzen  sich  also,  wie  die  Verschie- 
bungen jedes  Punktes,  so  auch  die  Drehungen  des  starren  Systemes 
um  durch  einen  gemeinsamen  Punkt  (hier  den  Coordinatenanfang  O) 
gehende  Axen  nach  der  Regel  des  Polygones  zusammen.  — 

Legt  man  die  Z-Axe  in  die  Drehungsaxe,  so  ist  Sk  =  iju  =  0  und 

Sx  =  (()>)..  —  y(^v, 

öy  =  {f)y\  +  xdv,  (12) 
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Führt  man  dann  noch   ein   zu  diesem  paralleles  CoordiuatensysU 
X\   Y\  7j'  ein,  so  dass 


ist,  SO  resultirt: 

d.  h.,   die  Verrückung  reducirt  sich  auf  eine  Drehung  um  eine  be^ 
stimmte  Axe  und  auf  eine  Verschiebung  parallel  dieser  Axe.    Eine 
solche  Bewegung  nennt  man  eine  Schraubenbewegung.     Daher 
ergiebt  sich  der  Satz: 

Beliebige  unendlich  kleine  Verschiebungen  und  Dreh- 
ungen eines  starren  Systemes  lassen  sich  jederzeit  zu- 
sammensetzen zu  einer  Schraubenbewegung  um  eine  be- 
stimmte Axe. 

Die  sie  definirenden  Grössen  folgen  aus  den  vorstehenden 
Formeln  (11)  bis  (12).  — 

Gemäss  dem  S.  12  u.  13  allgemein  über  die  Transformation  von 
Vectorttomponcnten  auf  ein  neues  Coordinatensystem  Gesagten  sind 
die  Drehungen  ()a,  Ö  ß,  dy  um  die  im  starren  System  festen  Axen 
A,  B,  0  bei  Rücksicht  auf  die  Formeln  (1')  dieses  Theiles  durch 
folgende  Gleichungen  gegeben: 

<)a  =  C4,  dX  +  ß,  fV/i  +  /i  ^^ ''» 

Öß  =  6f,  öl  +  ß,  ()fi  +  rt  f>r,  (13) 

dy  =  u.dX  -h  ß.öfjL  +  y,Sv, 

Formeln,  die  sich  umkehren  lassen  in: 

()l  =  6f, öa  +  «a  f) ß  -f  «, dy, 

f)fi  =  ß.Üa  +  ß,dß  +  ß,öy,  (13') 

()  V  =  y,  (iu  +  y.  (iß  +  /'s  (^y- 

Durch  die  Öu,^,  öß^^y  Öy,^  drücken  sich  die  da,  dß,  dy  ohne 
alle  Rechnung  aus,  wenn  man  bedenkt,  dass  sie  zu  den  Formeln 
(1')  in  derselben  Beziehung  stehen  müssen,  wie  —  dA,  —  d  fi,  —  äv 
zu  den  Formeln  (1).  Denn  eine  positive  Drehung  des  Coordinaten- 
systenies  gegen  den  Körper  kaim  durch  eine  negative  des  Körpers 
gegen  das  Coordinatensystem  ersetzt  werden.  Demgemäss  muss 
gelten : 

()  (c  =  a^  ()  u„  +  ß^  ()ß,  -{-  y,d  y,  =  —  («,  ö  a^  +  /?,  Ö  ß^  +  y^  <)>,), 

Öß  =  r^  Ö(c,  -f  ß^  Öß.  +  /'.  ö.y,  =  -  {(i,  öa,  +  ß^  <V,  +  y,  f> /'.),     (H) 
Öy  :=  a.^  Öd,  -h  ß,  Öß,  +  /'.  Öy,-=  —  {a,  Ö u,  +  ß,  Ö ß,  +  y,  d ;%). 
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Man  verificirt  dies  leicht,  indem  man  die  Werthe  der  Sa^, 
'^ßh*  ^7h  ^^  (^)  öntnimmt  und  einsetzt;  dann  ergiebt  sich  unter 
Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (2")  sogleich  das  System  (13).  Ferner 
gilt  aus  demselben  Grunde: 

^a.  ^  a^dy  —  a, Sß,  Sa^  ==  a^da  —  a,  Sy,  Sa^  =  cc^Sß  --  a, Sa, 
H.^ßjy  -  ß^dß,  Sß,  =  ß,Sa  -  ß,Sy,  Sß,  =  /?.<?/?-  ß.Sa,    (14') 
^'A  ^r-Jy  -  VzSß,  Sy,  =  y, Sa  -  y^Sy,  öy,  ^y^Sß  -  y,  Sa. 

§  17.    Theorie  der  Drehungsmomente;  Ersetzung  beliebiger  auf  ein 
'tarres  System  wirkender  Kräfte  durch  eine  Besultirende  und  ein 

Drehungsmoment 

Ist,  wie  wir  im  vorigen  Abschnitt  erörtert  haben,  die  Lage 
eines  starren  Systemes,  z.  B.  eines  starren  Körpers,  durch  sechs 
Parameter  bestimmt,  so  werden  zur  Bestimmung  seiner  Bewegung 
aach  nur  sechs  Differentialgleichungen  mit  den  zugehörigen  Neben* 
bedingungen  erforderlich  sein.  Wir  haben  nun  in  §  15  des  ersten 
Theiles  f&r  die  Massenpunkte  eines  unter  äusseren  und  inneren 
Kräften  stehenden  Systemes  die  Bewegungsgleichungen  aufgestellt; 
dieselben  enthalten  ausser  den  äusseren  Kräften  noch  die  zwischen 
den  einzelnen  Punkten  stattfindenden  Wechselwirkungen,  welche,  im 
Falle  das  System  starr  ist,  als  Unbekannte  anzusehen  sind,  in- 
direct  bestimmt  durch  die  Festsetzung,  dass  jeder  Punkt  vom 
anderen  eine  constante  Entfernung  beibehalten  soll.  Die  Reactions- 
kräfte,  welche  durch  starre  Verbindungen  zwischen  den  einzelnen 
Punkten  eingeführt  werden,  genügen  nach  S.  176  den  Bedingungen 
(99^.  Um  die  Gesetze  der  Bewegung  zu  finden,  sind  hiemach 
sechs  von  einander  unabhängige  Combinationen  sämmtlicher  Be- 
wegungsgleichungen zu  bilden,  die  von  jenen  Wechselwirkungen 
frei  sind. 

Dergleichen  Combinationen  haben  wir  aber  an  der  citirten  Stelle 
bereits  gebildet,  nämlich  die  Gleichungen  für  die  Bewegungsgrössen 
und  für  die  Flächenmomente.  Auch  die  Gleichung  der  Energie  ist 
für  ein  starres  System,  in  welchem  das  innere  Potential  4>  sich  nicht 
andern  kann,  da  die  Entfernungen  r^  constant  sind,  von  den  inneren 
Kräften  frei,  reducirt  sich  also  auf  die  Gleichung  der  lebendigen 
Kraft;  da  aber  nur  sechs  Unbekannte  yorhanden  sind,  so  kann  sie 
für  ein  starres  System  nicht  von  den  genannten  sechs  Gleichungen 
unabhängig  sein«     Dies  wird  späterhin  erwiesen  werden. 

Wir  unterwerfen  daher  der  Betrachtung  die  erstgenannten  sechs 
Gleichungen;  bezeichnet  m^  die  Masse  eines  Punktes  des  Systemes, 

W.  Voigt,  Mechanik.    Zweite  Aufl.  13 
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sind  a:^,  t/^,  ^^  seine  Coordinaten  und  A'^,    Yj^,  Zj^   die  in  ihm 
greifenden    äusseren   Eraftcomponenten,    so    lauten    sie    nach    d 
Formeln  (100)  und  (102): 


i* 


m 


^1» 


^h 


fit'   -2L^k'  [1^) 

Wir  richten  die  Aufmerksamkeit  besonders  auf  die  Art  und  Weise, 
wie  in  ihnen  die  äusseren  Kräfte  A';^,  F^,  Z^  auftreten. 

Zwei  Arten  von  Combinationen  kommen  allein  vor,  die  Com- 
ponentensummen  parallel  den  Coordinatenaxen: 

2^Y,  =  A'.        2y»=5',        'EZ,  =  Z,  (150 

und  die  schon  früher  so  genannten  Drehungsmomente  um  die 
Coordinatenaxen: 

2(yA^A-**i;)  =  A  :£(^hX,-x,Z^  =  M.  ^ix,Y,-y,X^^K  (16'1 

Die  ersteren  bestimmen  nach  S.  172  vollständig  die  Bewegimg 
des  Schwerpunktes.  Da  aber  jede  Bewegung  eines  starren  Systemes 
sich  für  jedes  Zeitelement  dt  zerlegen  lässt  in  eine  Verschiebung 
und  eine  Drehung  —  wobei  man  die  Verschiebung  nach  der  Orts- 
yeränderung  eines  beliebigen  im  starren  Systeme  festen  Punktes, 
z.  B.  des  Schwerpunktes,  abschätzen  und  die  Drehungsaxe  durch  ihn 
hindurchlegen  kann  —  so  müssen  die  Drehungsmomente  diese 
Drehungen  bestimmen,  jene  müssen  also  ein  Maass  der 
drehenden  Wirkung  der  ausgeübten  Kräfte  geben.  Hier- 
durch erklärt  sich  der  für  die  Functionen  L,  M,  N  eingeftOirte  Name 
der  Drehungsmomente. 

Ueber  die  Art  und  Weise,  wie  auf  einen  Punkt  wirkende  Kräfte 
sich  zu  Resultirenden  zusammensetzen,  sich  nach  beUebigen  Bich- 
tungen  zerlegen  und  sich  auf  neue  Coordinatenrichtungen  beziehen 
lassen,  ist  schon  in  §  5  des  ersten  Theiles  ausführlich  gesprochen; 
wir  wollen  nunmehr  ähnliche  Untersuchungen  für  die  Drehungs- 
momente der  auf  ein  starres  System  wirkenden  Kräfte  anstellen. 
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L  Wirke  zunächst  auf  das  starre  System  nur   eine  Bjraft  K 
^it  dem  AngrifiFspunkt  a;,  t/,  «,  so  sind 

yZ^xY^L,         xX'-xZ^  M,         xY^yX^N         (16) 

hire  Drehungsmomente  um  die  Coordinatenaxen  Xj  F,  Z  und  nach 
5.  15  u.  174  zugleich  die  Componenten  eines  axialen  Vectors  D,  der 
omit  nach  Grösse  und  Richtung  bestimmt  ist  durch  die  allgemein 
ör  Vectoren  gültigen  Formeln 


Z)  =  yL'  + J/'  +  iV', 


(16') 


cos  ( A  x)^LjD,      cos  (A  y)  =  Mj Z),      cos  (L,  x)  =  Nj D.     (16") 

0  heisst  nach  S.  174  das  Hauptdrehungsmoment  der  Kraft  K 
im  den  Coordinatenanfang;  seine  Richtung,  d.  h.  die  Axe,  um 
velche  D  in  positivem  Sinne  drehend  wirkt,  wird  als  die  Haupt- 
Irehuugsaxe  von  A"  durch  den  Coordinatenanfang  be- 
zeichnet. 

Die  Richtung  von  D  steht  normal  auf  der  Ebene  durch  die 
Bjraft  K  und  den  Coordinatenanfangspunkt,  und  seine  Grösse  wird 
gemessen  durch  das  aus  dem  Vector  2 

••  =  yx*  +  y^  +  %^  und  A'  construirte 
Parallelogramm;  es  gilt  somit 


Z)  =  rAsin(r,  K). 


(17) 


Nach  der  unmittelbaren  An- 
schauung (s.  Fig.  19)  ist  nun  aber 
r8in(r,  jfiT)  =  n  der  normale  Abstand 
der  Kraft  A"  vom  Coordinatenanfang; 
es  gilt  somit  auch 


^r 


Fig.  19. 


und  man  kann  bei  Berücksichtigung 

der  vollständigen  Willkürlichkeit  des  Coordinatenanfanges  den  Satz 

aussprechen: 

Das  Hauptdrehungsmoment  einer  Kraft  um  einen  be- 
liebigen Punkt  0  ist  gleich  dem  Producte  aus  der  Kraft 
selbst  in  ihren  normalen  Abstand  von  dem  Punkt  o;  ihre 
Hauptdrehungsaxe  steht  normal  zu  der  Ebene,  welche  die 
Kraft  und  den  Punkt  o  enthält 

Da  die  Drehungsmomente  L,  3f,  N  um  die  Coordinatenaxen 
nach  S.  15  (Fig.  3)  durch  die  Projectionen  des  aus  r  und  A'  ge- 

18* 
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bildeten  Parallelogrammes  auf  die  zu  jenen  normalen  Coordinaten- 
ebenen  gemessen  werden,  so  ergiebt  die  Anwendung  der  obigen 
Ueberlegung  auf  sie  sogleich  die  Formeln 

L^n^K^,         M^n^K^,         N^n^K^,  (17") 

in  denen  K^,  A^,  K^  die  Projectionen  von  A'  auf  die  YZ-,  ZX-, 
XY-Ebene  und  n  ,  n  ,  n  ihre  normalen  Entfernungen  von  der  X-, 
y-,  Z-Axe  bezeichnen;  n  ,  n  ,  n  nennt  man  die  Hebelarme  der 
Componenten  A'^,  A",  K^  oder  auch  der  resultirenden  Kraft  K  in 
Bezug  auf  die  Coordinatenaxen. 

Um  dabei  die  Vorzeichen  von  L,  M,  N  in  Uebereinstimmung  mit 
denen  in  den  Formeln  (16)  zu  erhalten,  kann  man  die  Componenten 
K^,  K  j  K^  passend  als  absolute  Grössen  rechnen,  aber  den  Hebel- 
armen n^,  n  ,  n^  das  positive  oder  das  negative  Vorzeichen  geben, 
je  nachdem  K  um  die  betreffende  Axe  in  positivem  oder  negativem 
Sinne  dreht. 

Berücksichtigen  wir  noch  die  Willkürlichkeit  der  Coordinaten- 
axen, so  können  wir  aus  dem  Vorstehenden  den  Satz  schliessen: 

Das  Drehungsmoment  einer  Kraft  um  eine  Axe  ist 
gleich  dem  Product  aus  der  Componente  der  Kraft  nach 
der  zur  Axe  normalen  Ebene  in  deren  mit  dem  geeigneten 
Vorzeichen  versehenen  normalen  Abstand  von  der  Axe. 

Da  in  den  Formeln  (15)  von  jeder  Kraft  Äj^  ausser  den  Com- 
ponenten -X^,  r^,  Z^  nur  noch  ihre  Drehungsmomente  I/^,  M^^j  N^ 
auftreten,  so  bleibt  die  Wirkung  jedes  Ä)^  auf  das  starre  System  bei 
Veränderungen,  welche  diese  sechs  Functionen  unberührt  lassen, 
ungeändert. 

Nach  dem  soeben  Gesagten  ist  nun  klar,  dass,  wie  -X^,  Y^,  Z^, 
so  auch  L^y  Mj^,  JVJ^  ungeändert  bleiben,  wenn  man  bei  erhaltener 
Grösse  und  Richtung  von  A"^  dessen  Angriffspunkt  auf  der  Richtung 
von  Kf^  beliebig  verschiebt.     Hieraus  folgt  der  Satz: 

Die  Wirkung  einer  Kraft  auf  ein  starres  System  ändert 
sich  nicht,  wenn  man  dieselbe  längs  ihrer  Richtung  beliebig 
verschiebt,  so  lange  nur  ihr  Angriffspunkt  sich  in  starrer 
Verbindung  mit  dem  System  befindet  Der  neu  gewählte 
Angriffspunkt  braucht  dabei  nicht  einmal  ein  Punkt  des  ursprüng- 
lichen Massensystemes  zu  sein,  sondern  kann  durch  eine  ausserhalb 
liegende,  mit  dem  System  durch  eine  massenlose  starre  Linie  ver- 
bundene Stelle  des  Raumes  gebildet  werden. 

Hiernach  hat  für  jeden  einzelnen  Moment  der  Bewegung  der 
vorgeschriebene  Angriffspunkt  der  Kraft  nur  insofern  Bedeutung, 
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als  er  die  Gerade  festlegt,  in  welcher  die  Kraft  liegt.  Für  jeden 
anderen  Zeitpunkt  kann  die  Kraft  anders  gegen  das  starre  System 
liegen,  wird  also  eine  andere  Gerade  charakteristisch  sein.  Im 
Falle  der  Bewegung  ist  es  daher  im  Allgemeinen  nicht  möglich, 
den  vorgeschriebenen  Angriffspunkt  einer  Kraft  dauernd  durch  ein 
und  denselben  anderen  zu  ersetzen.  — 

Gemäss  dem  S.  12  allgemein  über  die  Transformation  von 
Vectorcomponenten  auf  ein  neues  Coordinatensystem  Gesagten  gelten 
zwischen  den  Drehungsmomenten  L,  M,  N  um  die  Axen  X,  Y,  Z 
und  den  Momenten  F,  O,  H  um  die  Axen  A,  B,  C  die  Beziehungen 

F=^  a,L  +  ß,M+  y,N,  L  =^  a,F  +  cc^O  +  cc,H, 

G  =  a,L  +  ß,M+r,N,     (18)         M  =  ß,F  +  ß,0  +  ß.H,      (18') 

£r=  a,L  +  ß,M+  y,N,  N^  y,F+  y,  O  +  y,H', 

hierbei  haben  die  a^,  /?^,  y^  die  durch  die  Transformationsformeln 
(1)  und  (1')  festgelegte  Bedeutimg. 

Da  Lj  M,  N  resp.  F,  O,  H  die  Componenten  des  Hauptdrehungs- 
momentes D  YonüT  in  Bezug  auf  den  bestimmten,  zum  Coordi- 
natenanfang  gewählten  Punkt  O  bezeichnen,  so  müssen  beide 
Axenkreuze  ihren  Anfangspunkt  in  0  haben.  Eine  Verlegung  des 
Anfangspunktes  ändert  sämmtliche  Werthe. 

Das  Drehungsmoment  L^  von  K  um  eine  zur  X-Richtung  parallele 
Axe  durch  den  Punkt  o  mit  den  Coordinaten  o:«,  y^,  ^^  gegen  den 
festen  Anfangspunkt  0  ist  z.  B.  nach  seiner  Definition  gegeben  durch 

i^o  =  (2^  -  yo)  ^  -  (^  -  ^o)  1^  =  i^  -  (yo  ^  -  -0 10;  (19) 

ähnliche  Ausdrücke  gelten  für  die  Momente  M^  und  N^  um  Axen, 
die  durch  denselben  Punkt  parallel  zur  F-  und  zur  Z- Richtung 
gezogen  sind.  L,  Jf,  N  und  A,  if^,  iV«  haben  sonach  im  All- 
gemeinen verschiedene  Grössen.  Damit  sie  einander  gleich  seien, 
ist  erforderlich,  dass  X:  Y:  Z  =  x^iy^i^o,  d.  h.,  dass  die  Verbindungs- 
linie ^~ö  der  Kraft  A'  parallel  sei. 

IL  Wirken  auf  das  starre  System  beliebig  viele  Kräfte  A'^ 
mit  beliebigen  Angriffspunkten,  so  treten  in  den  Bewegungsgleichungen 
ausschliesslich  die  Combinationen  ^Xf^==X,...  und  2 (y/. ^ä  ""  ^h  ^h) 
=  2  Ak  ==  -^»  •  •  •  ^^^'  Maassgebend  ist  somit  für  die  Bewegung  des 
starren  Systemes  während  d  t  nur  allein  eine  resultirende  Kraft  TT,  die 
sich  aus  den  Einzelkräften  A'^,  und  ein  resultirendes  Drehungsmoment 
um  den  Coordinatenanfang.  das  sich  aus  den  Hauptdrehungs- 
momenten Dj^  der  Einzelkräfte  um  denselben  Punkt  nach  der  Regel 
des   Polygones   ableitet     Die  Gesammtcomponenten  A^,   Y,  Z,   und 
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somit  Richtung  und  Grösse  ihrer  Resultirenden  K  ist  von  der  Lage 
des  Coordinatenanfangspunktes  unabhängig;  wir  wollen  zunächst 
untersuchen,  unter  welchen  Umständen  das  Gleiche  von  den  Ge- 
sammtcomponenten  L,  Jf,  N,  resp.  von  deren  Resultirenden  D  gilt 

Hierzu  führen  wir,  wie  auf  S.  197,  einen  Anfangspunkt  o  mit 
den  Goordinaten  x«,  y^j  ^o  gegön  den  festen  Anfang  O  ein  und 
bilden 

A  =  2(CV,  -  y.)Z^  -  (x^  -  X,)  T,)=L-  (yoZ-  ^0  Y),       (20) 

sowie  ähnliche  Ausdrücke  fiir  M^  und  No.  Man  erkennt,  dass  Lo  =  L, 
M^  =  M,  No  =  N  ist,  und  somit  für  alle  Punkte  das  Hauptdrehungs- 
moment gleiche  Grösse,  die  Hauptdrehungsaxe  die  gleiche  Richtung 

hat,  erstens  wenn 

X:  Y:Z  =  x,:y,:Xo,  (20') 

d.  h.  die  Resultirende  K  der  Geraden  ö~Ö  parallel  ist,  zweitens 
aber  auch,  wenn  X,  Y,  Z  verschwinden,  die  resultirende  Kraft  K 
also  gleich  Null  ist 

Der  erste  Fall  bietet  geringeres  Interesse,  der  zweite  hat  aber 
erhebliche  Bedeutung.  Wir  formuliren  das  für  ihn  erhaltene  Re- 
sultat in  dem  Satz: 

Eraftsysteme,  welche  verschwindende  Gesammtcom- 
ponenten  ^Xj^,  2  ^ä>  2-^*  ^^^  somit  eine  verschwindende 
Resultante  K  liefern,  geben  für  alle  Punkte  gleiche  Haupt- 
drehungsmomente und  parallele  Hauptdrehungsaxen.  Dem- 
gemäss  haben  auch  ihre  Drehungsmomente  um  parallele 
Drehungsaxen  stets  gleiche  Grösse. 

Der  einfachste  Fall,  für  den  dieser  Satz  Gültigkeit  gewinnt,  ist 
der  zweier  gleicher  Ki^fte  K^  —  üT,  von  entgegengesetzt  gleichen, 
aber  nicht  zusammenfallenden  Richtungen,  die  ein  sogenanntes 
Kräftepaar  bilden. 

Legt  man  den  (beliebigen)  Punkt,  in  Bezug  auf  welchen  das 
Hauptdrehungsmoment  bestimmt  werden  soll,  in  den  Angriffspunkt 
von  K^  oder  K^,  so  gelangt  man  sogleich  zu  dem  weiteren  Satz: 

Die  Hauptdrehungsaxe  eines  Kräftepaares  steht  normal 
zu  dessen  Ebene,  sein  Hauptdrehungsmoment  ist  gleich 
dem  Product  aus  der  Grösse  der  einen  Kraft  in  ihren  senk- 
rechten Abstand  von  der  anderen.  Nach  dem  Gesagten  kann 
man  K,  und  K^  innerhalb  des  starren  Systemes  ganz  beliebig  ver- 
legen und  in  ihrer  Grösse  verändern,  so  lange  man  nur  ihre  Ebene 
sich  selbst  parallel  lässt  und  das  Product  aus  ihrer  Grösse  in  ihren 
Abstand  constant  erhält 
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ni.  Die  durch  die  Gesammtcomponenten  X  =  ^Xj^,  ^  =  2  ^w 
Z  =  ^Zf^  bestimmte  Besnltante  K  vermag  in  Bezug  auf  die  Schwer- 
punktsbewegung  des  starren  Systemes^  die  durch  die  ersten  drei 
Gleichungen  (15)  bestimmt  wird,  das  gegebene  System  der  Ä";^  voll- 
ständig zu  ersetzen.  Wir  wollen  untersuchen,  unter  welchen  Um- 
ständen sie  Gleiches  in  Bezug  auf  die  drehenden  Bewegungen  zu 
leisten  vermag,  deren  Gesetze  in  den  letzten  drei  Gleichungen  (15) 
enthalten  sind. 

Die  Bedingung  hierfür  ist,  dass  die  Gleichungen 

if  =  ^  A'  -  X  Z  =  2  {\  X,  -  X,  Z,),  (21) 

durch  ein  System  von  Coordinaten  x,  y,  z  zu  erfüllen  sind,  wenn 
für  X,  Y,  Z  die  Werthe  gesetzt  werden: 

^=2A'„     Y^-^Y,,     Z  =  ^Z,.  (210 

Die  Coordinaten  x,  y,  x,  resp.  x^^j  y^,  ^^,  bestimmen  hierin 
wieder  den  Angrififspunkt  von  A",  resp.  Ä";^,  genauer,  einen  Punkt, 
durch  welchen  die  Richtung  der  bezüglichen  Kraft  hindurchgeht 

Man  erkennt,  dass,  obgleich  die  Werthe  von  x,  y,  z  willkürlich 
sind,  diese  Gleichungen  nicht  durch  jedes  beliebige  System  von 
Kräften  X,  Y,  Z  befriedigt  werden;  denn  multiplicirt  man  sie 
resp.  mit  Xj  Y,  Z  und  addirt,  so  erhält  man 

XL+  YM  +  Z.V=0,  (21") 

und  hierdurch  eine  Bedingung  zwischen  den  gegebenen  Grössen 
-Y,  y,  Z,  L,  M,  N,  welche  erfüllt  sein  muss,  damit  die  eine 
Kraft  A"  die  gegebenen  A"^  vollständig  ersetze. 

Die  X,  Y,  Z  und  die  L,  J/,  iV  sind  Vectorcomponenten  nach 
denselben  Coordinatenazen;  die  L,  M^  N  hängen  dabei  ausser  von 
deren  Bichtung  auch  noch  von  deren  Lage,  resp.  von  dem  Ort  des 
Coordinatenanfanges  ab.  Man  erkennt  aber  bei  Heranziehung  der 
Formeln  (20)  leicht,  dass,  wenn  die  letzte  Gleichung  für  eine  Lage 
des  Nullpunktes  erfüllt  ist.  Gleiches  für  alle  gilt 

Dividirt  man  Formel  (21')  durch  KD,  so  kann  man  ihre  Aus- 
sage in  den  Satz  fassen: 

Eine  beliebige  Anzahl  auf  ein  starres  System  wirkender 
Kräfte  Kj^  ist  nur  dann  durch  eine  einzige  (resultirende) 
Kraft  K  zu  ersetzen,  wenn  deren  nach  dem  Gesetz  des 
Polygones   aus  den  AT^  bestimmte  Richtung   normal  ist  zu 
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der  Hauptdrehungsaxe  des  Systemes  der  Ä)^  durch  einen 
beliebigen  Punkt. 

Ist  die  Bedingung  (21'')  erfüllt^  so  ist  die  Lage  der  Ee- 
sultirenden  K  bestimmt  durch  die  Schnittgerade  der  beiden  Ebenen 

xL  +  yM+zN^  0, 
x{YIi^  ZM)  +  y{Z L  ^  X N)  +  x{X M -  YL)  =  D',       ^^^^ 

deren  Gleichungen  aus  dem  System  (21)  durch  die  Factoren  x,  y,  r 
und  L,  M,  iV  folgen;  die  erste  von  ihnen  enthält  den  Coordinaten- 
anfang.  Legt  man  durch  den  Goordinatenanfang  noch  eine  Ebene, 
normal  zu  K,  deren  Gleichung  ist 

xX  +  yY+zZ=0,  (22') 

so  kann  man  die  Coordinaten  x,  y,  x'  des  Schnittpunktes  der 
Besultirenden  K  mit  derselben  leicht  erhalten.  Dividirt  man  näm- 
lich die  zweite  Gleichung  (22)  durch  DK  und  setzt 

{YN  -  ZM)IKD  =  a;,         (ZL  -  XN)lKD  =  or,', 

(Zlf-  YL)IKD=  a:, 

dividirt  man  femer  die  Gleichung  (22')  durch  K  und  setzt 

XjK^ß;,      YjKß:,      ziK^ß:, 

dividirt  man  endlich  die  erste  Gleichung  (22)  durch  D  und  setzt 

LID  =  r: ,      MiD  =  r: ,      NID  =  r:, 

so  nehmen  die  Gleichungen  folgende  Form  an: 

xß:  +  yß:  +  xß:^Q^  (22") 

xYx  +  yyi  +  v/,'  =  0. 

Die  of;^',  /S^',  y^  sind  dabei  Richtungscosinus,  und  zwar  be- 
stimmen die  ß^  die  Richtung  von  A",  die  y^  die  Richtung  von  Z), 
die  nach  (21")  zu  einander  normal  sind.  Die  a^  bestimmen  die 
Richtung  des  Lothes  auf  D  und  Ä",  denn  es  gilt 

«;  =  ß;  yi  -  ß:  y:,  «;  =  ß:  y:  -  ß:  y:,  <  =  ß:  y;  -  ß:  //, 

was  nach  der  ersten  Reihe  des  Systemes  (2")  die  ausgesprochene 
Bedeutung  hat  Das  Formelsystem  (22")  ist  also  mit  (1)  conform, 
und  seine  mit  (1')  conforme  ümkehrung  liefert  direct 

x  =  a/  D/A',     y  =  «,'  D/A',     ;;;  =  a/  D\K  (23) 
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oder  bei  Einfiihrang  der  Werthe  der  a^  auch: 

.^   (YN-ZM)  .  __   {ZL  -XN)        ^,  _  iXM-  YL)        ™.v 

ji        f    y  —         Y}        j    ^ ^t  \^^ ) 

Wählt  man  die  X-Coordinatenaxe  parallel  der  Richtung  von  ÜT, 
80  wird  2-^A  =  ^'  2  ^A  =  2  ^Ä  =  0,  und  die  Bedingung  (21")  zu 

^  =  2(2/.^.-^-.^.)  =  o;  (24) 

4e    Coordinaten   des   Schnittpunktes    von    K  mit    der    FZ- Ebene 
sind  hier: 

Die  Bedingung  (21")  ist  identisch  erfüllt,  wenn  entweder  die 
Geaammtcomponenten  X,  Y,  Z  oder  aber  die  Gesammtmomente 
^f  M,  N  verschwinden.  Der  erstere  Fall  bietet  kein  Interesse, 
weil  er  nach  (21)  L  =  0,  if  =  0,  iV==  0  zur  Folge  hat,  also  jede 
Einwirkung  auf  das  starre  System  ausschliessi  In  dem  letzteren 
geben  die  Formeln  (230  a:'  =  0,  t/  =  0,  ^'  =  0;  der  Schnittpunkt 
der  Resultirenden  K  mit  der  Ebene  (22^  fällt  hier  also  in  den 
Coordinatenanfang. 

Ein  verwandter  specieller  Fall,  in  welchem  die  Bedingung  (21") 
erfüllt  ist,  ist  der,  daos  sich  die  Richtungen  sämmtlicher  Kräfte  Ä^ 
^  einem  Punkte  schneiden;  dann  kann  man  nach  dem  Satz  auf 
S.  196  alle  Kräfte  nach  dem  Schnittpunkte  hin  verlegen  und  sie 
dort  nach  der  Regel  des  Parallelogrammes  zusammensetzen.  Dass 
^  diesem  Falle  unseren  Bedingungen  wirklich  genügt  wird^  ersieht 
11^  am  einfachsten  aus  den  Ausgangsgleichungen  (21).  Bezeichnet 
J^aan  nämlich  die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  aller  Kräfte  mit 
^>  Vj  z,  so  sind  deren  Eigenschaften  ausgesprochen  in  der  Be- 
ziehung: 

K  -  ^)- (2//.  -  y)'{\  -  -)  =  \ :  Yh '  ^Ä, 

welche  für  alle  h  gilt   Durch  sie  sind  aber  die  genannten  Gleichungen 
identisch  erfüllt 

Noch  specieller  ist  der  Fall,  dass  alle  Kräfte  unter  einander 
P&rallel  sind.    Legt  man  die  X-Axe  ihnen  parallel,  so  erhält  man: 

^  =  2^».     y'-^'i"-'      -=^if-      (24") 

IV.  Ist  die  Bedingung  (21")  nicht  erfüllt,  so  genügt  also  auch 
J^cht  eine  einzige  Kraft,  um  das  System  der  Ä^  in  jeder  Hinsicht 
2U  ersetzen,  sondern  es  ist  ihr  ein  weiteres  Element  hinzuzufügen, 
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z.  B.  eine  zweite  Kraft  K  oder  ein  Drehungsmoment  D\  Da  aber 
nur  eine  Bedingung  unerfüllt  blieb,  so  können  jene  Grössen  noch 
bis  auf  ein  Bestimmungsstück  willkürlich  gewählt  werden. 

Wir  wollen  versuchen,  die  gegebenen  Kräfte  K^  durch 
eine  Resultirende  K  und  durch  ein  Kräftepaar  von  einem 
Moment  Lf  und  einer  Axe  parallel  zu  K  zu  ersetzen. 

Ist  die  Axe  von  Lf  parallel  zu  üT,  so  sind  seine  Componenten: 

und  es  lauten  die  statt  (21)  jetzt  zu  erfüllenden  Bedingungen: 

X 


L ^yZ -zY+  D 


K' 


M^xX^xZ+  D'  ^,  (25') 

N^xY^yX  +  D-^. 

Fasst  man  dieselben  mit  den  Factoren  X,  Y,  7j  zusammen,  so 
erhält  man  für  Ü  den  Werth 

jy^h^^^Y^N'^.  (26) 

dabei  ist  wegen  der  Werthe  (25)  von  L',  ^r,  K  auch 

D= g — .  (Jb^ 

Gleichung  (26)  lässt  sich  also  auch  schreiben: 

Q  ^  X{h  -  LQ  +  Y{U  -  3fO  4-  Z(iV  -  A^O  .gg,^ 

und  drückt  in  dieser  Form  den  Satz  aus,  dass  L  —  L',  Jf— if, 
N  —  N'  die  Componenten  eines  Drehungsmomentes  sind,  dessen 
Axe  normal  zu  K  steht 

Für   die  Lage   der  Resultirenden    erhält  man   zwei   Formeln 
aus  (25')  durch  die  Factoren  x,  y,  z  und  L,  M,  N,  nämlich: 

x{L  -  V)  +  y{M^  Af)  +  z{N-  IT)  =  0, 
X  ( YN  -  ZM)  +  y{ZL^  XN)  +  x-  (XM  -  YL)  =  D*  -  D'\    ^  ^ 

Die  Resultirende  fällt  in  die  Schnittlinie  der  beiden  hierdurch  < 
definirten  Ebenen. 

Fügt   man   hinzu   die   Gleichung   der   zu   K  normalen    Ebene 
durch  den  Coordinatenanfang 

xX  +  yY+zZ==0,  (27') 
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so  kann  man  genau  wie  oben  die  Coordinaten  x^  y\  x   des  Schnitt- 
punktes von  K  mit  der  letzteren  Ebene  bestimmen.     Man  erhält: 

i^{JN-ZM)^^^^,  ^  =  {ZL-  XN)  ^^~P  , 

^' =  {X M -  Y L)^-^^^ . 

Nach  dem  S.  198  Gesagten  hat  ein  Ejräftepaar  um  alle  Punkte 
das  gleiche  Hauptdrehungsmoment,  man  kann  somit  seine  Haupt- 
drehungsaxe  parallel  mit  sich  ganz  beliebig  innerhalb  des  Körpers 
verlegen.  Die  betreffende  Axe  von  Jff  ist  mit  K  parallel,  wir  können 
sie  somit  auch  mit  K  zusammenfallen  lassen  und  erhalten  hierdurch 
schliesslich  den  (einem  S.  192  abgeleiteten  parallel  gehenden)  Satz: 

Ein  jedes  auf  ein  starres  System  wirkendes  Kraft- 
system lässt  sich  ersetzen  durch  eine  Sesultirende  und 
ein  um  ihre  Bichtung  als  Axe  wirkendes  Kräftepaar  von 
dem  Moment  1/  =  {LX  +  MY  +  NZ)IK 
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Continuirliche  Körper;  Dichte  und  speoifisohes  (Gewicht 

Auf  S.  201  ist  gezeigt  worden,  dass  parallel  der  X-Axe  auf  ein 
starres  System,  z.  B.  einen  starren  Körper,  wirkende  Kräfte  Ä"^  sich 
ztt  einer  Resultirenden  K  zusammensetzen,  deren  Grösse  nach  (24") 
gegeben  ist  durch 

ttnd  deren  Bichtung  hindurchgeht  durch  den  Punkt  der  YZ-Ebene: 

Hier  ist  zunächst  nur  die  Gerade  bestimmt,  in  welcher  die 
Resultante  liegt;  haben  aber  die  auf  die  einzelnen  Punkte  des 
Starren  Systemes  wirkenden  Kräfte  die  Eigenschaft,  bei  einer 
ft^hung  desselben  gegen  die  Kraftrichtung  ihre  Grösse  unverändert 
beizubehalten,  so  lässt  sich  ein  Punkt  angeben,  durch  welchen  bei 
jeder  Lage  des  Systemes  die  Besultirende  hindurchgeht,  den  man 
*l8o  in  einem  besonderen  Sinne  ihren  Angriffspunkt  nennen 
kann.  Man  erhält  die  Coordinaten  dieses  Punktes,  indem  man  aus- 
drückt, dass  die  obigen  Belationen  für  jede  Lage  eines  Axenkreuzes 
^y  By  C,  das  wir  mit  dem  starren  Systeme  fest  verbunden  denken 
tollen,  gegen  die  Bichtung  der  Kräfte  bestehen  sollen. 
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Dazu  drücken  wir  nach  System  (1)  y,  Xy  y^^,  ä^,  durch  a^  hy  c^ 
a,^j  bf^y  Cf^  aus,  schreiben  also: 

und  erhalten,  indem  wir  diese  Gleichungen  flir  beliebige  a^,  ß^,  y^ 
gelten  lassen: 

Den  hierdurch  im  starren  System  gegebenen  Punkt  nennen 
wir  den  Kräftemittelpunkt  der  Kj^. 

Unter  allen  Kräften,  welche  die  vorausgesetzte  Eigenschaft 
haben,  ihre  Grösse  bei  einer  Drehung  des  starren  Systemes  für 
jede  Stelle  desselben  unverändert  zu  bewahren,  ist  die  wichtigste 
die  Schwerkraft.  Sie  ist  überdies  der  im  Punkte  a^,  6^,  c^  vor- 
handenen Masse  proportional,  und  demgemäss  werden  für  sie  die 
letzten  Gleichungen  zu: 

Vergleicht  man  diese  Ausdrücke  mit  den  in  Formel  (92)  des 
ersten  Theiles  gegebenen  Definitionen  der  Coordinaten  des  Massen- 
mittelpunktes, so  erkennt  man: 

Der  Kräftemittelpunkt  der  Schwere  liegt  im  Massen- 
mittelpunkt des  Systemes,  auf  welches  sie  wirkt  Wegen 
dieser  Eigenschaft  führt  der  Massenmittelpunkt  noch  in  einem 
anderen,  als  dem  S.  158  erörterten  Sinne  den  Namen  des  Schwer- 
punktes. 

Die  Wirkung  der  Schwere  auf  ein  starres  System  ist 
also  bei  jeder  Lage  und  in  jeder  Hinsicht  dieselbe,  als 
griffe  dessen  ganzes  Gewicht  im  Schwerpunkte  an.  Hieraus 
erhellt,  dass  die  Bestimmung  der  Lage  des  Schwerpunktes  ein 
Problem  von  vielfältiger  Bedeutung  ist  Wir  wollen  uns  demselben 
nunmehr  zuwenden.  — 

Unter  einem  Körper  verstehen  wir  nach  S.  184  eine  Quantität 
Materie,  die  einen  Raum  anscheinend  continuirlich  erfüllt,  und  nennen 
denselben  starr,  wenn  jedes  seiner  Theilchen  von  jedem  anderen  eine 
constante  Entfernung  bewahrt.  Wir  können  einen  Körper  in  ein 
Punktsystem  verwandeln,  indem  wir  ihn  auf  irgend  eine  Weise  in 
Yolumenelemente  zerlegt  denken  und  jedes  einzelne  als  einen  Massen- 
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punkt  betrachten.  Befindet  sich  an  der  Stelle  x,  y,  %  ein  Volumen- 
element dk,  welches  die  Masse  dm  enthält,  so  nennt  man  das  Ver- 

haltniss 

^-^'  (29) 

falls  dasselbe  einen  bestimmten  Grenzwerth  liefert,  die  Dichtigkeit 
an  der  Stelle  x,  y,  z.  Die  Dichtigkeit  ist  also  diejenige 
Masse,  welche  in  der  Volumeneinheit  vorhanden  sein 
würde,  wenn  dieselbe  durchaus  ebenso  erfüllt  wäre,  wie 
das  Volumenelement  dk  an  der  Stelle  x,  y,  x,  dividirt 
durch  die  Volumeneinheit. 

Die  Dimension  einer  Dichtigkeit  ist  daher 

[6]  =  [m  r»].  (29') 

Nach  der  Definition  unserer  Massen-  und  Längeneinheit  ist  die 
Dichte  des  destillirten  Wassers  bei  4®  C.  gleich  1. 

Wir  bemerken,  dass  in  der  Natur  ausschliesslich  solche 
Körper  Torkommen,  bei  welchen  die  Dichtigkeit  eine  end- 
liche ist  Massenpunkte  in  dem  Sinne  des  Wortes,  dass 
eine  endliche  Quantität  Materie  in  einen  unendlich 
l^Ieinen  Raum  zusammengedrängt  ist,  existiren  nicht 

Nach  der  vorstehenden  Definition  bestimmt  sich  die  Masse 
eines  Körpers  durch  das  Integral 


M 


=  jBdk,  (29") 


in  welchem  die  Dichtigkeit  e  als  Function  des  Ortes  gegeben  zu 
denken  ist 

Der  speciellste  Fall  ist  der  einer  im  ganzen  Körper  constanten 
laichte;  daran  schliesst  sich  der  einer  in  Bereichen  constanten, 
die  bei  einem  aus  verschiedenen  homogenen  Stücken  zusammen- 
gesetzten Körper  stattfindet  Hier  verliert  die  Definition  (29)  von  e 
ihre  Bedeutung,  sowie  das  Volumenelement  d  k  sich  über  die  Grenze 
zweier  derartiger  Theile  hinaus  erstreckt,  sie  gilt  nur  für  Elemente, 
die  ganz  in  demselben  Theile  liegen.  Demgemäss  ist  in  Formel  (29") 
ftr  die  gesammte  Masse  nun  auch  das  Integral  in  eine  Summe  von 
Integralen  über  die  einzehien  Theile  zu  zerlegen. 

Völlig  constante  Dichten  kommen,  streng  genommen,  in  der 
Natur  nicht  vor;  schon  durch  die  Wirkung  der  Schwere,  ausserdem 
durch  nie  völlig  fehlende  Verunreinigungen  der  Substanz  variirt  die 
Dichte  innerhalb  jedes  Körpers  von  Ort  zu  Ort  Zu  einer  stetigen  Ver- 
^derlichkeit  tritt  stets  noch  eine  unstetige,  wenn  längs  einer  Fläche  6 
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in  der  oben  beschriebenen  Weise  seine  Bedeutung  verliert   Auch  hier 
darf  die  Integration  nicht  über  eine  solche  Fläche  erstreckt  werden. 
Das  Gewicht  eines  Körpers  ist 


G 


^gf^dk;  (30) 


man  fasst  hierin  g'S  mitunter  als  eine  Grösse  auf,  die  man  als 
das  specifische  Gewicht  an  der  Stelle  x,  y,  z  bezeichnet 
Specifisches  Gewicht  ist  also  das  Gewicht  der  Volumen- 
einheit, wenn  letztere  durchaus  ebenso  mit  Masse  erfüllt 
ist,  wie  das  betrachtete  Yolumenelement,  dividirt  durch 
die  Volumeneinheit;  seine  Dimension  ist: 

[y]  =  [m  l-'  n] .  (30") 

Das  specifische  Gewicht  des  Wassers  ist  also  in  unseren  Ein- 
heiten ca.  981. 

Es  ist  Tielfach  gebräuchlich,  die  Begriffe  Dichtigkeit  („specifische 
Masse'O  und  specifisches  Gewicht  zu  vermischen  und  beide  als  un- 
benannte Zahlen  anzusehen,  aber  dieser  Gebrauch  ist  gefährlich  und 
giebt  leicht  Veranlassung  zu  Fehlem.  Wir  wollen  festhalten,  dass 
der  Zusatz  ,,specifisch''  in  der  ganzen  Physik  übereinstimmend  die 
Anwendung  einer  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Baumgrösse,  Fläche, 
Masse  etc.  definirten  physikalischen  Grösse  77  auf  die  Einheit  des 
Raumes,  der  Fläche,  der  Masse  etc.  andeutet  Jene  durch  das 
Beiwort  „specifisch'^  ausgezeichnete  Grösse  hat  daher  stets  eine 
Dimension  gleich  der  von  11,  dividirt  durch  einen  Raum,  eine 
Fläche,  eine  Masse  etc.  — 

Wir  wenden  uns  nun  zu  den  Eigenschaften  des  Schwerpunktes 
eines  Körpers  und  definiren  seine  Coordinaten  |,  t],  ^  in  Bezug  auf 
ein  beliebiges  Coordinatensystem  X,  Y,  Z  durch: 

fxdm  fydm  fxdm 

Ist  der  Körper  homogen,  so  fällt  die  Dichte  im  Zähler  und 
Nenner  dieser  Werthe  heraus,  und  es  bleibt: 

fxdk  fydk  fxdk 

^^Tdk'         ^^TdT'        ^^-JJk'  ^^^ 

In  diesem  Falle  sagt  man:  der  Schwerpunkt  eines  hom 
genen  Körpers  fällt  mit  dem  seines  Volumens  zusammc 

Besteht  der  Körper  aus  mehreren  Theilen,  die  durch  v 
schiedene  Dichte  oder  durch  ihre  Form   sich  zu    gesonderter 
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trachtuDg  empfehlen,  so  kann  man  die  Integrationen  theilen  und, 
indem  man  ein  Massenelement  des  kten  Theiles  mit  dntj^  bezeichnet» 
anch  schreiben: 

^~      ^fdmu     '         ''"     ^fdm,     '         ^~     27rf^'*      ' 

Nun  ist  fx^dnij.  s  ^j^M^,,  falls  man  mit  M^  die  Masse  des  Aiten 
Theiles,  mit  |^,  ly^,  ti^  ihre  Schwerpunktscoordinaten  bezeichnet;  daher 
kann  man  setzen: 

d.h.,  für  einen  zusammengesetzten  Körper  kann  man  die 
Schwerpunktscoordinaten  bestimmen,  indem  man  die  Masse 
U^  jedes  einzelnen  Theiles  in  dessen  Schwerpunkt  zu 
einem  Massenpunkt  vereinigt  denkt. 

Anwendungen  hiervon  bringen  die  drei  ersten  Beispiele. 


1.  Schwerpunkt  eines  Systemes  von  homogenen  Geraden, 
die  in  ihren  Endpunkten  beliebig  verbunden  sind. 

Unter  einer  materiellen  Geraden  versteht  man  einen  cylindri- 
schen  Körper  von  gegen  seine  Länge  verschwindendem  Querschnitt 
Dass  der  Schwerpunkt  eines  solchen  bei  homogener  Dichte  im 
Mittelpunkt  seiner  Axe  liegen  muss,  ist  schon  aus  Symmetrierück- 
sichten  klar.  Hat  also  in  einem  System  von  materiellen  Geraden 
«ine  die  Endpunktscoordinaten  x^^^  y^,  ^^  und  ar^,  ^^,  x^.^  sowie  die 
Masse  m^^,  so  ist  für  deren  Schwerpunkt: 

t     —  ^  +  ^*  _  Vh  +  Vk  V     _   ^h  +  Xk 

SäI:  -"  2  '  ^Äk  "~  2  '  »Äfc  ■"  2 

Für  das  ganze  System  haben  wir  dann  nach  dem  letzten  Satz: 
2f**^'»*  2 '?***''»*  2^**'"»* 

fc  _    I* _     hk t,  _    Vk 

^"    2*«»*    '       ^^ ""    2^"fc*    '  2'"ä* 

hk  hk  hk 

Wegen  der  Werthe  der  |^j^,  ly^^,  f^^^  lässt  sich  dies  auch  so 
schreiben: 

?(?T)         ?(?T)         ?(?7) 
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was  aussagt:  der  Schwerpunkt  des  Systemes  materieller  Geraden 
ist  derselbe,  als  wenn  in  jedem  Knotenpunkte  die  halbe  Masse  aller 
der  dort  zusammenstossenden  Geraden  vereinigt  wäre. 

2.    Schwerpunkt    von    homogenen    ebenen    Polygonen    und 
von  aus  solchen  zusammengesetzten  Gebilden. 

Der  Schwerpunkt  einer  nicht  homogenen  materiellen  Geraden 
muss  nach  Symmetrierticksichten  auf  ihr  liegen.  Dieser  Satz  dient 
zunächst  zur  Bestimmung  des  Schwerpunktes  ftir  ein  homogenes 
Dreieck,  d.  h.  für  eine  homogene  Platte  von  dreieckiger  Begrenzung 
und  von  gegen  ihre  Ausdehnung  verschwindender  Dicke. 

Wir  zerlegen  die  Platte  parallel  einer  Seite  in  so  feine  Streifen, 
dass  jeder  derselben  als  eine  homogene  materielle  Gerade  angesehen 
werden  kann.  Für  jede  einzelne  liegt  der  Schwerpunkt  in  ihrem 
Mittelpunkt,  der  Schwerpunkt  des  ganzen  Dreiecks  fällt  also  zu- 
sammen mit  demjenigen  der  materiellen  inhomogenen  Geraden,  die 
entsteht,  wenn  man  die  Massen  der  erhaltenen  Streifen  in  ihren 
Mittelpunkten  vereinigt,  —  er  muss  also  auf  der  Verbindungslinie 
des  Mittelpunktes  einer  Seite  mit  der  gegenüberliegenden  Ecke 
liegen.  Da  aber  jede  Seite  in  gleicher  Weise  zum  Ausgang  der 
Construction  benutzt  werden  kann,  so  muss  der  gesuchte  Schwer- 
punkt in  den  Schnittpunkt  der  drei  Mittelpunkts-Transversalen  des 
Dreiecks  fallen. 

Jedes  ebene  Polygon  von  einer  endlichen  Anzahl  Seiten  ist  in 
eine  endliche  Anzahl  von  Dreiecken  zu  zerlegen.  Seinen  Schwer- 
punkt zu  bestimmen,  haben  wir  nur  das  Punktsystem  zu  behandeln, 
welches  entsteht,  wenn  man  die  Masse  eines  jeden  Dreiecks  in 
seinem  Schwerpunkt  vereinigt.  Dasselbe  gilt  für  eine  aus  poly- 
gonalen, ebenen,  homogenen  Flächen  zusammengesetzte  räumliche 
Figur. 

3.   Schwerpunkt  eines  homogenen  Polyeders. 

Jedes  Polyeder  mit  einer  endlichen  Anzahl  Flächen  lässt  sich 
in  eine  endliche  Zahl  Tetraeder,  jedes  Tetraeder  in  eine  unendliche 
Anzahl  materieller  Dreiecke  zerlegen.  Durch  eine  der  vorstehenden 
ganz  analoge  Betrachtung  erkennt  man,  dass  der  Schwerpunkt  eines 
homogenen  Tetraeders  der  Schnittpunkt  der  vier  Transversalen  von 
den  Ecken  nach  den  Schwerpunkten  der  gegenüberliegenden  Drei- 
ecke ist.  Vereinigt  man  die  Masse  jedes  Tetraeders  in  dem  so  be- 
stimmten Schwerpunkt,  so  erhält  man  das  Punktsystem,  dessen 
Schwerpunkt  zugleich  derjenige  des  untersuchten  Polyeders  ist 
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4.    Schwerpunkt  eines  homogenen  Kreisbogens. 

Als  materiellen  Kreisbogen  bezeichnen  wir  ein  Stück  eines 
Ereisringes  von  gegen  Radius  und  Bogenlänge  unendlich  kleinem 
Querschnitt  q.  Nach  Symmetrierücksichten  kann  der  Schwerpunkt 
eines  homogenen  Kreisbogens  nur  auf  der  Halbirungslinie  seines  Oefif- 
nongswinkels  2  0  liegen.  Wählen  wir  diese  zur  X-Axe,  das  Ejreis- 
ceBtrum  zum  Nullpunkt,  so  ist  nur  die  |-Coordinate  zu  berechnen. 

Ein  Raumelement  dk  von  der 
Länge  ds^  parallel  dem  Bogen  gemessen^ 
wird  gleich  qds,  da  aber  gleich  Rd(p 
sein,  wenn  qp  laut  Figur  20  den  Ort 
des  Elementes  bestimmt  Da  zugleich 
seine  x-Coordinate  =Rcos(p  ist,  so 
erhUt  man 

J'coBfpdfp 


l  =  -R 


-* 


+  * 


n  ßin  0 
0 


>X 


Fig.  20. 


Schreibt  man  dies  Resultat  in  der  Form: 

|:Ä=  2Äsin0:2Ä0, 

so  spricht  es  den  Satz  aus: 

Der  Abstand  des  Schwerpunktes  eines  homogenen 
Kreisbogens  vom  Kreiscentrum  verhält  sich  zum  Kreis- 
TÄdius,  wie  die  Sehne  zum  Kreisbogen. 


3*  Schwerpunkt  eines  homogenen  Kugelflächensegmentes. 

Die  materielle  Kugelfläche  betrachten 
^  als  eine  Schaale  von  der  constanten 
öaendlich  kleinen  Dicke  ß-.  Wiederum 
0^^  nach  Symmetrierücksichten  der 
Schwerpunkt  auf  der  Axe  des  Kreiskegels 
durch  das  Kugelcentrum  liegen,  welcher 
das  betrachtete  Segment  ausschneidet  Das 
volumenelement  dk  werde  durch  zwei  un- 
endlich nahe,  dem  begrenzenden  coaxiale 
Kreiskegel  und  zwei  unendlich  nahe  Meri- 
dianebenen begrenzt  In  der  Bezeichnung 
der  Figur  21  ist  dann 


>jr 


dk  =  d-R*  sin  (pd(pdilJ, 

W.Vqmt,  Mechanik.    Zweite  Aafl. 


X  = 


Fig.  21. 

Rcostp, 
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also: 

J  COS  (jp  sin  q)dq)  f  d\p 

I  =  ß  "  .,  « =  R  —^^5!*  =  R  cos«  \  0. 

S  4>  2n  2(1  -  COS  0)  ^ 

f  sin  <pdq>  f  dtp 

0  o' 

Schreibt  man  dies  Resultat  in  der  Form 

^  =  |(i?  +  Äcos0), 

so  erkennt  man  den  Satz: 

Der  Schwerpunkt  eines  homogenen  Kugelflächen- 
segmentes fällt  in  die  Mitte  seiner  Höhe. 

6.    Schwerpunkt  eines  von  einem  Kreiskegel  begrenzten 

homogenen  Kugelsectors. 

Die  X-Axe  sei  abermals  die  Symmetrieaxe  des  Körpers. 

Wir  zerlegen  den  Sector  durch  concentrische  Kugelflächen  vom 
Radius  r  in  unendlich  viele  Schaalen  von  der  Dicke  dr;  dann  ist 
das  Volumen  einer  solchen  dk  —  27t{l  —  cos  (li)r'dr,  die  Schwer- 
punktscoordinate  ^  =  rcos*^0.  Wendet  man  nun  die  Gleichung  (31") 
an,  so  erhält  man  sogleich: 

f  r'dr 
I  =  cos'l  *  \ =  |Ä  cos'l*. 

fr*dr 
0 

Dies  giebt  den  einfachen  Satz: 

Der  Schwerpunkt  eines  homogenen,  durch  einen  Kreis- 
kegel  ausgeschnittenen  Kugelsectors  liegt  auf  dreiviertel 
des  Abstandes,  welchen  die  Mitte  der  Höhe  des  ausge- 
schnittenen Segmentes  der  Kugelfläche  vom  Centrum 
besitzt  — 

An  diese  speciellen  Resultate  schliessen  wir  noch  eine  etwas 
allgemeinere  Betrachtung  an. 

Es  sei  ein  homogener  Körper  von  beliebiger  Gestalt  und  der 
Masse  m  gegeben;  die  Coordinaten  seines  Schwerpunktes  seien  |,  17,  C- 
Nun  denke  man  sich  bei  unveränderter  Gestalt  die  ursprüngliche 
Massenvertheilung  geändert,  etwa  indem  man  auf  gewisse  Stellen 
eine  positive  Masse  jw,  auf  andere  die  gleichgrosse  negative  vertheilt 
und  so  den  Körper  aus  einem  homogenen  in  einen  inhomogenen 
von  gleicher  Masse  verwandelt  Sind  dann  die  Coordinaten  des 
Schwerpunktes  (?'  der  positiven  Masse  (i  gleich  |',  rfj  ^,  desjenigen 
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d'  der  negativen  Masse  [t.  aber  |",  17",  f",  so  ergiebt  sich  das  System 
der  neuen  Schwerpunktscoordinaten  |,,  i]^^  t,^  des  ganzen  Körpers: 

i.=i+-£-{r-i")»   '?.=fl  +  ^{'?'-n   ?.  =  ?+^(r-n. 

Dies  sagt  aus,  dass  in  Folge  der  vorgenommenen  Veränderung 
der  Schwerpunkt  des  ganzen  Körpers  in  der  Richtung  der  Verbin- 
dungslinie der  beiden  Schwerpunkte  von  g"  nach  </  um  den  fAlmien 
Theil  ihres  Abstandes  verschoben  ist 


§  19.    Theorie  der  Trägheitsmomente;  Beispiele  for  deren  Berech- 
nung.   Die  lebendige  Kraft  eines  starren  Körpers. 

Von  den  im  16.  Abschnitt  erhaltenen  allgemeinsten  Gesetzen 
der  Verschiebung  eines  starren  Körpers  machen  wir  nun  eine  An- 
wendung auf  den  Fall,  dass  die  Lagenänderungen  keine  willkürlich 
Torgeschriebenen,  sondern  die  in  dem  Zeitelement  dt  in  Folge  der 
Ausgeübten  Kräfte  wirklich  stattfindenden  sind.  Dividiren  wir  dann 
die  auf  eine  Stelle  rc^,  ^^,  «,^  angewandten  Gleichungen  (6)  durch  dt 
wid  setzen  die  Geschwindigkeiten  der  Verschiebungen  parallel  den 
Coordinatenaxen 

dt     ^h^     dt^yhy     dt  ''^^'    ITt'^^''     dt^^''     dt'^^''    ^^^^ 

ÄöÄlog  die  Drehungsgeschwindigkeiten  um  die  Parallelen  zu  den  A', 
^»  Z- Coordinatenaxen  durch  den  Anfangspunkt  x^,  y^,  z^  des  im 
Körper  festen  -4jBC-Systemes 

dl        ^,  du  ,  dv  ,  /oo'\ 

w  erhalten  wir: 

<  =  x:  +  (^^  -  ;r.o)  ^'  -  (y^  -  y,)  v\ 

Vh  =  Vo  +  {X,  -  ^0)  V  -  {z,  -  X;)  r,  (32") 

vv,'  =  <  +  («//»-  yo)  A'  -  {Xf,  -  X,)  II. 

Diese  Werthe  setzen  wir  nun  in  die  fttr  ein  beliebiges  Massen- 
System  in  §  15  des  ersten  Theiles  erhaltenen  Gleichungen  (100)  und 
(102)  ein,  welche  wir  schreiben: 

14» 
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-572^/1(^^2//.'  -  ^aO  =  2(^ä  ^ä  -  yh^hi- 

Dadurch  ist  dann  die  Eigenschafk  desselben,  starr  zu  sein,  analytisch 
ausgedrückt.    Setzen  wir  die  Gesammtmasse  des  Systemes 

und  flihren  die  Coordinaten  |,  rj,  ^  seines  Schwerpunktes  ein  gemäss 
so  erhalten  wir  folgendes,  noch  völlig  allgemeine  System: 

^Tt  (^°'  +  (f  -"  ^')f^'  -  (^  -  yo)^')  =  2^\» 

^rf'',  (2/0'  +  (I - ^o)i'  -  (? -  :r,)r)  =  2 n. 


m 


^  (<  +  (»?  -  y.)  A'  -  (1  -  a;.)  M')  =  2  Z„  (33) 


+  äj  (*''2"'AK'+yA')  -  ^>'2*»A*Ä-A-/2"»AyÄ-A)= SK^a-^a-^a)- 

Hierin  treten  uns  einige  neue  Functionen  der  Massenvertheünng 
des  Systemes  entgegen,  welche  auf  seine  Bewegung,  und  zwar,  da 
sie  in  A.',  fi',  v'  multiplicirt  sind,  ganz  speciell  auf  seine  Drehungen 
Eintinss  hahen,  nämlich  die  sechs  Summen: 

H=2'»A(yA'+*A').   H=2'«»(V+V).    z=2"»aK' +»*•), 

='  =  -  S^Wä^A^A»  H'  =  -  2»«A-Aa:A'  Z'  =  -  2'«AaikyA» 
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aasgedehnt   über   alle   Massen   des   starren  Systemes,   die  sich  für 
einen  continairlichen  Körper  schreiben 

^^  f(y*  +  -*)dm,     H  =  f{z'  +  x')dm,     Z  =  f{x*  +  y^dm, 

-         r  r  .        r  ^^^''^ 

z!  =  ^  \y%  dm,         H'  =  —  l;s^a;dw,         Z'  =  —  j  xy  dm. 

Da  sie  neben  der  ganzen  Masse  des  Systemes  und  neben  den 
Coordinaten  seines  Schwerpunktes  die  einzigen  in  den  Bewegungs- 
gleichungen auftretenden  Functionen  sind,  welche  von  der  Grösse  und 
Vertheilung  der  Masse  innerhalb  des  Systemes  abhängen,  so  sind  zwei 
Systeme,  flir  welche  sie  gleiche  Werthe  besitzen  und  welche  Kräften 
unterliegen,  die  gleiche  Gomponenten-  und  Momentensummen  er- 
geben, in  Hinsicht  auf  die  Bewegung  gleichwerthig. 

Man  nennt  nun  die  Summe  über  alle  Massen  eines 
Systemes,  eine  jede  multiplicirt  mit  dem  Quadrat  ihres 
Abstandes  von  einer  gegebenen  Axe,  das  Trägheitsmoment 
des  Systemes  um  jene  Axe. 

Demnach  sind  Z,  H,  Z  die  Trägheitsmomente  des  star- 
ren Systemes  um  die  Coordinatenaxen  X,  F,  Z. 

Die  drei  Summen  £',  H',  Z',  genommen  über  alle  Massen, 
eine  jede  multiplicirt  mit  der  negativen  Fläche  des  Recht- 
ecks, welches  von  zwei  ihrer  Coordinaten  gebildet  wird, 
nennen  wir  die  Deviationsmomente  des  Systemes  um  die 
resp.  dritten  Coordinatenaxen. 

Der  Grund  für  die  Wahl  dieser  Namen  wird  späterhin  klar 
werden. 

Wir  gehen  jetzt  an  die  Entwickelung  der  Eigenschaften  der 
Trägheitsmomente  und  betrachten  der  Bequemlichkeit  halber  so- 
gleich specieller  dasjenige  für  einen  continuirlichen  Körper, 
aber  um  eine  beliebige,  durch  den  innerhalb  oder  ausserhalb  des 
Körpers  willkürlich  gewählten  Anfangspunkt  gelegte  Axe  S.  Wir 
definiren  dieses  Trägheitsmoment  durch 

M=Jr'dw,  (34) 

indem  wir  mit  r  den  normalen  Abstand  des  Elementes  dm  von  der 
Axe  S  bezeichnen;  M  ist  somit  bei  einem  gegebenen  Körper  durch 
die  Wahl  der  ihm  eigenen  Axe  vollständig  bestimmt. 

Das  Trägheitsmoment  ist  seiner  Dimension  nach  eine  Masse 
mal  dem  Quadrat  einer  Länge;  also  gilt: 

[M]  =  [mr].  (34') 

Man  erhält  demgemäss,  wenn  man  es  durch  die  Masse  des  Körpers 


214  Mechanik  starrer  Körper. 

dividirt,  für  welchen  es  gilt,  einen  Ausdruck  von  der  Dimension  [F] 
und  setzt  daher  auch  wohl: 

fA  =  mx\  (34") 

worin  nun  x  der  Trägheitsradius  des  Körpers  für  die  ge- 
gebene Axe  genannt  wird;  er  bezeichnet  diejenige  Entfernung,  in 
welcher  die  ganze  Masse  angebracht  werden  iftüsste,  um  dasselbe 
Trägheitsmoment  zu  geben,  wie  die  wirkliche  Vertheilung. 

Wir  wollen  indessen,  um  Verwechselungen  zu  vermeiden,  weiter- 
hin den  Buchstaben  x  für  den  Trägheitsradius  nur  dann  anwenden, 
wenn  die  Axe,  auf  die  sich  das  Trägheitsmoment  bezieht,  durch 
den  Schwerpunkt  des  Körpers  geht. 

Die  Definition  des  Trägheitsmomentes  M  =  fr*  dm  führt  sogleich 
zu  dem  einfachen  und  doch  für  die  Anwendung  wichtigen  Satz: 

I.  Das  Trägheitsmoment  eines  Körpers  um  eine  Axe 
ist  gleich  der  Summe  der  Trägheitsmomente  seiner  Theile 
um  dieselbe  Axe. 

Bezeichnen  wir  den  Abstand  ]/a;*  +  y^  +  z*  des  Massenelementes 
dm  vom  Coordinatenanfang  mit  q,  die  Cosinus  der  Richtungswinkel 
der  Axe  d  mit  a,  ß,  y,  so  wird  der  senkrechte  Abstand  r  des  Ele- 
mentes dm  von  der  Axe  S  gegeben  sein  durch 


r'  =  q'  sin'  (q,  d)  =  (>*  (1  -  cos'  ((),  d)) 
=  x'  +  y*  +  z'  —  {xa  +  yß  +  zyY, 
=  [y'  +  ^•)a'  +  [^  +  x^ß"  +  [x'  +  y')f 
—  2yzßy  —  2zxya  —  2xyaß. 


(35) 


Setzen  wir  diesen  Werth  in  die  Definition  (34)  von  M  ein,  so  er- 
halten wir  in  Rücksicht  auf  (33"): 

M  =  £«'  +  H/?*  +  Z/'  +  2^'ßy  +  2H'ya  +  2Z'aß.      (SS^ 

Diese  Formel  zeigt,  dass  das  Trägheitsmoment  um  jede  durch 
den  Coordinatenanfang  gehende  Axe  sich  bestimmt  durch  die  sechs 
Grössen  E,  H,  Z,  E',  H',  Z'.  Das  Gesetz,  nach  welchem  M  mit  der 
Richtung  der  Axe  variirt,  drückt  sich  gemäss  der  letzten  Gleichung, 
in  welcher  £,  H,  Z  nach  ihrer  Bedeutung  stets  positiv  sind,  in  folgen- 
dem Satz  aus: 

n.  Trägt  man  auf  allen  durch  einen  gegebenen  Punkt  j» 
gehenden  Axen  Repräsentanten  für  die  reciproke  Quadrat- 
wurzel aus  den  zugehörigen  Trägheitsmomenten  auf,  so 
erfüllen    deren    Endpunkte    ein    dreiaxiges    Ellipsoid:    das 
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Trägheitsellipsoid  des  Körpers  in  Bezug  auf  den  Punkt  p, 
dessen  Gleichung  lautet: 

1  =  Za;'  +  Hl/'  +  2^'  +  2(E>  ;  +  H'zx  +  Zxy).         (35") 

Hieraus  folgt,  dass  in  Bezug  auf  drei  zu  einander  nor- 
male Axen  durch  jenen  Punkt  das  Trägheitsmoment  seine 
grössten  und  kleinsten  Werthe  annimmt;  diese  Richtungen 
heissen  die  Hauptträgheitsaxen  durch  p,  die  bezüglichen 
Werthe  die  Hauptträgheitsmomente. 

In  Bezug  auf  die  Hauptträgheitsaxen  vertheilen  sich 
die  Werthe  der  Trägheitsmomente  um  den  Punkt  p  sym- 
metrisch. 

Die  Aufsuchung  der  Hauptträgheitsaxen  für  einen  gegebenen 
Körper  und  einen  in  ihm  gegebenen  Punkt  p  erfordert  sonach 
die  Kenntniss  der  Grössen  E,  H,  Z,  £',  H',  Z'  für  diesen  Punkt 
und  f&r  ein  beliebiges  Coordinatensystem;  die  Berechnung,  überein- 
stimmend mit  der  Bestimmung  der  Lage  der  Axen  eines  dreiaxigen 
Ellipsoides,  verlangt  die  Auflösung  einer  cubischen  Gleichung. 
Praktische  Wichtigkeit  gewinnt  der  Satz  nur  in  den  Fällen,  wo  die 
Gestalt  und  Massenvertheilung  des  Körpers  für  einen  bestimmten 
Punkt,  z.  B.  für  den  Schwerpunkt,  die  Lage  der  Hauptträgheits- 
axen aus  den  Symmetrieverhältnissen  sofort  erschliessen  lässt,  wie 
z.  B.  für  einen  elliptischen  Cylinder. 

Wählt  man  nämlich  die  so  gefundenen  Hauptaxen  zu  Goordi- 
natenaxen  A,  B,  C,  so  muss  die  Gleichung  des  Trägheitsellipsoides 
auf  dessen  Hauptaxen  bezogen  erscheinen,  und  es  müssen  dem- 
gemäss  die  Deviationsmomente  um  die  Axen  A,  B,  C 

Ai'  =  -^  Cbcdm^O,     B' =  -  fcad7n=  0,     P  =-  faftrfw  =  0  (36) 
sein;  M  drückt  sich  dann  durch  die  Hauptträgheitsmomente 

A^f{b'  +  c')dm,     B  =  f{c'  +  a')dmj    T  =  f{a*  +  b') dm    (36') 

folgendermaassen  aus: 

M  =  Aa'  +  B/9'  +  ^y^  (36") 

und  die  Gleichung  des  Hauptträgheitsellipsoides  wird  gleichzeitig  zu: 

1  =Ax'  +  B7/  +  r^'.  (36'") 

In  diesem  Falle  genügt  also  die  Kenntniss  nur  dreier  Träg- 
heitsmomente zur  Bestimmung  von  M  für  alle  diejenigen  Axen, 
welche  durch  den  Punkt  p  gehen. 
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Verschwinden  nur  zwei  von  den  drei  Deviationsmomenten 
E',  H',  Z',  so  fällt  nur  eine  Axe  des  Systemes  A',  y,  Z  mit  einer 
Hauptträgheitsaxe  zusammen,  z.  B.  die  Z-Axe,  falls  £'  =  H'  =  0  ist 

Bezeichnet  man  die  den  Hauptträgheitsaxen  Ä,  B^  C  durch  p 
parallel  gerechneten  Coordinaten  mit  Oy  b,  c  und  setzt: 

y^aß,  +  hß,  +  oß,,  (37) 

so  folgt  aus  (36")  für  die  Trägheitsmomente  E,  H,  Z  das  System 
von  Formeln 

E  =  A  of/  +  B  c^,*  +  r  a,\ 

H  =  A/S/  +  B/9,*  +  r/9/,  (37') 

z  =  A/;  +  By.'  +  rr.". 

Aus  ihnen  ergiebt  sich  beiläufig: 

E  +  H  +  Z  =  A+B  +  r.  (37") 

Die  Summe  der  Trägheitsmomente  um  drei  beliebige  zu 
einander  normale  Axen  ist  also  jederzeit  gleich  der  Summe 
der  drei  Hauptträgheitsmomente.  — 

Während  ein  Trägheitsmoment  durch  die  Festlegung  einer 
Axe  bestimmt  ist,  erfordert  die  Bestimmung  eines  Deviations- 
momentes  nach  den  in  (33')  enthaltenen  Definitionen  die  Fest- 
legung eines  Axenkreuzes.  Wir  müssen  also  auch  fiir  die  allge- 
meine Betrachtung  der  Deviationsmomente  eines  Körpers  von  den 
Formeln  ausgehen 

E'=  —  \  yxdm,     H'=  —  \  xxdm,     Z'=  —  i  xydm.      (38) 

Dieselben  zeigen,  dass  ein  dem  Satz  I  für  Trägheitsmomente  ent- 
sprechender für  Deviationsmomente  besteht,  falls  die  Deviations- 
momente der  Theile  auf  dasselbe  Axenkreuz  bezogen  sind,  wie 
dasjenige  des  ganzen  Körpers.  Ein  Analogon  zu  dem  obigen  Satz  11 
besteht  nicht,  doch  lassen  sich  die  Deviationsmomente  für  ein  be- 
liebiges Axenkreuz  X,  Y,  Z  durch  die  Hauptträgheitsmomente  ähnlich 
ausdrücken,  wie  die  Trägheitsmomente  um  dasselbe  Axensystem.  Aus 
den  Definitionen  (38)  folgt  nämlich  bei  Benutzung  der  Werthe  (37), 
(36)  und  (36')  mittelst  einfachster  Rechnung: 

E'  =  A/9,r«-fB/9,;^,  +  r/9,r., 

H'  =  Ay,^.  +  By.a,  +  V  y,a,,  (38') 

Z'  =  Ac^,/S. +  B«,/9, -frof./?.. 
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Die  im  Vorstehenden  erhaltenen  Resultate  ergeben  bei  der 
Vergleichung  mit  dem  in  Nr.  14  der  Einleitung  über  Tensor- 
componenten  Entwickelten  den  folgenden  Satz: 

Die  Hauptträgheitsmomente  eines  Körpers  in  Bezug 
auf  einen  Punkt  stellen  ein  Tensortripel  dar;  die  Träg- 
heitsmomente und  die  Deviationsmomente  für  ein  durch 
denselben  gelegtes  beliebiges  Axenkreuz  dessen  Compo- 
nenten  erster  und  zweiter  Art  nach  jenen  Axen. 

Das  Tensortripel  der  Hauptträgheitsmomente  reducirt  sich 
übrigens  niemals  auf  einen  einzigen  Tensor,  denn  es  giebt  kein 
Gebilde,  dessen  Punkte  jeder  von  zwei  Axen  eines  Axenkreuzes 
unendlich  nahe  und  dabei  von  der  dritten  um  endliche  Längen 
entfernt  wären. 

Dass  die  Sätze  über  den  Zusammenhang  der  Trägheits-  und 
Deviationsmomente  eines  Körpers  mit  denen  seiner  Theile  den  S.  21 
gegebenen  Regeln  über  die  Zusammensetzung  von  Tensortripeln 
genau  entsprechen,  ist  leicht  einzusehen.  — 

Wir  wollen  jetzt  das  Trägheitsmoment  M,  =  /r/rfm  um  eine 
zur  gegebenen  Axe  S  parallele  S^  durch  den  Schwerpunkt  |,  17,  f 
des  Körpers  berechnen.  Der  Werth  von  r*  ergiebt  sich  aus  dem 
in  (35)  für  r*  mitgetheilten  Ausdruck,  indem  man  die  absoluten 
Coordinaten  x,  y,  %  mit  den  relativen  aj  —  |,  y  —  ^,  ^  —  ^  vertauscht, 
wie  folgt: 

=  r«  -  2(x|  +  yn  +  ^^0  +  2(x«  +  yß  +  ^7')(|a  +  17 /9  ^-iZy) 

+  (r  +  ^/"  +  D-(i«  +  ^y/?  +  ?ry. 

Hierin  ist 

das  Quadrat  des  Abstandes  der  beiden  parallelen  Axen  von  einander, 
oder  der  Axe  S  vom  Schwerpunkt  Setzt  man  dies  r/  in  das  Integral 
Ar  M,  ein  und  bedenkt  die  Definitionen  von  |,  ^,  ^,  so  findet  sich: 

M,  =  M  -  wcT, 
(^8  m  die  ganze  Masse  des  Körpers  bezeichnet.    Schreibt  man  dies: 

M  =  M,  +  w(f,  (39) 

oder  bei  Einführung  des  Trägheitsradius 

M  =  m(x' +  (/•),  (39') 

^  erhält  man  den  Satz: 
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lU.  Verlegt  man  die  Drehungsaxe  mit  sich  selbst 
parallel  aus  dem  Schwerpunkt  in  die  Entfernung  d  von 
ihrer  früheren  Lage,  so  wächst  das  Trägheitsmoment  um 
das  Product  aus  der  Masse  des  Körpers  in  das  Quadrat 
der  Entfernung  d. 

Verbindet  man  diesen  Satz  mit  dem  vorigen,  so  erkennt  man, 
dass  hierdurch  die  Trägheitsmomente  um  beliebige  Axen  durch  be- 
liebige Punkte  p  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Körpers  sofort 
angebbar  werden,  wenn  man  nur  für  einen  Punkt  p,  dessen  Lage 
gegen  den  Schwerpunkt  gegeben  ist,  die  Lage  der  Hauptträgheits- 
axen  und  die  Grösse  der  Hauptträgheitsmomente  kennt  Denn  fttr 
eine  durch  a,  ß,  y  in  ihrer  Richtung  gegen  diese  Hauptträgheitsaxen 
bestimmte  Axe  S  findet  sich  nach  (36"): 

fA^Aa'  +  Bß'  +  rr", 

für  die  dazu  parallele  S^  durch  den  Schwerpunkt: 

M,  =  M  "-md', 

und  abermals  für  die  parallele  S'  durch  einen  beliebigen  Punkt  p': 

falls  d  und  d'  die  Entfernungen  der  Punkte  p  und  p  von  der  zur 
gegebenen  Axe  S  parallelen  S^  durch  den  Schwerpunkt  sind;  hieraus 
folgt  schliesslich: 

Ist  der  Punkt  p  der  Schwerpunkt  des  Körpers  selbst,  ist  also 
d  =  0,  so  erhalten  wir  durch  Einsetzen  des  nach  dem  obigen  Aus- 
druck für  d*  sogleich  zu  bildenden  Werthes  von  d'*: 

M'  =  (A,  +  m {b'^  +  O)  cc'  +  (B,  +  m (c '  +  a^)  /9^  +  (r,  +  m(a'*  +  n) / 

^2m{h'c  ßy  +  caya  +  ah'aß). 

Hierin  sind  a',  h',  d  die  auf  die  Hauptträgheitsaxen  durch  den 
Schwerpunkt  bezogenen  Coordinaten  des  Punktes  p,  und  A,,  B^,  f, 
bezeichnen  die  Hauptträgheitsmomente  für  den  Schwerpunkt. 

Die  Gleichung  zeigt,  dass  die  Hauptträgheitsaxen  für  ver- 
schiedene Punkte  eines  Körpers  keineswegs  parallel  sind,  denn  das 
Trägheitsellipsoid  für  p  hat  die  Coordinatenaxen  im  Allgemeinen 
nicht  zu  Hauptaxen.  Doch  erkennt  man  aus  der  Gestalt  der  Fac- 
toren  von  ßy^  yu  und  aß  sogleich  den  Satz: 

Für  Punkte,  welche  auf  einer  der  Hauptträgheitsaxen 
A»  ^»y  ^»  durch  den   Schwerpunkt  liegen,   für  welche  also 
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zwei  der  Coordinaten  a,  h\  o   verschwinden,  sind  alle  drei 
Hauptträgheitsaxen  Ä^  D,  C  mit  A^,  B^,  G^  parallel. 

Für  Punkte,  welche  in  einer  der  Ebenen  der  Haupt- 
trägheitsaxen A^,  B^,  G^  liegen,  für  welche  also  eine  der 
Coordinaten  a",  b\  c  verschwindet,  steht  eine  der  Hauptträg- 
heitsaxen normal  zu  jener  Ebene.  — 

Der  dem  Satz  lU  für  Trägheitsmomente  entsprechende  für 
Deviationsmomente  betriflft  den  Zusammenhang  zwischen  den  Werthen 
dieser  Functionen  für  zwei  zu  einander  parallele  Coordinaten- 
systeme,  deren  eines  -X,  Y,  Z  beliebig  ist,  deren  anderes  X^,  Y^,  Z^ 
aber   den    Schwerpunkt   des   Körpers   zum   Coordinatenanfang    hat. 

Man  geht  von  dem  ersteren  zu  dem  letzteren  über,  indem  man  in 

den   Definitionsgleichungen   (38)   x,   y,   x   mit  a;  —  |,  y  —  i;,  ^  —  ? 

vertauscht,   und  erhält,   indem   man   E/,  H/,  2/   auf  das   System 

X^,  7^,  Z^  bezieht,  sogleich 

='  =  =;  -  m^C,       H'  =  H;  -  mCI,       Z  =  Z;  -  m^r.   (39") 

der  Inhalt  dieser  Formeln  lässt  sich  leicht  in  Worte  fassen. 

Wir  gehen  nun  an  die  Bestimmung  der  Hauptträgheitsmomente 
in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  für  einige  einfache  homogene  Körper. 

1*    Die   Hauptträgheitsmomente    einer   unendlich   dünnen 

homogenen  Ereisscheibe. 

Nach  der  Symmetrie  muss  das  Trägheitsellipsoid  hier  ein 
Botationsellipsoid  mit  der  Hauptaxe  normal  zur  Scheibe  sein; 
letztere  möge  zur  Z-Axe  gewählt  werden. 

Sei  &  die  Dicke  der  Scheibe,  q  ihr  Radius,  6  ihre  Dichtigkeit, 
w»  ihre  Masse;  das  Volumenelement  dk  werde  ausgeschnitten  durch 
^^  dtf  gegen  einander  geneigte  Meridianebenen  und  Kreiscylinder 
^on  um  rfr  wachsenden  Radien;  es  ist  dann: 

dk  =  &rdrd(p, 
r^  =  6 19-  I   l  r* dr d (p  =  \ n 6  & (J*  =  }^ nii/, 


0  u 

e  2n 


(40) 


\=z  B^=:  e&  f  I  r*  sin* cp dr dtp  =^  \ n  t  & cl"  =^ m  ü\ 


u  0 


Für   eine   beliebige  Axe    durch   den  Schwerpunkt   erhält  man 
8onach: 

M,  =  \mQ'  {c^  +  ß'  +  2f)  =  \mQ^{l  +  /).  (40') 
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2.   Die  Hauptträgheitsmomente  eines  homogenen 

Kreiscylinders. 

Wieder  muss  das  Trägheitsellipsoid  f&r  den  Schwerpunkt  ein 
Rotationsellipsoid  sein;  die  Gylinderaxe  sei  die  Z-Axe. 

Wir  denken  uns  den  Cylinder  von  der  Länge  L  und  der  Masse  M 
aus  Kreisscheiben  der  unter  1.  behandelten  Art  zusammengesetzt; 
ß-  sei  mit  dz  vertauscht 

Nach  dem  Satz  I  auf  S.  214  haben  wir  sogleich: 

V.^\nBü'jdx^\n^ü'L^\MQ*',  (41) 

nach  Satz  III  auf  S.  218  findet  sich^  da  der  Abstand  einer  beliebigen 
Scheibe  von  der  Drehungsaxe  identisch  mit  ihrer  Z-Coordinate  ist: 

Hieraus  folgt  der  allgemeine  Werth  des  Trägheitsmomentes  f&r 
den  Schwerpunkt: 

lA=M{W+\U){a'+ß^+\(>Y)^\M{Q'  +  \U+(f/-\U)f).  (41") 

Ist  der  Radius  o  verschwindend  gegen  die  Länge  L  des  Cylin- 
ders,  ist  der  Cylinder  z.  B.  ein  geradliniger  „Faden",  so  haben  wir: 

M.  =  ^'(l-y*);  (41'") 

das  Trägheitsmoment  um  die  Fadenrichtung  verschwindet,  das  Träg- 
heitsellipsoid degenerirt  zu  einem  unendlichen  Cylinder  vom  Radius 


lyn' 


3.   Trägheitsmoment  einer  homogenen  Kugel. 

Die  Kugel  vom  Radius  R  können  wir  ebenfalls  aus  Kreisscheiben 

von  der  Dicke  dx  aufbauen.     Für  eine  solche  im  Abstand  x  vom 

Centrum  ist  dann: 

p«  =  72*  -  x\ 

Demgemäss  haben  wir  für  alle  Axen  durch  den  Schwerpunkt: 
M.  =   y  /d  z  [R'  -  .^7  =  ^-^-  Ä*  =  if  I  R\  (42) 

-Ä 
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4.   Die  Hauptträgheitsmomente  eines  homogenen 

dreiaxigen  Ellipsoides. 

Die  Hauptträgheitsaxen  f&r  den  Schwerpunkt,  d.  L  für  das 
Centrum  y  fallen  nach  Symmetrie  mit  den  Axen  des  Ellipsoides  zu- 
sammen. 

Sei  dessen  Gleichung 

so  bestimmt  sich 

A,  =  ej(^'  +  x')dk,     B,  =  ejix'  +  x*)dk,      T,  =  ej{a^  +  y')dk 
durch  die  Substitution 

X^X^aj       yz=y^bj       z^x^c 

zu 

A,  =  Babef{b*y*  +  c*z,*)dk^,      B,  =  sähe  C{o*z*  +  al'x.^dk,, 

r,  =  eabcf{a*x,'  +  b*y,*)dk„ 

worin  dk^  das  Volumenelement  der  Kugel 

x:  +  y:  +  %/  =  1 

bedeutet.     Für  diese  Engel  ist  aber  nach  Formel  (42) 

« J{y.'  +  *>•)  ^  t  =  «/«  +  x^dK  =  ef{x:  +  y:)  dK^  —- 

und  daher 

6  I  x*dk^  ~  *  /  y*^^i  ~  *  /  ^»''^^i  ^  ~^ 


e 

!5~ 


Da  noch  {inBlS)abc  =  M  die  Masse  des  Ellipsoides  ist,  so 
folgt  schliesslich: 

A,  =  tif(6'  +  (0,       B,  =  IM  (c«  +  a«),       r,^lM{a^  +  br     (420 

Für  eine  beliebige  Axe  durch  den  Schwerpunkt,  welche  durch 
die  Cosinus  a,  ß,  y  ihrer  Winkel  mit  den  Hauptaxen  bestimmt  ist^ 
ergiebt  sich: 

M.  =  iif  [(6-  +  c«)  «•  +  (0'  +  a')ß'  +  {a'  +  6«)  y«] 
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Die  vorstehend  entwickelten  allgemeinen  Gesetze  über  die  Träg- 
heitsmomente gestatten  nun  den  Werth  der  lebendigen  Kraft  ^ 
für  ein  starres  System,  z.  B.,  was  der  praktisch  einzig  wichtige 
Fall  ist,  für  einen  continuirlichen  Körper  zu  berechnen. 

Nach  seiner  Definition  ist: 

setzen  wir  hierein  die  Werthe  der  Geschwindigkeiten  nach  (32"),  so 
folgt  zunächst: 

+  fi'^fdm  ((^  -  z:f  +  (x^ x,y)  +  v'fdm  {{x  -  x^f  +  (y  -  y^y) 
+  2x:i^  M  Jdm{x.  -  ^,)  -  v'Jdm  (y  -  y,) )'  (43) 

+  2  yo  iv  j  dm  {x  —  x^)  —  X  jd m  {z  —  z^)  j 
+  2  zj  (?:  J  dm{y  —  y,)  —  fi'jdm{x  —  x^)  j 

—  2  fiv   \  dm{y  —  y^{%  —  ^o)  —  2  v  X  \  dm{z  —  x^){x  —  x^) 

—  21'  fi'Jdm{x  —  a:o)(t/  -  t/o). 

Bezeichnet  man  die  relativen  Coordinaten  |  —  iCo»  ^  —  y©»  ?  —  ^« 
des  Schwerpunktes  gegen  den  im  Körper  festen  Punkt  Xo,  y^  «o  nait 
|o>  Vot  Co»  die  Trägheits-  und  Deviationsmomente  um  Parallele  zu 
den  Coordinatenaxen  durch  den  Punkt  x^j  y^,  z^,  um  welche  Axen 
auch  die  Drehungsgeschwindigkeiten  T,  fi\  v  gerechnet  sind,  mit 
Eo>  Ho,  Zo,  Eo',  Ho',  Zo',  so  schreibt  sich  dies  Resultat  viel  einfacher: 

2  ¥^=  m[<*  + 1/,-  +  ;r,"  +  2a:;(^'C,.  -  i/i7o)  +  2y:{y%  -  A'i;)  +  2<(A'fy,  -  ^'|,)] 
+  r  Eo  +  iti"Ho  +  t^^Zo  +  2|u'i/'Eo'  +  2t.'r  Ho'  +  2  A>'Zo'.       (43') 

Führen  wir  die  resultirende  Fortschreitungsgeschwindigkeit  fti.. 
des  Punktes  x^,  i/o»  ^o  ein  durch 


und  die  Cosinus  a^y  /?o,  ^  der  Winkel,  welche  sie  mit  den  Coordi- 
natenaxen einschliesst,  durch 

r/   —  ?^  /?  —  i^  -'   —  1"- 

t^o  *^o  <»>0 
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fiihren  wir  ferner  die  resultirende  Rotationsgeschwindigkeit  To  um 
den  Punkt  Xo,  y^i  ^o  ein  durch 

To    =  A      +  jli      +1' 

und  die  Cosinus  a,  /8,  y  der  Winkel,  welche  die  Rotationsaxe 
oder,  kurz  gesagt,  welche  der  Vector  t«  mit  den  Coordinatenaxen 
einschliesst,  durch 

*0  *0  *0 

so  ergiebt  sich: 

2i/^=w(<  +  2ro(yo[«o(/?&--r^o)+/So(/|o-«?o)+?'oMo--/S|o)]) 
+  To'(«'£o  +  /S'Ho  +  y'Zo  +  '^ßr^:  +  2raH:  •\-2aßZ:). 

Hierin  können  wir  nach  (35')  das  Trägheitsmoment  M«  um  die 
Richtung  der  momentanen  Drehungsaxe  r«  einführen  und  schreiben: 

2  W=^m((o:  +  2r,(ü,[aAß^o-rrio)^-ß.{yh-^^o)  +n(a^o-/?|o)])  +  To'Mo-  (43") 

Bezeichnet  man  schliesslich  mit  a°,  /S*,  y*  die  Cosinus  der 
Winkel,  welche  eine  zu  coo  und  To  normale  Richtung  cr^  mit  den 
Coordinatenaxen  einschliesst,  falls  od^  zu  To  zu  (t^  liegt  wie  X  zu  Y 
zu  Z,  und  nennt  t9*  den  Winkel,  der  zwischen  der  Richtung  von 
w.  und  To  liegt,  so  wird 

/9or-ro/?  =  e^'^sini^, 

T'o«  —  c^«/  =  /y'sinö', 

c^o/?  — /?o«  =  ;'**sin«9-, 

und  es  kommt  noch  einfacher: 

2  «f^  =  m  (rV  +  2  To  r^o  sin  i5^  (|.. ««  +  iy,  /S^  +  ^,  ^r«))  +  x;  M«.  (43'") 

Dieser  Werth  ist  noch  vollkommen  allgemein,  denn  weder  über 
die  Bewegung  des  Körpers,  noch  über  die  Lage  des  Coordinaten- 
systemes  ist  irgend  eine  specielle  Voraussetzung  gemacht.  Führt 
man  solche  ein,  so  kann  man  das  Resultat  noch  weiter  vereinfachen. 

Fällt  z.  B.  der  willkürliche  Punkt  x^,  y^y  z^»  auf  den  sich  Ver- 
schiebungen und  Drehungen  beziehen,  in  den  Schwerpunkt  des 
Körpers,  so  ist  g^  =  ^^  =  i;;  =  0,  und  wir  setzen  w«  =  <w,,  To  =  r,, 
M.  =  M,,  woraus  folgt: 

2y^=m<  +  M,r;;  (44) 

die  ganze  lebendige  Kraft  ergiebt  sich  hier  gemäss  S.  181  als  die 
Summe   eines  nur  von  der  Fortschreituug  und  eines  nur  von  der 
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Drehung  abhängigen  Gliedes,  nämlich  als  die  Summe  der  leben- 
digen Kräfte  der  fortschreitenden  und  der  drehenden  Bewegung. 

Dieselbe  Form  resultirt,  wenn  in  (43'")  der  Winkel  &  zwischen 
den  Richtungen  von  co^  und  r«  verschwindet  —  eine  Beziehung,  die 
man  nach  S.  192  durch  Wahl  des  Coordinatensystemes  stets  er- 
reichen kann  —  oder  auch,  wenn  der  Schwerpunkt  in  der  Ebene 
liegt,  welche  die  durch  den  Punkt  x^,  y^,  x.^  construirten  Richtungen 
der  Geschwindigkeit  «o  und  der  Rotationsaxe  von  To  enthält,  also 
|oa^  + ^0/3^  +  ^/^  =  0  ist. 

Ist  ein  Punkt  des  Körpers  fest,  so  legt  man  in  diesen  natur- 
gemäss  die  Stelle  a:«,  ^oj  ^o  und  erhält  dann  Oo  =  0  und  somit 

2«f^=ro'Mo;  (44') 

drückt  man  hierin  Mo  nach  (36")  durch  die  Hauptträgheitsmomente 
Ao,  Bo,  fo  aus  und  berücksichtigt,  dass  die  Projectionen  des  Vectors  t« 
auf  die  Hauptträgheitsaxen  nach  S.  189  die  Drehungsgeschwindig- 
keiten «o'j  /3o',  Yo  um  diese  Axen  darstellen,  so  erhält  man  auch: 

2  ¥^  =  Ao  «o"  +  Bo  ßr  +  To  y:\  (44") 

§  20.    Bedingungen  des  Gleichgewichtes  eines  starren  Körpers. 
Beispiele.     Der  Anfang  der  Bewegung  eines  starren  Körpers. 

Nachdem  wir  in  den  vorigen  Abschnitten  alle  die  in  den  Be- 
wegungsgleichungen für  einen  starren  Körper  auftretenden  Functionen 
ausführlich  untersucht  haben,  gehen  wir  nun  zu  ihren  Anwendungen 
über  und  fragen  zunächst  nach  den  Bedingungen  dafür,  dass  bei 
verschwindenden  Geschwindigkeiten  auch  alle  Beschleunigungen  ver- 
schwinden. Diese  Bedingungen  bestimmen  nach  S.  58  das 
Gleichgewicht  eines  starren  Körpers,  weil  bei  ihrer  Er- 
füllung vorhandene  Ruhe  auch  durch  die  wirkenden  Kräfte 
nicht  aufgehoben  wird. 

Wir  gehen  aus  von  den  Gleichungen  (33)  und  fllhren  ein,  dass 
^9  Vof  ^0,  A',  fi,  V  verschwinden  sollen.  Da  der  Körper  ruht,  so 
können  wir  das  in  ihm  feste  System  ohne  Beschränkung  der  All- 
gemeinheit mit  dem  im  Räume  festen  zusammenfallen  lassen,  also 
a^o  =  2/o  =  ^0  =  0  setzen ;  A',  ju',  v  sind  dann  die  Rotationsgeschwin- 
digkeiten um  die  Coordinatenaxen  selbst  Berücksichtigen  wir,  dass 
nach (32")  die  Differentiation  von  x^,  y^,  Zj^  nach  t  in  xj,  yo,  ««',  ^\  M»  ^' 
lineare  homogene  Ausdrücke  liefert,  die  nach  der  Annahme  ver- 
schwinden, so  erhalten  wir  unter  Anwendung  der  Bezeichnungen  (33') 
und  (34)  folgende  sechs  Gleichungen,  in  denen  die  Kraftcompo- 
nenten  JY^  r^,  Z^  für  verschwindende  Geschwindigkeiten  x^',  y^',  «^' 
zu  nehmen  sind: 
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m 


m 


I  dx;        y.  dft'  dy'\  _  -ST  V 

(dy,'j.d^        .dl'\_^y 


VI 


m 


m 


Dies  System  zeigt,  dass^  wenn  die  Beschleunigung  vom  Zustand 
der  Ruhe  aus  stattfindet,  zwischen  den  sechs  Beschleunigungen  und 
den  Kraftcomponenten  X,  Y,  Z  nebst  Momenten  L,  M,  N  sechs  lineare 
Beziehungen  mit  nie  verschwindender  Determinante  bestehen,  und 
dass  somit  die  ersteren  nur  mit  den  letzteren  verschwinden.  Nun 
ist  nach  den  Formeln,  welche  für  Einführung  eines  neuen  Coordi- 
natensystemes  gelten,  mit  dem  Verschwinden  der  Beschleunigungen 
in  Bezug  auf  ein  beliebiges  Coordinatensystem  das  für  jedes  andere 
nothwendig  verknüpft;  dasselbe  gilt  für  die  Kräfte  und  auch  für  die 
Drehungsmomente  bei  verschwindenden  Gomponentensummen;  daher 
gilt  der  folgende  Satz: 

Für  das  Gleichgewicht  eines  starren  Systemes  ist  die 
nothwendige  und  hinreichende  Bedingung. das  Verschwin- 
den der  Kraftcomponenten  und  Drehungsmomente  in  Be- 
zug auf  ein  beliebiges  Coordinatensystem,  ausgedrückt 
durch  die  Gleichungen: 

»  *  *  (46) 

k  h  h 

Sind  also  die  Kräfte  X^,  F^,  Z^  als  Functionen  der  Coordi- 
naten  Xj^,  y^,  «^  gegeben,  so  wird  sich  aus  diesen  Formeln  im  All- 
gemeinen die  Lage  bestimmen  lassen,  in  welcher  der  Körper  in 
Ruhe  verharren  kann.  Ist  der  starre  Körper  nicht  vollkommen  frei 
beweglich,  sondern  an  feste  Bahnen  oder  Axen  gebunden,  so  sind 
aus  den  Componenten  jene  Theile  X^,  ly,  Z^  auszusondern,  welche 
die  Reactionen  der  Bahnen  oder  Axen  darstellen  und  nicht  direct 
gegeben  sind.     Der  dadurch  gesteigerten  Anzahl  der  Unbekannten 

W.Voigt,  Mechanik.    Zweite  Aufl.  15 
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entsprechend  wächst  auch  die  Anzahl  der  Gleichungen  durch  die 
Bedingungen,  welche  auf  jene  Reactionskräfte  führen. 

Unter  diesen  Bedingungen  sind  die,  dass  irgend  ein  Punkt  des 
starren  Systemes  auf  einer  festen  Oberfläche  oder  Curve  zu  bleiben 
gezwungen  ist,  genau  wie  die  analogen  in  §  9  für  materielle  Punkte 
aufgestellten  zu  behandeln.  Sie  geben  eine,  resp.  zwei  Gleichungen 
für  dessen  Coordinaten,  zugleich  eine,  resp.  zwei  in  ihrer  Richtung 
gegebene,  aber  in  ihrer  Grösse  unbekannte  Reactionskräfte^  die  in 
dem  gebundenen  Punkte  angreifen. 

Ist  ein  Punkt  p  vollkommen  fest  gelegt,  so  ist  für  das  stan*e 
System  noch  eine  Drehung  um  denselben  möglich.  Es  ist  hier  sonach 
der  Werth  der  drei  Coordinaten  x^^  y^,  x^  als  gegeben  und  zugleich 
die  in  ihm  wirkende  Reactionskraft  nach  Grösse  und  Richtung  (und 
damit  X',  F,  Z)  als  unbekannt  in  die  Gleichungen  (46)  einzuführen. 

Diesen  Fall  wollen  wir  als  erstes  Beispiel  besprechen. 


1.   Gleichgewicht  eines  um  einen  festen  Punkt  drehbaren 

Körpers. 

Ist  der  feste  Punkt  zum  Coordinatenanfang  gewählt,  so  treten 
die  in  ihm  angreifenden  Reactionscomponenten  X\  Y\  Z'  nur  in  den 
Componentensummen  auf,  und  wir  erhalten  die  Bedingungen: 

^'  +  ^^1.  =  ö,  r  +  2 i^A  =  0,  -z'  +  ^z,  =  0, 

Hk  h  h 

Die  drei  ersten  Formeln  bestimmen  die  Reaction  des  festen 
Punktes,  die  drei  letzten  stellen  die  Gleichgewichtsbedingungen  dar. 
Da  nach  den  letzteren  L,  M,  X  verschwinden,  so  ergiebt  das  S.  201 
über  diesen  Fall  Gesagte,  dass  die  gegebenen  Kräfte  üT^  sich  ersetzen 
lassen  müssen  durch  eine  einzige  Kraft  Ä',  deren  Richtung  den 
festen  Punkt  enthält;  die  ersteren  zeigen,  dass  die  in  demselben  an- 
greifende Reactionskraft  jener  Resultirenden  A'  gleich  und  entgegen- 
gesetzt gerichtet  ist. 

Für  parallele  Kräfte  spricht  sich  das  Resultat  specieller  so  aus, 
dass  die  Verbindungshnie  des  Kräfbemittelpunktes  mit  dem  festen 
Punkt  den  gegebenen  Kräften  parallel  und  die  Reaction  ihrer 
Summe  entgegengesetzt  gleich  sein  muss. 

Wirkt  speciell  nur  die  Schwere,  so  muss  der  Schwerpunkt  des 
Körpers  in  der  Verticalen  durch  den  festen  Punkt  liegen,  wie  man 
sagt  „unterstützt"  sein;  die  Reaction  ist  dem  Gewicht  des  Körpers 
gleich. 
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Lenkt  man  den  Körper  aus  der  hierdurch  gegebenen  Gleich- 
gewichtslage unendlich  wenig  ab,  so  dass  der  Schwerpunkt  in  Bezug 
auf  das  Coordinatensystem^  dessen  Nullpunkt  der  feste  Punkt  und 
dessen  Z-Axe  vertical  nach  unten  gerichtet  ist,  die  Coordinaten 
I,  fjj  f  erhält,  so  werden  die  Drehungsmomente  erregt 

in  welchen  G  das  im  Schwerpunkt  angreifende  Gesammtgewicht  des 
Körpers  bezeichnet  Man  erkennt  sogleich  durch  die  geometrische 
Anschauung,  dass  diese  Momente  den  Körper  in  die  Ruhelage 
zurückführen,  wenn  der  Schwerpunkt  unterhalb  der  Unterstützung 
lag,  im  anderen  Falle  ihn  von  ihr  entfernen;  das  Gleichgewicht 
ist  also  im  ersteren  Falle  stabil,  im  zweiten  labil.  Fällt  der 
Unterstützungspunkt  in  den  Schwerpunkt,  so  erregt  eine  Ablenkung 
aus  der  Ruhelage  gar  kein  Moment;  das  Gleichgewicht  ist  in  diesem 
Falle  indifferent.  — 

Wird  ausser  dem  Punkte  p  noch  ein  zweiter  q  festgehalten  — 
beide  werden  in  der  Wirklichkeit  zumeist  in  der  Oberfläche  des 
Körpers  liegen  — ,  so  können  alle  in  der  Richtung  pq  liegenden 
Punkte  ihren  Ort  nicht  verändern,  der  Körper  ist  nur  noch  um  p^ 
als  Axe  drehbar.     Diesem  Falle  wollen  wir  uns  jetzt  zuwenden. 


2.     Gleichgewicht   eines   um    eine   feste   Axe   drehbaren 

Körpers;    Theorie  der  Waage. 

Legen  wir  die  Z-Axe  in  die  Richtung  der  festen  Geraden  pq, 
den  Coordinatenanfang  in  die  Stelle  p  und  bezeichnen  die  Ent- 
fernung pq  mit  e,  so  lauten  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes: 

X  +  X'  +  2^,  =  0,   F  +  7"  +  2^  =  0,  Z'  +  Z"  +  2^A  =  0, 
-  er'+2(y.^.  -  ^.  ^J  =  0,  +  eX"^^{x^X^  -  ^.  ^^)  =  0,(46") 

Man  erkennt,  dass  die  sechs  Componenten  A'',  7',  Z'  und 
X'\  y,  Z"  der  beiden  Reactionskräfte  nur  in  fünf  von  diesen  sechs 
Gleichungen  auftreten,  und  sonach  eine  Formel  durch  die  äusseren 
Kräfte  allein  zu  erfüllen  ist  Von  den  vorkommenden  Combina- 
tionen  der  Reactionscomponenten  sind 

-  (A"  +  A"),     -  (r  +  r'),     -  (z'  +  z") 

die  Componenten  der  Kraft,  +  e  Y",  —  e  X"  die  Momente  um  die  A- 
und  F-Coordinatenaxen ,   welche,   wie   man  kurz  sagt,  die  Axe  pq 

15* 
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erfährt  Die  ersten  fünf  Gleichungen  gestatten  X',  X'%  T,  Y" 
gesondert  durch  die  äusseren  Kräfte  zu  bestimmen,  nicht  aber  Z' 
und  Z",  die  nur  in  der  Combination  Z'  +  Z"  auftreten;  dies  rührt 
davon  her,  dass  Z'  —  Z"  durch  die  Starrheit  des  Körpers  paralysirt  wird. 
Die  Gleichgewichtslage  des  Körpers  ist  allein  bestimmt  durch 
die  Bedingung: 

Nach  Formel  (17")  kann  man  dafür  auch  schreiben: 

:^'A1'a  =  0,  (46'") 

worin  P^  die  Componente  von  Ä"^  nach  der  X  F-Ebene  und  f^  ihren 
Hebelarm  bezeichnet;  die  Vorzeichen  der  p^^  bestimmen  sich  dabei 
nach  der  auf  S.  196  gegebenen  Eegel. 

Für  nur  zwei  wirkende  Kräfte  resultirt  hieraus  das  sogenannte 
Hebelgesetz,  ausgedrückt  durch  die  Formel: 

Diese  Gleichung  (46'")  enthält  u.  a.  die  Theorie  der  Waage, 
welche  wir  ihrer  praktischen  Wichtigkeit  wegen  ausführlicher  be- 
sprechen wollen. 

Die  Waage  ist  ein  um  eine  horizontale  Axe  A  drehbarer  starrer 
Körper,  welcher  unter  der  Wirkung  seines  Gewichtes  und  desjenigen 

von  an  seinen  Enden  aufge- 
hangenen schweren  Massen 
im  Gleichgewicht  ist  (Fig.  22.) 
Wir  nennen  die  Waage  un- 
belastety  wenn  diese  Massen 
nur  diejenigen  m,  und  m, 
der  Waagschalen  sind. 

Das   Gewicht  mg  des 
Waagebalkens      greift      in 
dessen     Schwerpunkt     an; 
Fig.  22.  letzterer  liege  im  Abstand« 

von  der  Drehungsaxe  J,  und 
die  Normale  von  «  auf  A  schliesse  den  Winkel  a  mit  der  nach 
unten  positiv  gerechneten  Verticalen  ein.  Die  Gewichte  m^g  und 
m^g  der  Waagschalen  greifen  in  den  Punkten  B^  und  B^  an,  deren 
Lothe  auf  die  Axe  A  resp.  AB^  =  q^y  AB^  =  q^  sein  und  mit  der 
Verticalen  die  Winkel  a^  und  a.  einschliessen  mögen. 

Die  Bedingung  des  Gleichgewichtes  im  unbelasteten  Zustande 
lautet  dann  nach  (46"'),  da  der  gemeinsame  Factor  g  herausfällt: 

Wt  q^  sin  a,  —  m,  q^  sin  a,  +  m  s  sin  er  =  0 ;  (47) 


ifm, 


Tri 


7/t- 
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da  die  Winkel  a^  --  <t,  of ,  +  er  als  der  Waage  individuelle  Con- 
stanten betrachtet  werden  können,  so  folgt  aus  dieser  Formel  ein 
die  Gleichgewichtslage  der  Waage  charakterisirender  Werth  von  o*. 
Legen  wir  nun  auf  die  Waagschale  (2)  die  unbekannte  Masse  M, 
auf  (1)  eine  solche  Anzahl  Gewichtsstücke  M^  dass  die  Stellung  des 
Waagebalkens  wieder  die  erste  wird,  d.  h.,  dass  a  den  ursprünglichen 
Werth  erhält,  so  muss  jetzt  gelten: 

(w,  +  M,) q^  sin a,  —  (w,  +  ilf) q^  sin a^  +  ms  sinff  —  0.       (47') 

Die  Differenz  beider  Formeln  giebt: 

if,  q^  sin  a^  =  Mq^  sin  er,; 

wäre  also  die  Waage  derart  symmetrisch,  dass  q^  sin  «^  =  q^  sin  a^  gälte, 
so  würde  hieraus  folgen  M=  M,,  und  man  erhielte  durch  die  Masse 
der  aufgelegten  Gewichte  if»  direct  die  unbekannte  Masse  M  be- 
stimmt. Man  gelangt,  ohne  diese  Voraussetzung  als  erfüllt  anzu- 
nehmen, zu  dem  gleichen  Ziel,  wenn  man  eine  zweite  Beobachtung 
so  anstellt,  dass  man  die  unbekannte  Masse  M  auf  die  Waag- 
schale (1)  legt  und  durch  auf  (2)  gelegte  Gewichtsstücke  von  der 
Oesammtmasse  Jf,  die  ursprüngliche  Gleichgewichtslage  wieder  her- 
stellt    Dann  gilt  noch  weiter: 

Mq^  sin  a^  =  if,  q^  sin  a„ 
und  ans  diesen  beiden  Gleichungen  folgt: 


M=^M,M,;  (47") 

der  Werth  der  gesuchten  Masse  ist  hierdurch  unabhängig  von  dem  so- 
genannten „Fehler  der  Waage^^  bestimmt,  unter  welchem  Namen  man 
die  Abweichung  f  des  Verhältnisses  q^  sin  ajq^  sin  at  von  der  Einheit 
versteht     Man  bemerkt,  dass  obige  Gleichungen  ergeben: 

Jtfi   _   gt'  sin'  g,  f47'"^ 

Mt         q*  sin*  a,  '  ^         ' 

und  somit  auch  die  Bestimmung  dieses  Fehlers  durch  die  be- 
schriebenen zwei  Beobachtungen  gestatten. 

Sind  Jfj  und  Jf,  um  einen  nur  sehr  kleinen  Bruchtheil  ihres 
Werthes  von  einander  verschieden,  so  kann  man  statt  der  letzten 
beiden  Formeln  unter  Vernachlässigung  der  GUeder  zweiter  Ord- 
nung schreiben: 

j^ Mi  +  Mt  q,  sin  a,  —  ^,  sin  «i   - if,  —  Jf, 

2         '  ^  sin  ä;  —  /  —       2lf,      * 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  diese  Betrachtung  ignorirt,  dass  in 
Wirklichkeit  der  Waagebalken  nicht  starr  ist  und  demgemäss  die 
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Winkel  a^-—  a,  a,  +  ö-  sich  ein  wenig  mit  der  Belastung  ändern. 
Ist  die  Waage  von  Anfang  an  symmetrisch,  bleibt  sie  dies  auch  bei 
symmetrischer  Belastung  und  sind  ausserdem  die  Massen  beider 
Waagschalen  m,  und  m,  gleich,  so  ist  die  Biegung  des  Balkens 
ohne  Einfluss  auf  die  beschriebene  Messung;  im  anderen  Falle  giebt 
sie  im  Resultat  einen  kleinen  Fehler.  — 

Unter  der  Empfindlichkeit  einer  Waage  versteht  man  den 
Ausschlag,  welchen  ihr  Zeiger  bei  einem  gegebenen,  der  Belastung  der 
einen  Waagschale  zugefügten  Uebergewicht  giebt  Wir  wollen  unter- 
suchen, von  welchen  umständen  dieser  Ausschlag  abhängig  ist. 

Wird  bei  der  Anordnung  der  Belastungen,  welche  die  durch 
einen  bestimmten  Winkel  a  gegebene  Gleichgewichtslage  zur  Folge 
hat  und  deren  Bedingungsgleichung  (47')  ist>  auf  die  Waagschale  (1) 
das  Uebergewicht  /x  zugelegt,  so  verwandeln  sich  u^  in  «i  —  c,  er  in 
er  —  6,  a,  in  a,  +  €  und  es  gilt  nun : 

(w,  +  Mj  +  /x)  q,  sin  {a^  —  a)  —  (w,  +  M^q^  sin  (a,  +  «)  +  ws  sin  (o*  —  c)  =  0. 

Die  Differenz  dieser  Formel  und  der  mit  cos  6  multiplicirten 
Gleichung  (47')  ergiebt: 

[(w,  +  M^+  pl)  q^  cos  «,  +  (w,  +  if.)  q^  cosc^,  +  ms  cos  er]  tg  8  =  fiq^  sin  a^. 

Multiplicirt  man  die  Gleichung  (47')  mit  cose^ctge,  die  letzte 
Formel  mit  sin  er,  und  addirt,  so  folgt: 

[(m,  +  M,)  q^  sin  [a,  +  a,)  +  ju  q,  cos  a»  sin  a,  +  m  «  sin  (a,  +  c)]  tg  € 

=  ju  ^,  sin  a,  sin  a^.  ^  ^f 

Wenn  der  Factor  von  tgc  positiv  und  gross  gegen  ptq^  ist,  so 
ergiebt  diese  Formel  für  e  einen  stets  kleinen  Werth.  Geht  da- 
gegen bei  praktisch  möglichen  Verhältnissen  der  Belastung  der 
Klammerwerth  durch  Null,  so  erreicht  und  überschreitet  8  den 
Werth  90®,  die  Waage  schlägt  bei  beliebig  kleiner  Belastung  um 
und  ist  deshalb  unbrauchbar.  Dies  kann  insbesondere  dann  ein- 
treten, wenn  s  negativ  ist,  also  der  Schwerpunkt  des  Waagebalkens 
oberhalb  der  Drehungsaxe  A  liegt,  und  die  Belastung  M^  klein  ist; 
femer  auch  wenn  der  Winkel  a»  +  er,  grösser  als  180®  ist,  also  die 
Verbindungslinie  der  Aufhängepunkte  B,  und  B^  oberhalb  Ä  liegt, 
und  die  Belastung  M,  gross  ist.  Solche  Fälle  mögen  ausgeschlossen 
werden. 

Da  es  sich  hiemach  nur  um  kleine  Winkel  6  handelt,  so  können 
wir  tg€  mit  6  vertauschen  und  erhalten,  falls  wir  noch  die  Länge 
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des  Zeigers  gleich  l,  den  Ausschlag  le  =  e  setzen,  als  schliessliches 
Resultat: 

g fi  Igt  Bing,  sin  a^ .^^^ 

(w,  +  3f,) ^,  sin (a,  +  a^)  +  ms  sin {a^  +  (r)  +  fji q^  cos  ot,  sin  a,  ^       ' 

Der  Ausschlag  findet  sich  also  im  Allgemeinen  von  der  Be- 
lastung 3f,  abhängig,  nämlich  abnehmend,  wenn  diese  wächst  Es 
werden  hiemach  grössere  Massen  mit  kleinerer  absoluter  Genauig- 
keit bestimmbar  sein,  als  kleinere.  Dies  wäre  um  so  mehr  unbe- 
quem, als  bei  den  meisten  Anwendungen  der  Waage  Bestimmungen 
verschieden  grosser  Massen  durch  Addition  und  Subtraction  yer^ 
bunden  werden,  und  dabei  die  Ungenauigkeit  der  grösseren  die  Ge- 
nauigkeit der  kleineren  aufheben  würde. 

Ea  ist  daher  von  Wichtigkeit,  dass  diese  Abhängigkeit  des  Aus- 
schlages Yon  der  Belastung  verschwindet,  wenn  man  den  Winkel 
(a^  +  a^)  zwischen  den  beiden  Hebelarmen  gleich  n  macht,  d.  h.  die 
Auf  hängepunkte  B,  und  B^  der  Massen  in  dieselbe  durch  die  Drehungs- 
axe  A  gehende  Ebene  legt     Dann  gilt  einfacher: 

e  =  —  .-_-^'f  «'"*«'   -   -, ..- ;  (48") 

m  s  siu  («2  +  (T)^  fji  Qi  cos  o,  sin  o,  ^       ' 

es  ist  indess  zu  bemerken,  dass  diese  Voraussetzung  mit  Strenge 
nur  fnr  eine  Belastung  erfüllt  sein  kann,  da  die  Arme  mit  wachsen- 
der Belastung  sich  biegen.  Um  sin  {a^  +  a^  stets  mögUchst  klein  zu 
machen,  ist  es  daher  vortheilhaft^  den  Balken  so  einzurichten,  dass  im 
unbelasteten  Zustand  [a^  +  «,)>  jr,  bei  mittlerer  Belastung  («i  +  a,)  =  n 
und  erst  bei  grösserer  (a^  +  a^  <  n  ist  Dabei  ist  das  oben  zu  dem 
Fall  a^  +  Ut>  %  Gesagte  zu  berücksichtigen. 

Nehmen  wir  schliesslich  a  sehr  wenig  von  ^n,  a  sehr  wenig  von 
Null  verschieden  an,  so  ergiebt  die  letzte  Formel  in  Annäherung: 

c  =  -^^-^- .  (48'") 


ms 


Der  Ausschlag  ist  also,  abgesehen  von  dem  Factor  /x,  pro- 
portional mit  der  Zeigerlänge  /  und  der  Hebellänge  q\  beide 
werden  daher  passend  so  gross  als  möglich  gewählt  Für  sehr 
genaue  Messungen  wird  Ablesung  mit  Spiegel,  Femrohr  und  Scala 
angewandt  und  dadurch  l  gleich  mehreren  Metern  gemacht 

Der  Ausschlag  ist  femer  indirect  proportional  mit  der 
Masse  des  Balkens  m  und  dem  Abstand  s  zwischen  dessen 
Schwerpunkt  und  der  Drehungsaxe;  beide  wird  man  also  mög- 
lichst klein  herzustellen  suchen.  Dabei  schliessen  allerdings  die 
möglichste  Kleinheit  von  m  und  die  möglichste  Grösse  von  q  sich 
bis  zu  einem  gewissen  Grade  gegenseitig  aus,  da  der  Balken  trotz 
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geringer  Masse  und  trotz  grosser  Länge  sich  nahezu  wie  ein  starrer 

Körper   verhalten   muss;  man   hat  versucht,   durch  eigenthümliche 

Formen   der  Balken  die  beiden  Anforderungen   gleichzeitig  zu  er- 
füllen. 

Der  Kleinheit  von  s  wird  dadurch  eine  Grenze  gesetzt,  dass 
die  Schwingungsdauer  der  Waage  mit  verschwindendem  s  unendlich 
wird,  und  daher  schon  bei  sehr  kleinem  s  die  Beobachtungen  unbe- 
quem sind.  — 

Sind  an  dem  starren  Körper  drei  Punkte,  die  nicht  in  einer 
Geraden  liegen,  festgehalten,  so  ist  derselbe  durch  keine  wie  immer 
gewählte  Kraft  zu  bewegen,  denn  keine  der  sechs  Gleichungen  des 
Gleichgewichtes  ist  dann  von  den  Reactionskräften  frei.  Gegenstand 
der  Untersuchung  können  hier  also  ausschliesslich  die  in  den  drei 
unterstützten  Punkten  wirkenden  Reactionskräfte  sein.  Hierfür  giebt 
die  folgende  Aufgabe  ein  einfaches  Beispiel 


3.   Bestimmung  der  Drucke,  welche  ein  in  drei  Punkten 
unterstützter  schwerer  Körper  in  denselben  ausübt. 

Sei  O  das  Gewicht  des  Körpers,  welches  parallel  der  Z-Axe 
vrirkt  und  in  dem  Schwerpunkte  angreift,  dessen  Goordinaten  |=i7-=0, 
C  =  h  sein  mögen,  seien  .Y^*\  Y^\  Z^^^  für  Ä  =  1,  2,  3  die  Compo- 
nenten  der  Reactionskräfte,  die  in  den  festen  Punkten  a^,  yj.,  x^  an- 
greifen, dann  gelten  die  sechs  Gleichungen: 

2^Y^*^  =  0,2  ^'*  =  0,    ;2z^*^  +  ö  =  0, 
k  k  k  (49) 

k  k  k 

worin  die  Summen  über  alle  Reactionskräfte  ausgedehnt  sind. 

Man  erkennt,  dass  durch  diese  sechs  Gleichungen  die  neun  Un- 
bekannten X^^\  Y^^\  Z^^  nicht  bestimmbar  sind.  Man  kann  daher 
dem  gegebenen  Problem  noch  willkürliche  Beschränkungen  hinzu- 
fügen, unter  denen  sich  am  meisten  die  empfiehlt,  dass  alle  X^^^  und 
y^*^  gleich  Null  sind,  weil  sie  dem  Falle  entspricht,  dass  der  Körper  — 
z.  B.  ein  physikalischer  Apparat  —  mit  drei  Punkten  auf  drei 
reibungsfreien  horizontalen  Ebenen  ruht. 

In  diesem  Falle  wird  sehr  einfach: 


k 


^'*'+G  =  0,         2y*^""  =  0,       ^a^Z^*'  =  0        (490 
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and  daher: 


-Z     =  + ^^ ,  -Z     =+ ^^ , 


-  Z<'>  =  + 


ix,  y,  -  y,  a?,)  Q 


(49") 


wonn 


^  =  {p^tV*  —  ytic.)  +  (a^i^i  —  y.a;,)  +  (x.y,  —  y,  a:,) 

die  doppelte  Fläche  des  Dreiecks  ist,  dessen  Ecken  die  Projectionen 
der  drei  unterstützten  Punkte  auf  die  XF- Ebene  bilden,  und  —  Z^**, 
—  Z^\  —  Z^*^  die  Drucke  sind,  welche  dieünterstützungspunkte  erleiden. 

Der  Druck  auf  einen  z.  B.  den  1.  Punkt  ist  also  positiv,  wenn 
der  Goordinatenanfang  und  hiermit  der  Schwerpunkt  des  Körpers 
mit  ihm  auf  derselben  Seite  der  verticalen  Ebene  durch  die  Verbin- 
dungslinie 2,3  liegt,  negativ,  wenn  auf  verschiedenen;  er  verschwin- 
det, wenn  derselbe  in  diese  Ebene  rückt,  also  x^jy^  =  aJi/y.  ist 

Zwei  Punkte  (2)  und  (3)  erleiden  den  gleichen  Druck,  wenn 

also  der  Schwerpunkt  in  der  verticalen  Ebene  durch  die  Verbin- 
dungslinie des  Punktes  (1)  mit  der  Mitte  der  Geraden  2,3  liegt 


4.  Theorie  der  bifilaren  Aufhängung  unter  Rücksicht  auf 

die  Drillung  der  Fäden. 

Ist  ein  schwerer  Körper  an  zwei 
in  Bezug  auf  die  Verticale  durch  seinen 
Schwerpunkt  symmetrischen  Punkten 
an  zwei  gleich  langen  Fäden  befestigt, 
deren  feste  Ekiden  in  derselben  Hori- 
zontalebene liegen,  und  wird  auf  ihn 
ein  gegebenes  Moment  N  um  die  Ver- 
ticale durch  seinen  Schwerpunkt  aus- 
geübt, 80  nimmt  er  eine  Gleichge- 
wichtslage ein,  die  dadurch  bestimmt 
ist,  dass  die  durch  die  Schwere,  die 
durch  die  Fäden  und  die  von  aussen 
auf  ihn  ausgeübten  Kräfte  sich  zer- 
stören. 

Sei  gemäss  Figur  23  L  die  Länge 
der  Fäden,  2  o  ihr  oberer,  2  u  ihr  un- 
terer Abstand  und  tp  der  Winkel 
zwischen  den  verticalen  Ebenen  durch 
0  und  durch  u,  so  sind  die  Cosinus 
der  Winkel  von  L  mit  den  Coordinatenaxen,  von  denen  X  parallel  o, 


9  


7 
Fig.  28. 
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Y  horizontal  und  normal  dazu,  Z  aber  vertical  nach  unten  gerech- 
net werde,  gegeben  durch: 

±   C0S(L,   X)   = / ,  ±   COS(L,t/)   =   y-^y 


L 


cos 


,T        \  T  /l  tt'  +  O'  -  2ttOC08<JP 


0  und  w  mögen  als  Grössen  erster  Ordnung  neben  L  betrachtet 
und  ihre  Quadrate  vernachlässigt  werden. 

Parallel  den  Richtungen  L  wirken  die  Spannungen  S  der  beiden 
Fäden,  die  nach  der  Symmetrie  ihrer  Richtungen  in  Bezug  auf  den 
Schwerpunkt  des  Körpers  einander  gleich  sein  müssen.  Ihre  Com- 
ponenten  nach  den  Coordinatenaxen  sind  resp. 

iScos(L,  x),         Scos(L,  y),         Scos{L,  z), 

ihre  AngriflFspunkte  haben  die  Coordinaten 

±wcosqp,         iwsiny,         +Lcos(L,  z). 

Das  Gewicht  des  Körpers  sei  O;  es  ist  im  Schwerpunkt,  also 
in  einer  Stelle  der  Z-Axe,  angreifend  zu  denken. 

Die  Momente,  welche  die  Fäden  oder  Drähte  um  ihre  Axe  aus- 
üben, seien  Z>,  und  D,;  sie  können  ohne  wesentliche  Beschränkung 
der  Allgemeinheit  einander  gleich,  nämlich  gleich  D,  angenommen 
werden. 

Mit  diesen  Kräften  und  ihren  Momenten  sind  nun  die  sechs 
Gleichgewichtsgleichungen  (46)  zu  befriedigen. 

S^Ti  =  0,  2  ^Ä  =  0  ist  identisch  erf&Ut,  2^a  =  ^  ergiebt  durch 

2Scos{L,z)  +  Ö  =  0 

den  Werth  der  Spannungen  S,  die  nun  in  den  Momentengleichungen 
zu  benutzen  sind. 

Nach  der  Symmetrie  kann  ein  Moment  um  die  X-  resp.  F-Axe 
nicht  auftreten,  die  Summe  der  Momente  um  die  Z-Axe  muss  aber, 
da  man  die  Componente  der  D  nach  der  Z-Axe  durch  Projection 
erhält,  ergeben: 

2m  S  (cos  (p  cos  (L,  y)  —  sin  cp  cos  (L,  z))  +  22) cos (L,  z)  +  N  ^  0, 
oder  nach  Einsetzen  aller  früher  abgeleiteten  Werthe: 

__!^^op<P    ,2DcoB{L,z)  +  N=0; 

L  cos  (L,  *)  V    7    / 

hierin   ist   cos(L,  ^)  gemäss   seiner   Bedeutung   erst  um   ein  Glied 
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zweiter  Ordnung  von  Eins  verschieden  und  mag  jetzt  damit  ver- 
tauscht werden. 

Wirkt  kein  äusseres  Moment,  so  wird  die  Gleichgewichtslage, 
d.  h.  der  sie  bestimmende  Winkel  tp^,  gegeben  sein  durch: 

-  !tlO^  ^  2 A  =  0.  (50) 

wobei  Do  den  dieser  Lage  entsprechenden  Werth  von  D  bezeichnet 
Bei  der  Drehung  ifj  der  Drähte,  die  in  Folge  einer  Ablenkung  i/; 
des  Körpers  aus  dieser  Lage  eintritt,  nimmt  das  Moment  D«  um 
einen  mit  i/;  proportionalen  Betrag  D  ip  ab,  so  dass  bei  nunmehr 
wirkendem  äusseren  Moment  N  die  Bedingung  lautet; 

__«^ff«^V+jO_^2(D,-Zyv/)  +  JV=0.  (50') 

Ist  rp  +  cpo  80  klein,  dass  man  den  Sinus  mit  dem  Bogen  ver- 
tauschen kann,  so  erhält  man  durch  Subtraction  der  letzten  beiden 
Gleichungen: 

"^_?.  +  2Zr)  1/;  +  JV^=  0.  (50") 


-( 


Hierin  ist  o^  iaj  L  und  O  mehr  oder  weniger  direct  bestimmbar; 
liesse  sich  noch  Lf  angeben,  so  wäre  die  Möglichkeit  vorhanden, 
aus  der  Ablenkung  des  Körpers  aus  seiner  Ruhelage  die  Grösse  des 
ausgeübten  Momentes  N  zu  berechnen.  Dazu  bietet  der  Apparat 
selbst  ein  Mittel,  wenn  man  ihn  so  einrichtet,  dass  man  das  untere 
Ende  der  Drähte  um  einen  angebbaren  Winkel,  z.  B.  um  n,  gegen 
das  obere  drehen  kann,  am  einfachsten  dadurch,  dass  man  das  Ende 
an  einer  Oese  befestigt,  welche  in  einen  am  Körper  befindlichen 
Haken  passt. 

Bringt  man  eine  solche  Drehung  um  +n  hervor,  so  wird  der 
Apparat  ohne  die  Wirkung  eines  äusseren  Momentes  eine  um  xjj'  ge- 
änderte Ruhelage  annehmen,  gegeben  durch 

-  ii£Ä±.V!l  +  2(A  -D{n  +  ^/))  =  0; 
diese  Gleichung  führt,  mit  (50)  combinirt,  auf 

L 2ir  (;r  +  t/; )  =  0, 

worin  t/;'  neben  n  zu  vernachlässigen  ist,  so  dass  also  folgt: 

2n  =  -^-^f^^.  (51) 


286  Mechanik  starrer  Körper. 

Durch  Einsetzen  dieses  Werthes  in  (50")  erhält  man: 

•^=^"'('-r>. 

oder,  indem  man  noch   den  ganzen  Abstand  der  Fäden  oben  und 
unten,   0  =  2o  und   U  =  2u,  einführt,  schliesslich  auch: 

•^- --"/-('-:>■  ("1 

Da  man  das  Verhältniss  0/L  sehr  klein  (z.  B.  <  1/1000)  machen 
und  bei  Ablesung  mit  Femrohr,  Spiegel  und  Scala  den  Winkel  rff 
bis  auf  Secunden  bestimmen  kann,  so  eignet  sich  die  bifilare  Auf- 
hängung zur  Messung  sehr  kleiner  z.  B.  magnetischer  oder  elek- 
trischer Drehungsmomente;  bei  den  angegebenen  Verhältnissen  würde 
noch  der  0,000000005.  Theil  des  Momentes  UG  erkennbar  sein. 

Ist  die  Dicke  der  beiden  Fäden  nicht  sehr  gering  gegen  ihren 
Abstand,  so  ist  es  zweifelhaft,  ob  man  die  Entfernungen  ihrer  Axen 
als  die  Grössen  0  und  U  einfuhren  darf;  in  diesem  Falle  ist  es 
möglich,  durch  Schwingungsbeobachtungen  das  Glied  O  Ugl4L  zu 
bestimmen  —  eine  Methode,  auf  die  wir  später  zurückkommen. 

5.   Gleichgewicht  einer  schweren  Kugel  auf  drei  ihrerseits 
auf  einer  horizontalen  Ebene  liegenden  unter  der  Wirkung 

gleitender  Reibung. 

Seien  E,  -^,  O,  Gj^,  x,  y,  x,  a:^,  y^,  Xj^  flir  ä  =  1,  2,  3  Radien, 
Gewichte  und  Mittelpunktscoordinaten  der  oberen  und  der  drei  un- 
teren Kugeln,  ccj^  der  Winkel  der  VerbindungsUnie  des  Mittelpunktes 
der  oberen  Kugel  mit  dem  einer  unteren  gegen  die  Verticale.  Seien 
femer  JV^  die  in  der  Berührungsstelle  Bj^  der  oberen  Kugel  mit  einer 
der  unteren,  N^^'  die  in  der  Berührungsstelle  Aj^  einer  der  unteren  mit 
der  Ebene  wirkenden  normalen  Druckkräfte,  f^  und  f^'  die  resp. 
Reibungscoefficienten ;  die  nach  S.  117  factisch  vorhandenen  Rei- 
bungskräfte P^^Nj^fif^  und  P^=iN^n^  werden,  selbst  wenn  alle 
Kugeln  und  die  Ebene  gleiche  Oberilächenbeschaffenheit  besitzen, 
doch  wegen  der  verschiedenen  Inanspruchnahme  verschiedene  Werthe 
haben  können.  Druck-  und  Reibungskräfte  seien  mit  der  Wirkung 
gleicher  Gegenwirkung  eingeführt. 

Im  Falle  des  Gleichgewichtes  müssen  sowohl  die  Reibungs- 
kräfte, als  die  Drucke,  sämmtlich  in  den  verticalen  Ebenen  durch 
den  Mittelpunkt  C  der  oberen  und  die  G^  der  unteren  Kugel  liegen, 
so  dass  es  genügt,  diese  drei  Schnittebenen  zu  betrachten,  deren 
eine    Figur  24    darstellt      Denn    wäre    dies    nicht    der    Fall,    so 
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AZ 


Fig.  24. 


Würde  die   in  der  BerühruDgsstelle  B^  wirkende  Eeibnng  eine  auf 

die  Kugel  {h)  wirkende  Componente  normal  zur   Ebene  der  Figur 

geben,  die  ein  durch  keine  andere  yorhandene  Kraft  zerstörbares 

Moment  um  die  Gerade  Aj^  C^  als  Axe  erregen  würde;   das  Gleiche 

gilt  für  die  Reibung  an  der  Stelle 

Aj^  bezüglich   der   Richtung  C^B^. 

Eine    Abweichung    hiervon     wäre 

nur  dann  möglich,  wenn  in  jenen 

Punkten    eine    besondere    Wider- 

Standskraft    gegen    die     Drehung 

wirkte. 

Sonach  wirken  alle  in  den 
Stellen  A^  und  Bj^  angreifenden 
Kräfte  in  Richtungen,  welche  durch 
die  Z-Axe  00  hindurchgehen;  sie 
können  also  für  keine  Kugel  eine 
Drehung  um  die  Z-Axe  hervor- 
bringen und  auch  für  keine  der 
unteren  Kugeln  eine  Verschiebung 
normal  zu  einer  der  Ebenen  OCC^ 

erregen;  es  sind  daher  für  die  obere  Kugel  nur  die  Momente  um 
die  X'  und  J'-Axe,  für  jede  untere  nur  die  Momente  um  eine  zur 
Ebene  000^^  normale  Axe  gleich  Null  zu  setzen;  ebenso  für  jede 
untere  Kugel  die  Componentensummen  nur  für  zwei  in  der  Ebene 
OCG^  liegende  Richtungen. 

Demgemäss  resultirt  für  die  obere  Kugel  durch  das  Nullsetzen 
der  Componentensummen  folgendes  System  von  Gleichungen: 

2 H  \  (s^°  ^h  -  ^h  cos  c^J  =  0,       2  ^Ä  ^\  (sin  a^  -  w^  cos  aj  =  0, 
*  ^  (52) 

iV^  (cos  a^  +  n^  sin  a  J  =  Ö, 

worin  a^  und  \  die  Cosinus  der  Winkel  sind,  welche  die  Richtungen 
OAj^^  die  wir  von  der  Z-Axe  hinweggerechnet  kurz  mit  r^  bezeich- 
nen, resp.  mit  der  -X-  und  der  F-Axe  einschliessen. 

Bezieht  man  die  Drehungsmomente  auf  Parallele  zur  X'  und 
zur  F-Axe  durch  den  Mittelpunkt  0  der  oberen  Kugel,  so  geben  zu 
ihnen  nur  die  Reibungskräfte  1\  Antheile,  die  an  jeder  Stelle  B^  in 
der  Richtung  der  Tangente  von  der  Z-Axe  hinweg  wirken  mit  der 
Intensität  iVJ^n^.  Jede  von  ihnen  giebt  ein  Hauptmoment  RNj^n^ 
um  eine  durch  0  normal  zur  Ebene  OCC^^  gelegte  Axe. 

Benutzt  man  den  Satz,  dass  sich  Momente  um  Axen,  die  durch 
einen   Punkt  gehen,   vrie  diesen  parallele   Kräfte   in   Componenten 
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zerlegen,  so  erhält  man  sogleich  die  beiden  Bedingungen  f&r  das 
Verschwinden  der  Momente  um  die  Parallelen  zur  X-  und  F-Axe 
durch  das  Centrum  der  oberen  Kugel,  nämlich: 

:^N,n,b,  =  0,         :^i\n,a,  =  0.  (52-) 

h  h 

• 

Für  die  unteren  Kugeln  giebt  das  Verschwinden  der  Compo- 
nenten,  die  vertical  und  horizontal  (parallel  zu  rj  in  den  OCC^- 
Ebenen  liegen,  sechs  Gleichungen  von  der  Form: 

K  =  -\  (cos  ccj^  +  %  sin  flfj  H-  ö;, 
<  ^h  =  ^\  (sin  cCf^  -  n^  cos  aj, 

das  Verschwinden  des  Momentes  um  die  Axe  normal  zu  diesen 
Ebenen  in  0^  drei  Gleichungen: 

"*  ^\  =  <  K-  (52"') 

Combinirt  man  diese  mit  den  vorhergehenden,  so  kommt: 

w^  =  sin  a^  —  n^  cos  a^,  (53) 

und  diese  Beziehung  erweist,  dass  die  zwei  ersten  Gleichungen  (52) 
mit  (52')  identisch  sind.  Es  verbleiben  sonach  12  Gleichungen  zur 
Bestimmung  der  sechs  Drucke  iV^  und  i\y  und  der  sechs  Coef&cienten 
n^  und  n^';  nur  die  letzteren  bieten  grösseres  Interesse. 

Die  drei  »^  folgen  sogleich  aus  der  letzten  Gleichung,  gemäss 

^Ä  =  T-?"*      =tg}c^,.  (53-) 

Zur  Bestimmung  der  n^'  beachte  man,  dass  nach  (53)  auch 

tij^  =  sin  cCf^l{l  +  cos  aj),     d.  h.     cos  a^  +  n^  sin  «/,  =  1 

ist,  dass  also  die  erste  Gleichung  (52")  sich  schreiben  lässt: 

^V  =  ^\  +  (^H,  (53") 

was  einen  merkwürdigen  Satz  enthält.  Combinirt  man  dies  Resultat 
mit  der  Gleichung  (52'"),  so  erhält  man: 

Für  die  N^  gelten  aber  nach  (52)  die  Gleichungen: 

h  h  h 
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SO  dass  sich  ergiebt: 

N.  =  -^^  (a.  6.  -  a.  6.),         N,  =  -^^  (a,  5,  -  a,  5.), 

/.  (54) 

iV,  =  — ^^ —  (a,  5,  —  a,  5.), 
worin:  ^ 

J  =  ti,  n,  (a,  5,  —  a,  6,)  +  w,  n^  (a,  6^  —  a^  5,)  +  ^i^  n,  (a^  6,  —  a,  61). 

Beachtet  man,  dass  a^fc^^  —  a^6^  =  sin(r^,  r^),  kurz  =  p^^^  gesetzt, 
der  Sinus  des  Winkels  zwischen  r^  und  r^  ist>  diesen  von  r^  nach  r^ 
hin  positiv  gerechnet,  so  erhält  man: 

i^.  = Ön,n^. ^  g  f  (54,) 

»»t  w,  ^„  +  n,  n»  ^,1  +  n,  fh  ^,, 

Daher  wird  schliesslich: 

/ Cr  W,  W3  ^3,  ff\A"\ 

^'  ""  ^'  *  (6;  +  O/)  n,  n,  ^„  +  0/  n,  n,  q,,  +  0/  n,  n,  ^„  '  ^       ^ 

woraus  die  anderen  durch  cyclische  Vertauschung  der  Indices  folgen. 

Gleichgewicht  findet  für  alle  Positionen  statt,  für  welche  die 
absoluten  Werthe  n^  und  n^'  kleiner  sind,  als  die  Reibungscoeffi- 
cienten  v^  und  t/^'. 

Nehmen  wir  zunächst  den  einfachsten  Fall,  dass  die  drei  un- 
teren Kugeln  gleich  sind  und  mit  ihren  Centren  in  den  Ecken 
eines  gleichseitigen  Dreiecks  liegen,  so  werden  alle  ö^',  a^,  n^,  n^' 
und  alle  ()^^  gleich,  und  daher: 

n  =  tgi«,        n  =n  01(0  +  S0') 

Die  Reibung  der  unteren  Kugeln  auf  der  Ebene  ist  also  viel 
weniger  in  Anspruch  genommen,  als  die  zwischen  den  Kugeln 
wirkende:  es  kann  demnach  für  erstere  auch  der  Grenzwerth  viel 
niedriger  liegen,  als  für  letztere,  ohne  das  Gleichgewicht  zu  gefährden. 

Aehnliches  gilt  ganz  allgemein.  Da  nach  dem  dritten  Problem 
dieses  Abschnittes  Gleichgewicht  unmöglich  ist,  wenn  der  Schwer- 
punkt der  oberen  Kugel  aus  dem  Dreieck  A^  A,  A^  herausfällt,  also 
wenn  einer  der  Winkel  (r^,  r^)  grösser  als  n  wird,  so  sind  sämmt- 
liche  (>jtt>0  und  demgemäss  w^'<n,^;  ausgenommen  ist  der  Grenz- 
fiall,  dass  die  unteren  Kugeln  gewichtslos  sind,  dann  wird  n^'  =  n^. 

Bei  gleicher  Oberflächenbeschaflfenheit  der  Ebene  und  aller  vier 
Kugeln  ist  daher  ein  Gleiten  zuerst  an  einer  der  Berührungs- 
stellen zweier  Kugeln  jB^  zu  erwarten  und  zwar  an  der,  fiir  welche 
•ij^  =  tg  ^  cfj^  den  grössten  Werth  hat.  Da  der  Grenzwerth  des 
Beibungscoefficienten  gleich  der  Tangente  des  Reibungswinkels  ist, 
80  beginnt  das  Gleiten,  sobald  ein  c^^  den  doppelten  Werth  des 
Beibungswinkels  erreicht  hat.  — 
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Die  Ausgangsgleichimgen  (45)  dieses  Paragraphen,  welche  die 
Beziehungen  zwischen  den  auf  das  starre  System  wirkenden  Kräften 
und  seinen  sechs  Beschleunigungen  für  den  Fall  verschwindender 
Geschwindigkeiten  ausdrücken,  geben  nicht  nur  in  der  von  uns 
benutzten  Weise  Aufschluss  über  die  Bedingungen,  welche 
die  Kräfte*  erfüllen  müssen,  damit  das  Gleichgewicht  er- 
halten bleibe,  sondern  auch  über  die  Art  und  Weise,  in 
welcher  der  Körper  die  Bewegung  aus  der  Ruhe  beginnt, 
wenn  jene  Bedingungen  nicht  erfüllt  sind. 

Um  aus  ihnen  Folgerungen  abzuleiten,  legen  wir,  was  keine 
Beschränkung  der  Allgemeinheit  enthält,  die  beiden  nach  der  An- 
nahme beim  Beginn  der  Bewegung  zusammenfallenden  Axenkreuze 
Xj  Y,  Z  und  A,  B,  C  in  die  Richtungen,  welche  zur  gleichen  Zeit 
die  Hauptträgheitsaxen  durch  den  Coordinatenanfang  besitzen,  machen 
also  ='  =  H'  =  Z'  =  0  und  =  =  A,  H  =  B,  Z  =  T,  um  die  Haupt- 
trägheitsmomente  zu  bezeichnen. 

Wir  erhalten  dann  folgendes  System  von  Gleichungen: 
\di   ^^  dt       ^  dt  I  -  2^^k-  ^' 


m 


m 


m 


(55) 


Hierin  bezeichnen  dxj /dt,  .  . .  die  Beschleunigungen  des  augen- 
blicklich in  den  Coordinatenanfang  fallenden  Punktes  des  Körpers, 
dX I dt, . .  .  die  Rotationsbeschleunigungen  des  Körpers  um  die 
zusammenfallenden  Coordinatenaxen  X,  Y,  Z  resp.  Ä,  B,  C,  auf 
welche  auch  die  Drehungsmomente  und  die  Trägheitsmomente  be- 
zogen sind. 

Ein  sehr  einfacher  Fall  ist  der,  dass  der  starre  Körper  um  den 
festen,  übrigens  willkürlichen  Coordinatenanfang  drehbar  ist,  wobei 
dXo  Idt,  dyo  Idt,  dzj /dt  verschwinden,  während  zugleich  aus  Xj  Y,  Z 
die  Reactionscomponenten  des  Unterstützungspunktes  auszusondern 
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smd.  Hier  liefern  nur  die  letzten  drei  Formeln  (55)  die  Bewegnngs- 
gleichungen,  welche  lauten 

^4^=-^'     B4f=^'    '^-^-       (5«) 

Aus  ihnen  folgt  durch  Integration  über  eine  unendlich  kleine 
Zeit  T: 

T  T  T 

AA'  ^JLdt,         Ell  =^fMdt,         Yv  ^fNdt. 

0  0  0 

Die  auf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  stehenden  Ausdrücke 
sind  die  Momente  der  innerhalb  T  stattfindenden,  also  unendlich  kurz 
andauernden  Einwirkungen,  die  man  als  Impulse  auffassen  kann; 
denn  wie  wir  auf  S.  48  die  Kraft  Kj  welche  aus  den  in  den  Interr 
Valien  dt  ausgeübten  Impulsen  o^ «7  entsteht,  durch  K=dJldt  defi- 
nirten,  so  können  wir  umgekehrt  Kdt  als  einen  Impuls  dJ  ansehen. 
Für  stetiges  K  und  unendlich  kleines  T  ist  dabei  identisch: 


/ 


Kdt=  KT. 

0 

Wir  können  daher,  wenn  wir  die  Impulsmomente  mit  {L\  (if),  {N) 
bezeichnen,  das  obige  Resultat  auch  schreiben: 

AA'  =  (X),         Biu'  =  (Jlf),         rv^{N).  (560 

Um  diese  Formeln  zu  deuten,  wollen  wir  das  zu  ihrer  Ableitung 
benutzte  Verfahren  auf  die  Gleichungen  (45)  anwenden  unter  der 
Voraussetzung,  dass  eine  der  beliebigen  Coordinatenaxen  eine  feste 
Drehungsaxe  ist,  dass  also  alle  Beschleunigungen  mit  Ausnahme  der 
Rotationsbeschleunigung  um  diese  Axe  verschwinden;  bezeichnen  wir 
Trägheits-,  Drehungsmoment  und  Winkelgeschwindigkeit  um  die 
feste  Axe  mit  M,  A  und  (p\  so  erhalten  wir  bei  Einführung  des 
Impulsmomentes  [J)  von  J 

Hiemach  gilt  der  folgende  Satz: 

Wird  auf  einen  starren  Körper,  welcher  um  einen 
festen  Punkt  drehbar  ist,  ein  System  gleichzeitiger  Im- 
pulse ausgeübt,  so  ergiebt  derselbe  Rotationsgeschwindig- 
keiten um  die  Hauptträgheitsaxen  durch  den  festen  Punkt, 
welche  ebenso,  als  wären  jene  Axen  feste  Drehungsaxen, 
gegeben  sind  durch  die  Quotienten  aus  den  betreffenden 
Drehungs-  und  Trägheitsmomenten. 

W.  Voigt,  Mechanik.    Zweite  Aufl.  16 
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Die  drei  Eotationscomponenten  Xy  fi,  V  um  die  Hanptträgheits- 
axen  setzen  sich  zusammen  zu  einer  resnltirenden  Drehungsgeschwin- 
digkeit  T   um  eine  Axe  a,  deren  Richtung  gegeben  ist  durch: 

A' :  jii' :  i/'  s=  cos {a,  x) :  cos (a,  y) :  cos (a,  x), 

die  drei  Drehungsmomente  {L),  {M),  {N)  zu  einer  Resultante  (D), 
dem  Hauptdrehungsmoment  des  Impulses,  um  eine  Axe  d,  deren  die 
Hauptdrehungsaxe  des  Impulses  repräsentirende  Richtung  bestimmt 
wird  durch: 

{L) :  (if) :  {N)  =  cos  {d,  x) :  cos  (d,  y) :  cos (d,  z). 
£s  gilt  also  nach  (56')  die  Beziehung: 
Acos(af,a;):  Bcos(a,y):  rcos(a, «)  =  cos{d,x):cos{d,y):cos{djx).    (56") 

Beachtet  man,  dass  zwischen  den  Richtungswinkeln  eines  Radius- 
vectors  p  in  dem  Hauptträgheitsellipsoid,  dessen  Gleichung  nach  (36'") 

Arc*  +  By*  +  rz*=  1 

ist,  und  denjenigen  der  Normalen  n  auf  der  Tangentenebene  im 
Endpunkt  von  q  die  Gleichungen  bestehen: 

A  cos  {q,  x):B  cos  (p,  y) :  f  cos  (o,  z)  =  cos  (n,  x) :  cos (n,  y) :  cos (w,  «), 

so  erkennt  man  die  Gültigkeit  des  weiteren  Satzes: 

Ein  System  von  Impulsen  ertheilt  einem  um  einen 
festen  Punkt  drehbaren  Körper  eine  Rotation  um  eine 
Axe  a,  deren  Lage  gegen  die  Hauptdrehungsaxe  d  der 
Impulse  dadurch  geometrisch  bestimmt  ist,  dass  eine  Tan- 
gentenebene normal  zu  d  an  das  Hauptträgheitsellipsoid 
in  Bezug  auf  den  festen  Punkt  gelegt,  jenes  in  einer  Stelle 
berührt,  deren  Radiusvector  die  Rotationsaxe  cc  ist 

Fasst  man  die  Gleichungen  (56')  mit  den  Factoren  l'/r,  fii'/r, 
v'lx   zusammen  und  bedenkt,  dass 

r"  =  r  +  /x"  +  v'\        {Df  =  {Ly  +  {uy  +  {NT 

ist,  so  findet  sich: 

M  t'  =  {D)  cos  (rf,  a),  (56'") 

worin  M  =  (Ar  +  Bju"  +  fO/r"  nach  (36")  das  Trägheitsmoment 
des  Körpers  und  {D)  cos  {d,a)  das  Moment  des  Impulses  um  die 
Rotationsaxe  a  darstellt.     Es  gilt  also  der  Satz: 
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Die  resnltirende  Botationsgeschwindigkeit  erhält  man, 
wenn  man  das  Drehungsmoment  der  Impulse  um  die  Bota- 
tionsaxe  a  durch  das  auf  diese  bezügliche  Trägheits- 
moment dividirt 

Um  diese  Besultate  vollständig  anschaulich  zu  machen  hat  man 
in  Betracht  zu  ziehen,  dass  nach  S.  195  die  Bichtung  der  Haupt- 
drehungsaxe  des  Impulses  normal  steht  zu  der  durch  den  Impuls 
und  den  ünterstützungspunkt  des  Körpers  gelegten  Ebene,  und  dass 
sein  Hauptdrehungsmoment  dem  Product  aus  der  Stärke  des  Im- 
pulses und  seinem  Abstand  von  dem  festen  Punkte  gleich  ist  — 

Ist  das  starre  System  vollkommen  frei  beweglich,  so  kann  man 
ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  den  Coordinatenanfang  in  die 
Anfangslage  des  Schwerpunktes  legen  und  erhält  so  aus  (55),  indem 
man  x^  =  |',  y^  =  17',  z^  =  ^  und  i,  rjf  C  gleich  Null  setzt,  die  sechs 
Gleichungen: 


^-dT-^'       ^TT"^'       ^HT-^^ 


(57) 


dieselben  geben  durch  Integration  über  eine  unendlich  kurze  Zeit  T 
unter  Benutzung  der  obigen  Bezeichnung: 

mr  =  (X),         mrj'^in         rn^^{Z), 

Wirkt  ein  System  Impulse  auf  einen  frei  beweglichen 
starren  Körper,  so  ertheilt  dasselbe  dem  Schwerpunkt  die 
gleiche  Geschwindigkeit,  als  griffe  seine  Besultirende  in 
ihm  an  und  wäre  in  ihm  die  ganze  Masse  vereinigt;  da- 
neben bewirkt  es  eine  Botationsgeschwindigkeit  um  den 
Schwerpunkt,  welche  dieselbe  ist,  als  wäre  der  Körper  in 
ihm  unterstützt 

Lassen  sich  hiemach  die  Geschwindigkeiten^  welche  ein  System 
von  Impulsen  einem  starren  ruhenden  Körper  ertheilt,  leicht  be- 
stimmen, so  ist  dadurch  aber  keineswegs  das  Gesetz  der  Bewegung 
des  weiterhin  sich  selbst  überlassenen  Körpers  ausgesprochen,  denn 
derselbe  behält,  auch  wenn  er  keinen  Kräften  unterliegt,  seine  Ge- 
schwindigkeiten im  Allgemeinen  nicht  unverändert  bei.  Die  von 
uns  gefundenen  Werthe  sind  nichts  anderes  als  die  Anfangsge- 
schwindigkeiten, welche  in  Folge  eines  Systemes  ausgeübter  Impulse 
eintreten;  der  weitere  Verlauf  der  Bewegung  wird  weiter  unten  der 
Betrachtung  unterworfen  werden. 

16* 
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§  21.     Drehung  eines  starren  Körpers  nm  eine  feste  Axe.    Dmck 

anf  die  Axe.    Beispiele. 

Die  einfachste  Art  der  Bewegung  eines  starren  Körpers,  welche 
nicht  auf  die  Gleichungen  flir  einen  materiellen  Punkt  zurückführt, 
ist  die  Drehung  um  eine  im  Körper  wie  im  Eaume  feste  Axe. 

Sei  die  im  Körper  feste  Drehungsaxe  die  (7-Axe  und  falle  die- 
selbe in  die  im  Räume  feste  Z-Axe,  dann  ist  X'  =s  fi  ^  0.  Wir 
lassen  den  Anfangspunkt  des  mit  dem  Körper  beweglichen  Systemes 
in  denjenigen  des  absolut  festen  fallen  und  haben  demgemäss 
^0$  Voj  ^0  dauernd  gleich  Null,  also  auch  x^y  y^^  x^  gleich  Null. 
Endlich  legen  wir  die  ui-Axe  durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers, 
welcher  den  Abstand  s  von  der  Drehungsaxe  haben  mag,  und  er- 
halten dadurch  ^  =  0. 

Demgemäss  wird  das  System  (33)  vereinfacht  zu: 


+  m 


dt 
dt 


=  2  5;  +  r  +  F', 


0  =  ^Z^+Z'  +  Z", 


(58) 


Hierin  bezeichnen  wie  im  vori- 
gen Abschnitt  S.227  die  T,  X'\  . . 
die  aus  den  wirkenden  Kräften  aus- 
gesonderten Beactionen  der  festen 
Axe,  die  in  zwei  Punkten  p  und  q  an- 
greifend gedacht  sind;  L\  L'\  Jf,  M" 
sind  die  von  ihnen  um  die  X-  und 
die  y-Axe  ausgeübten  Momente,  also 


L-  =-x^r, 

M'  =  +  x^X' , 

L" ^.,  Y', 

M"  =  +  «,  A'". 

Fig.  25. 


Nur  die  letzte  der  Formeln  (58) 

ist  von  den  Eeactionskräften  frei;  sie 

stellt  also  die  für  die  Bewegung 

maassgebende  Beziehung  dar. 

Die  übrigen   Gleichungen  (58)  *  bestimmen  die   Beactionen  der 

festen  Axe,  oder  umgekehrt  die  Drucke  und  Drehungsmoment^, 
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die    auf    dieselbe    ausgeübt    werden;    die    Componenten   letz- 
terer sind 

z*  =  -  (X'  +  X"),    r  =  -  (r  +  ro,     z°  =  -  (z'  +  z'\ 

(680 

I,'*  =  -  (r  +  L'),      3r  =  -  (if'  +  3f"). 

Schliesst  gemäss  Fig.  25  die  ^-Axe  mit  der  X-Axe  den  Winkel  97, 
mit  der  F-Axe  den  Winkel  \'jt  —  ^>  ein,  so  wird 


Ä> 


H  =  «äCOs^)  —  ft^^siny,         ?/^  =  a^^siny)  +  t^cosy,        z^  =  c 
^^zscosifj         rj  =  s  sin  (p,         «;'  =  — ^, 

und  unsere  Gleichungen  lauten  bei  Benutzung  der  Bezeichnungen  (580 

d 


—  ms 


H«-^4?)-2^*-^, 


0  =  2  ^*  -  2%  (58") 

-  ^(co89)||-)^ m^a^c;,  +  ;^ (sin 9^)2 ♦»***«»  =  2-^*-  ■^•. 

In  der  letzten  Formel  stellt  2 »»/,  K'  +  */,*)  =  M  das  Trägheits- 
moment am  die  feste  Aze,  2^a  ~  -^  '^'^^  Summe  der  um  dieselbe 
anagettbten,  nur  von  äusseren  Kräften  herrührenden  Drehungs- 
momente dar.     Unsere  Bewegungsgleichung  lautet  somit: 

^  =  ^V/M,  (58'") 

was  den  Satz  enthält: 

Die  Winkelbeschleunigung  eines  starren  Systemes  um 
eine  feste  Axe  ist  gleich  dem  Quotienten  aus  dem  auf  jene 
Axe  bezüglichen  Drehungs-  und  Trägheitsmoment 

Diese  Gleichung  stimmt  der  Form  nach  überein  mit  der  für 
die  geradlinige  Bewegung  eines  Massenpunktes  geltenden,  welche  die 
Linearbeschleunigung  gleich  dem  Quotienten  aus  Kraft  und  Masse 
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ergab.     Es  gelten  also  für  die  Integration  die  S.  69  aufgestellten 
Regeln. 

Wir  wollen  zunächst  die  äusseren  Kräfte  und  Momente  weg- 
fallen, also  ^ (pjdf  =^0  und  somit  die  Rotation  um  die  Z-Axe 
zu  einer  gleichförmigen  werden  lassen.  Die  Reactionscomponenten 
parallel  der  X-  und  F-Axe  verschwinden  nach  (56'")  nicht  allgemein 
mit  den  äusseren  Kräften,  sondern  —  abgesehen  von  der  Ruhe  des 
Körpers,  für  welche  dtp /dt  =  0  ist  —  nur  in  dem  Falle,  dass  die 
Drehungsaxe  den  Schwerpunkt  enthält,  also  8  =  0  ist;  die 
Reactionsmomente  um  die  X-  und  F-Axe  verschwinden  dagegen  nur 
in  dem  Falle,  dass  die  dem  Körper  und  der  Drehungsaxe  indi- 
viduellen Constanten  2 ^a ^ä ^ä  =  ""  ß'  ^^^  2 ^h K^h^^  ^'»  ^  '^• 
die  Deviationsmomente  um  die  Ä-  und  B-Axe,  gleich  Null  sind,  was 
nach  S.  215  die  Bedingung  dafür  ist,  dass  die  Z-,  resp.  (7-Axe, 
eine  Hauptträgheitsaxe  des  Körpers  ist 

Findet  beides  zugleich  statt,  d.  h.,  gilt  zugleich  s  =  0  und  A'  ==  0, 
B'  =  0,  so  behält  der  Körper  die  ihm  ertheilte  gleichförmige  Rotation 
um  eine  im  Körper  und  im  Räume  ruhende  Axe  selbst  dann  noch 
bei,  wenn  jene  nicht  mehr  festgehalten  oder  unterstützt  wird.  Die 
Hauptträgheitsaxen  durch  den  Schwerpunkt  werden  daher  auch  die 
natürlichen  Drehungsaxen  des  freien  Körpers  genannt 

Verschwinden  nur  die  Reactionsmomente,  aber  nicht  die  Com- 
ponenten,  d.  h.  ist  A'=  0,  B'=^  0,  aber  s  von  Null  verschieden,  so 
ist,  um  die  Drehungsaxe  unverändert  zu  erhalten,  nur  nöthig,  dass 
einer  ihrer  Punkte  unterstützt  werde.  Die  Rotation  um  eine  der 
durch  den  festen  Punkt  gehenden  Hauptträgheitsaxen  bleibt  also 
unverändert  bestehen;  daher  heissen  diese  Richtungen  auch  die 
permanenten  Drehungsaxen  für  jenen  festen  Punkt 

Diese  beiden  Sätze  behalten  offenbar  ihre  Gültigkeit  auch  dann, 
wenn  die  äusseren  Kräfte  zwar  nicht  verschwinden,  aber  nichts 
weiter  liefern,  als  ein  Drehungsmoment  um  die  betreffende  Haupt- 
trägheitsaxe. Aus  der  Rolle,  welche  im  Vorstehenden  die  Parameter 
A',  B'  spielen,  erklärt  sich  der  ihnen  gegebenen  Name  der  Deviations- 
momente. — 

Besonders  einfache  Werthe  nehmen  die  auf  die  Axe  wirkenden 
Drucke  und  Momente  an,  wenn  man  sie  auf  die  im  Körper  festen 
Axen  Ä,  B,  G  bezieht;  die  diesen  parallelen  Componenten  mögen 
wieder  mit  A,  B,  C,  die  um  sie  wirkenden  Momente  mit  F,  ff,  H  be- 
zeichnet werden.     Dann  gilt: 

J^  =  Xf^costp  +  Yj^Binq),       B^^- Xj^sincp  +  F^cosy,        C^  =  Z^, 

J\  =  L^coBtp  -J-3f^ sinqp,        ff^  =  — L^sinqt/  +itf^C08y,       Hj^  =  Nj^, 
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und  es  folgt  demgemäss: 

0  =  2  Cft  -  C»,  (59) 

Verschwindet  das  äussere  Moment  2  -^ä  =^  2  ^u^  ^^  ^^*  hierin 
dP(pjdf  gleich  Null  zu  setzen. 

Beachtet  man,  dass 

(^)  2  ^n  r,  C08  (r„  B)  =  (^)  ^  m,  ^  =  0 

die  Componenten  der  gesammten  Centrifugalkräfte  sind,  welche  der 
Körper  erfährt,  so  sieht  man,  dass  die  erste  Formel  (59)  aussagt: 

Die  Componente  des  Druckes  ^^  welche  die  Axe  in 
der  Richtung  durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers  er- 
leidet, ist  gleich  der  Summe  der  bezüglichen  äusseren 
Kräfte  plus  der  Besultirenden  aller  Centrifugalkräfte. 

Dieser  Satz  geht  vollkommen  parallel  mit  dem  zweiten  der  S.  52 
gegebenen  Sätze. 

Die  zweite  Formel  combiniren  wir  mit  der  letzten,  um  (Tfpjdf 
zu  eliminiren,  und  erhalten  so: 

^  =  2^* -»"»-/'•  (59') 

Die  Componente  des  Druckes  ^'',  welche  die  Axe  in  der 
Richtung  normal  zu  der  Ebene  durch  den  Schwerpunkt  des 
Körpers  erfährt,  ist  gleich  der  Summe  der  bezüglichen 
äusseren  Kräfte  minus  dem  Product  aus  dem  Moment  der 
Masse  ms  in  das  äussere  Drehungsmoment  2-^a  dividirt 
durch  das  Trägheitsmoment  um  die  feste  Axe. 

Diese  Componente  verschwindet,  wenn  sich  der  Körper  auf 
einen  Massenpunkt  reducirt,  der  mittelst  einer  starren  Linie  an  die 
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Drehungsaxe   befestigt  ist;    denn    dann    wird   2*\~*2^ä   ^^^ 
M  =  m  «'. 

Wirkt  auf  den  Körper  parallel  der  X-Axe  die  Schwere,  so  ist, 
wenn  man  nach  (39')  M  =  m(x*  +  «')  setzt: 

Ist  der  Körper  ein  Pendel,  welches  gerade  die  grösste  Elon- 

gation  erreicht  hat,  also  die  Geschwindigkeit  Null  besitzt,   so   ist 

gleichzeitig: 

A^  =  mgQOBtff 

und   beiden   Componenten   entspricht   eine  Resoltirende,   die  einen 
Winkel  %p  mit  der  -4-Axe  einschliesst,  gegeben  durch: 

die  Resultirende  hat  also  stets  eine  Richtung,  welche  zwischen  die 
X-  und  die  ui-Axe  fällt  — 

Wir  wenden  uns  nun  zu  speciellen  Anwendungen  der  Gleichung 
(58"'),  welche  die  Bewegung  eines  starren,  um  eine  feste  Axe  dreh- 
baren Körpers  bestimmte;  sie  lautete: 

Besonders  häufig  und  wichtig  sind  die  Fälle,  dass  das  Drehungs- 
moment iV  zusammengesetzt  ist  aus  Gliedern,  die  linear  in  der  Winkel- 
geschwindigkeit d(pjdi  und  dem  Drehungswinkel  (p  sind,  so  dass  die 
allgemeine  Form  entsteht: 

^_^=a  +  fty  +  2c^-.  (60) 

Setzt  man  (p  +  (alb)  s=z  ^^  rechnet  also  den  Drehungswinkel 
von  (f  ^-'  ajh  ab,  so  wird  diese  Gleichung  zu 

Eine  particuläre  Lösung  ist  i/»  =  Ce'^  falls 


q^  ^h  +  2cq,     d.  h.     ^  =  c  ±  V^  +  c'     ist 

Dies  zeigt,  dass,  den  zwei  Wurzeln  q^  und  q^  entsprechend,  zwei 
particuläre  Lösungen  t/^i  =  Ci©**'  und  i^,  =  C^e^**  der  Gleichung  ge- 
nügen, und  man  sieht  leicht,  dass  von  dem  Ausdruck: 
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« 

dasselbe  gilt;  letzterer  enthält  die  zwei  Integrationsconstanten,  welche 
die  allgemelDe  LösaDg  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
zeigen  moss. 

Man  erkennt  sogleich^  dass  zwei  wesentlich  verschiedene  Fälle 
eintreten 4  je  nachdem  {b  +  c*)^0  ist  Im  ersten  Falle  sind  die 
Wurzeln  q^  und  q^  reell,  im  zweiten  conjugirt  complex;  im  ersten 
Falle  müssen  also  die  Constanten  d,  (7,  reell,  im  letzteren  conjugirt 
complex  sein,  und  wir  erhalten  demnach  die  folgenden  beiden  Mög- 
lichkeiten : 

I.  h  +  c*>0, 

xp^(p  +  alb:=^C,6'''  +  a  e^*\  (60") 


q^  =  c  +  yb+~?,         q.^c-^fb  +  c'; 
IL  b  +  c*<0, 

^^(f  +  ajb  =  e\Aco^pt  +  Bmipt),  (60'") 

hierin  sind  Ä  und  B  neue,  und  zwar  reelle  Constanten. 

Wir  betrachten  zunächst  die  Formeln  unter  I,  welche  zeigen, 
dass  bei  den  im  ersten  Fall  gemachten  Voraussetzungen  \f)  jeden 
Werth  höchstens  zwei  Mal  annimmt,  während  t  von  —  oo  bis 
+  00  geht 

Bedenkt  man,  dass  eine  Umkehr  des  Vorzeichens  von  q^,  q^  oder 
Co  C,  durch  eine  solche  für  /  oder  t/;  aufgehoben  wird,  so  sieht  man, 
dass  für  den  ganzen  Verlauf  der  Function  i/;  hier  im  Ganzen  vier 
wesentlich  verschiedene  Specialfälle  möglich  sind,  die  sich  folgender- 
maassen  darstellen: 

&)  9iy  9t  und  Ci,  C,  haben  untereinander  gleiches  —  etwa  posi- 
tives Vorzeichen;  dann  beginnt  für  ^  =  — cx)  der  Drehungswinkel  %p 
von  Null  und  wächst,  ohne  ein  Maximum  oder  Minimum  zu  er- 
reichen, mit  der  Zeit  bis  +  cc. 

h)  q^j  qt  haben  verschiedenes,  C,,  C\  gleiches  Vorzeichen,  q^,  6\,  C, 
möge  positiv  sein;  dann  beginnt  i/;  mit  ^  =  — CX)  von  +oo,  nimmt 
bis  zu  einem  Minimum  ab  und  wächst  mit  t  wieder  bis  +CX).  Die 
Curve  für  i/;  besitzt  keinen  Wendepunkt 

c)  9i>  9t  haben  gleiches,  C,,  C,  verschiedenes  Vorzeichen,  q,,  q^,  d 
möge  positiv  sein;  dann  beginnt  qt>  für  /  =  — CX)  mit  dem  Werthe 
Null,  erreicht  ein  Maximum  oder  Minimum  und  nimmt  darnach  im 
ersten  Falle  bis  —cx)  ab,  im  zweiten  bis  +oo  zu.  Die  Curve  be- 
sitzt einen  Wendepunkt. 
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d)  q^j  q^  und  Ci,  (7,  haben  unter  einander  verschiedenes  Zeichen, 
q^  und  (7i  seien  positiv;  dann  beginnt  qt>  fiir  <  =  --oo  mit  —  CX5  nnd 
nimmt,  ohne  ein  Maximum  oder  Minimum  zu  passiren,  bis  +od  sh, 
resp.  zu.    Die  Curve  besitzt  einen  Wendepunkt 

Die  Formeki  unter  11  zeigen,  dass  t/;  den  Werth  Null  unend- 
lich oft  annimmt  und  zwar  in  Zeiten,  die  um  die  Constante  T^^njp 
von  einander  abweichen;  die  Bewegung  ist  ako  in  dieser  Hinsicht 
periodisch.  Aber  sie  ist  keine  schlichte  periodische,  denn  die  grössten 
Abweichungen  von  dem  Werthe  ip  =  0  nach  der  positiven  und  der 
negativen  Seite  sind  nicht  constant,  sondern  nehmen  je  nach  dem 
Vorzeichen  von  c  entweder  von  unendlich  ab  bis  Null  oder  von 
Null  zu  bis  Unendlich. 

Aus  dem  Verhalten  von  xp  ergiebt  sich  dasjenige  von  (f'  un- 
mittelbar mit  Hülfe  der  Beziehung  ff  ^  tp  —  ajh.  — 

Wir  betrachten  nunmehr  einige  physikalisch  wichtige  Probleme, 
die  auf  Gleichungen  der  Form  (60)  führen. 


1.    Theorie    der   ATWooD'schen    Fallmaschine   unter    Rück- 
sicht   auf    das   Trägheitsmoment   der   Rolle,    das   Gewicht 

des  Fadens  und  die  Axenreibung. 

Sei  die  Masse  der  beiden  am  Faden  hängenden  Gewichte  in- 
clusive derjenigen  des  Fadens  gleich  2  3f,  diejenige  des  Ueber- 
gewichtes  gleich  m,  die  der  Längeneinheit  des  Fadens  gleich  ^;  sei 
femer  die  Höhendifferenz  der  beiden  Fadenenden  am  Anfang  der 
Bewegung  gleich  —  L,  der  Radius  der  Rolle  gleich  Bj  so  ist,  nach- 
dem die  Rolle  sich  um  den  Winkel  (p  gedreht,  das  fallende  Gewicht 
also    den   Weg  R  tp    zurückgelegt   hat,    das   Drehungsmoment   der 

Schwerkraft: 

R^m-  fAi^L"  2R(p))g\ 

davon  snbtrahirt  sich  das  Moment  der  Axenreibung  Qj  das  als  eine 
Constante  anzusehen  ist 

Das  Trägheitsmoment  setzt  sich  zusammen  aus  dem  der  Rolle  M 
und  demjenigen  der  am  Faden  hängenden  Massen,  die  sich  —  wie 
leicht  zu  beweisen  —  ebenso  verhalten,  als  wären  sie  im  Abstand  R 
angebracht.     Wir  erhalten  hiernach: 

cPy  __  R{m  -  fiiL-  2Rq>))g  -  q  /gjj 

oder  kurz 
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falls 

M  +  Ä'(2if+m)'  M  +  i?(2Jf+m)  ^^ 

gesetzt  ist 

Vergleicht  man  dies  mit  den  allgemeinen  Formeln  (60)  und  (60"), 
so  erkennt  man,  dass  wegen  c  =  0,  6  >  0  der  Fall  I  vorliegt  und 
wir  erhalten: 

q^=  +  y^,        ?.  =  -  y^,        also 

y  =   (7,6   '^     +  C,e       '^     —  y  (61) 

Ist  zur  Zeit  t=^0  sowohl  <p  bIs  d<pldt  gleich  Null,  so  resultirt: 

o  =  c,  +  a-f ,     o  =  a-a, 

also  C,  =  C,  =  (a/26)  und  daher 

Dies  ist  der  strenge  Werth,  der  mit  R  multiplicirt  den  zur 
Zeit  t  zurückgelegten  Weg  Rcp  =  s  angieht  Man  sieht  zunächst 
keinerlei  Verwandtschaft  des  Resultates  mit  den  GALiLEi'schen  Fall- 
gesetzen, zu  deren  Demonstration  der  ATwooD'sche  Apparat  ge- 
wöhnlich dient  Indess  ist  f^,  in  der  Hauptsache  gegehen  durch 
den  Ausdruck  f]/ figjYM,  fiir  kleine  t,  wie  sie  bei  der  Anwendung 
ausschliesslich  in  Betracht  kommen,  eine  gegen  Eins  kleine  Grösse; 
(ig  ist  nämlich  die  Masse  der  Länge  981  cm  des  Fadens  durch  (1  sec)* 
diyidirt  und  wird  nur  einige  Centigramme  betragen,  während  M 
hundert  Gramm  erreicht  Dann  würde  der  Factor  von  t  eine  Zahl 
in  der  Höhe  einiger  Hundertel  sein,  dividirt  durch  eine  Secunde, 
und  das  Product  in  den  praktisch  vorkommenden  Fällen  einige 
Zehntel  betragen;  man  kann  also  eine  Entwickelung  der  Exponential- 
grössen  vornehmen  und,  mit  den  niedrigsten  Gliedern  abbrechend, 
schreiben: 

^  b     \l-2  ^  1.2.3.4  ^  1.... 6  ^       / 

=   ^^^    ^  4.   *J!.  4.  ^  4.        \  ^^^^ 

2       V  12    "^  860  "^         ;' 

Dies  zeigt:  die  Abweichung  des  Gesetzes  für  den  Fallraum  s 
von  der  Proportionalität  mit  f  verschwindet,  wenn  die  Masse  des 
Fadens    so    gering    ist,    dass    bt*l  12    neben    Eins    vernachlässigt 
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werden  kann.    Man  erhält  dann,  wenn  man  auch  noch  fi  L  neben  m 
fortlässt: 

also  eine  Bewegung,  deren  constante  Beschleunigung  durch  das  Träg- 
heitsmoment der  EoUe  und  durch  die  Axenreibung  verkleinert  wird. 


2.    Theorie  der  gedämpften  Schwingungen  bei  kleiner 

Amplitude. 

Schwingungen,  welche  in  Folge  einer  Widerstandskraft  allmäh- 
lich zur  Euhe  kommen,  werden  an  Ycrschiedenen  physikalischen 
Instrumenten  der  Beobachtung  unterworfen,  theils  zur  Bestimmung 
der  Kraft,  welche  die  Schwingungen  hervorruft,  oder  derjenigen, 
welche  sie  dämpft,  theils  zur  Bestimmung  des  Trägheitsmomentes 
des  schwingenden  Körpers. 

Damit  ein  um  eine  Axe  drehbarer  Körper  in  Schwingungen 
gerathe,  muss  durch  seine  Ablenkung  aus  der  Ruhelage  ein  Moment 
entstehen,  welches  bestrebt  ist^  ihn  in  dieselbe  zurückzufilhren.  Für 
hinreichend  kleine  Drehungswinkel  (p  können  wir  dasselbe  nach  Po- 
tenzen von  (p  entwickeln  und  uns  auf  das  lineare  Glied  beschränken; 
wir  wollen  daher  für  dies  Moment  den  Ausdruck  D«  —  A  y  auf- 
stellen. 

Das  Moment  der  Widerstandskraft  betrachten  wir  als  eine 
Function  der  Winkelgeschwindigkeit  dtp /dt,  beschränken  uns  auf 
kleine  GeschMdndigkeiten,  entwickeln  die  Function  daher  nach  Po- 
tenzen von  dfpjdt  und  brechen  mit  dem  zweiten  Glied  ab,  so  dass 
wir  ftlr  das  Moment  der  Widerstände  den  Ausdruck  JE?« —-B'j(rf9>/dO 
bilden  können. 

Das  constante  Glied  D^  stellt  das  Drehungsmoment  dar,  das  der 
Körper  erfährt,  wenn  9)  =  0  ist,  E^,  das  Widerstandsmoment,  das  bei 
der  Geschwindigkeit  dtp/dt  =  0  wirkt  und  das,  wenn  es  bei  der  Be- 
wegung dämpfend  wirken  soll,  stets  das  entgegengesetzte  Vorzeichen 
wie  dtpldt  haben  muss;  E^  würde  etwa  als  eine  gleitende  Reibung, 
z.  B.  als  Axenreibung  bei  der  Drehung  anzusehen  sein. 

—  D,(p  stellt  ein  der  Ablenkung  cp  proportionales  und  bei  posi- 
tivem A  ihr  entgegen  wirkendes,  —E^dcpjdt  ein  der  Winkelgeschwin- 
digkeit proportionales  und  bei  positivem  E,  der  Bewegung  entgegen 
wirkendes  Moment  dar;  A  und  E^  messen  die  Zunahme  der  ab- 
soluten Werthe  der  betrefifenden  Momente  bei  Zunahme  von  (p  und 
dfpjdt  um  je  eine  Einheit 
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Bei  E^nftilirang  dieser  Werthe  nimmt  die  Bewegung8gleichung(58'") 
folgende  Gestalt  an: 

M^  =  A  +  ^0  -  A9>  -  i^;,^ .  (63) 

Der  Winkel  q>  ist  gegen  eine  beliebige  Anfangslage  des  Körpers 
gerechnet;  es  liegt  nahe,  zu  dieser  die  Ruhelage  des  Körpers  zu 
wählen;  da  dieselbe  durch 

dt'       "'       dt  "^ 

definirt  ist^  so  ergiebt  sich  aus  (63) 

Do  +  £;  =  A  ?>/ 

für  den  Winkel  (p^,  welcher  der  Ruhelage  des  Körpers  entspricht 
Dabei  ist  aber  zu  bemerken^  dass,  weil  E^  eine  Widerstands- 
kraft ist,  die  der  Bewegung  entgegen  wirkt,  die  obige  Formel  bei 
positivem  E^  nur  für  eine  Verschiebung  in  negativer  Richtung  gilt, 
z.  B.  auch  wenn  der  Körper,  von  grösseren  Winkeln  q)  herkom- 
mend^ zur  Rühe  gelangt  ist.  Für  eine  positive  Verschiebung  ist 
E^  mit  —  E'o  zu  vertauschen  und  es  gilt  dann  flir  das  Gleichgewicht, 
das  durch  eine  Verschiebung  von  kleineren  Werthen  tp  her  er- 
reicht wird: 

Do  —  -Eo  =  A  <3Pi  • 

Zwischen  diesen  beiden  äussersten  Werthen  qp/  und  qp/  liegen 
unendlich  viele  Gleichgewichtslagen,  in  denen  der  Widerstand  E^  nur 
unvollständig  in  Anspruch  genommen  wird;  in  der  mittleren  Lage, 
die  gegeben  ist  durch: 

A  =  A  (p'j 

wirkt  er  gar  nicht;  in  dieser  würde  also  der  Körper  ohne  Wider- 
stand Ef,  ruhen. 

E^  ist  daher  angemessen,  die  so  gegebene  Lage  als  Anfangslage 
zu  wählen,  was  sich  dadurch  ausdrückt,  dass  in  der  Gleichung  (63) 
A  mit  Null  zu  vertauschen  ist.     Sie  lautet  demgemäss: 

M|f  =T^.-A9>-^.^-^;  (63') 

das  obere  oder  untere  Vorzeichen  gilt  für  Bewegungen  in  positiver 
oder  in  negativer  Richtung. 

Vergleichen  wir  diese  Formel  mit  dem  allgemeinen  Schema  (60), 
so  finden  wir: 

„      T  -^  h  A  o^  ^^ 


(64) 


254  Mechanik  starrer  Körper. 

und  die  Formeln  (60'')  und  (60''')  zeigen,  dass  trotz  des  negativen 
Werthes  von  b  mit  den  gemachten  Voraassetzongen  sowohl  perio- 
dische als  nicht  periodische  Bewegungen  vereinbar  sind;  wir  haben 
beide  Fälle  gesondert  zu  discutiren. 

I.  Ist  6  +  c"  =  (^,7 4M*  -  A/M)  >  0,  also  die  dämpfende  Kraft 
beträchtlich,  so  gilt: 

falls  kurz 

J!r    _  /JS;*        A"_ 

geietzt  wird.    Das  obere  Vorzeichen  gilt  fiir  eine  Bewegung  in  posi- 
tiver, das  untere  fftr  em»  vldie  in  negi^ver  Richtnng. 

Ist  fiir  ^  =  0:  9?  =  —  Eo/D„  der  Körper  aEso  an  der  nogaüfqi 
Grenze  seines  Buhebereiches,  und  wird  ihm  durch  einen  Stoss  eine 
positive  Anfangsgeschwindigkeit  cd  =i  {dq)jdt)t^(i  mitgetheilt,  so  be- 
stimmen sich  die  Constanten  (7,,  (7,  aus  den  beiden  Gleichungen: 

0  =  a  +  a, 

(ö  =  (l?-r)a-(i?  +  r)a, 
und  es  wird,  so  lange  die  Bewegung  in  positivem  Sinne  andauert: 

Dies  zeigt,  dass  die  Ablenkung  (p  ein  Maximum  0  erreicht  zur 
Zeit  r,  die  gegeben  ist  durch  die  Beziehung: 

-2i>r^   (r-p)   , 

(r  +  p)  ' 

dasselbe  hat  die  Grösse: 

Hier  kehrt  die  Bewegung  um  und  es  gilt  daher  fortan 

cp  =  e-"  (ae^"+  Ce-")  +  A ;  (64") 

für  die  Rechnung  ist  es  am  bequemsten  die  Zeit  in  dieser  zweiten 
Periode  wieder  von  Null  an  zu  zählen.  Die  Constanten  sind  dann 
aus  den  Bedingungen  zu  bestimmen,  dass  für  t  =  0: 

sem  muss.  "^ 
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Man  erhält  so  fOr  die  zweite  Periode: 

9'  =  (*--f)^((l'  +  r)«'"  +  (p-r)«-'")+|-.  (64'") 

eine  Formel^  welche  bei  Benutzung  der  aus  (64)  folgenden  Beziehung 
r  >/?  zeigt,  dass  der  Körper  nach  unendlich  langer  Zeit  in  der  Position 

zur  Ruhe  kommt 

Fehlt  die  constante  Widerstandskraft  oder  Axenreibung  E^,  so 
gilt  die  Gleichung  (64')  in  der  Form 

für  die  ganze  Dauer  der  Bewegung,  die  zur  Zeit  ^  =  0  mit  der  Qe- 
schwindigkeit  o)  in  der  Lage  9  =  0  begumt  und  nach  oendlicber 
Zeit  ebenda  endet 

Die  grösste  erreichte  Ausweichung  ist  hier: 

ihre  Beobachtung  kann  bei  bekanntem  r  und  p  dazu  dienen,  die 
Anfangsgeschwindigkeit  od  und  dadurch  nach  S.  241  das  Moment  des 
Impulses  zu  bestimmen,  der  dieselbe  zu  erzeugen  vermag;  indessen 
sind  hierzu  die  weiter  unten  zu  besprechenden  periodischen 
Schwingungen  noch  mehr  geeignet 

Fehlt  endlich  auch  das  Drehungsmoment  —  A  ^>  und  ist  der 
Körper  mit  einer  Anfangsgeschwindigkeit  (o  in  der  Ruhelage  qp  ==  0 
nur  der  Widerstandskraft  E^dfpjdt  überlassen,  so  gilt: 

•^-^Ci -«'""');  (65') 

die  Bewegung  dauert  unendlich  lange  in  positiver  Richtung  an  bis 

zu  der  Endamplitude 

fi) 

n.  Ist  6  +  c'  =  (J57,74M'--A/M)<0,  also  die  dämpfende  Kraft 
geringer,  so  gilt,  wenn  wir  zunächst  von  einer  constanten  Wider- 
standskraft, z.  B.  einer  Axenreibung  absehen,  also  Eo  =  0  setzen: 

(p  =  e'"'''(^cos;?/  +  Bsmpt)j  (66) 

worin 

E,    _  /A        E,'    ^ 

2M   ""  ^'         [/    M  4M'        ^ 

abgekürzt  ist 
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Ist  fiir  ^  =  0  der  Körper  in  der  Ruhelage,  also  9  =  0,  nnd  wird 
ihm  durch  einen  Stoss  die  Anfangsgeschwindigkeit  (o  =:  {dq)ldi)t^o 
mitgetheilt,  so  bestimmen  sich  die  Constanten  A  nnd  B  zu 

^  =  0,         Bp  =  (0, 
so  dass  wird: 

ff  =  -e'''sinpt.  (66') 

Durchgänge  durch  die  Ruhelage  finden  zu  den  Zeiten  t=^hnjp 
für  Ä  =  1,  2,  8  . . .  statt,  so  dass  die  Dauer  einer  einfachen  oder 
Halbschwingung  den  constanten  Werth  hat: 


\    M  4M* 


yü)j^~X'  (66") 


Ist  die  Dämpfung,  also  auch  E^^  sehr  klein,  so  wirkt  sie  nur 
mit  einem  Glied  zweiter  Ordnung  auf  die  Schwingungsdauer  ein, 
die  sich  dem  Grenzwerth  nähert: 


-i/x- 


(66'") 


Diese  Formel  wird  bei  beobachtetem  T«  je  nach  Umständen, 
bald  zur  Bestimmung  von  M,  bald  von  A  benutzt 

Wird  z.  B.  das  Drehungsmoment  A  durch  die  Drillung  eines 
elastischen  Drahtes  geliefert,  der  an  seinem  oberen  Ende  befestigt 
ist  und  an  seinem  unteren  einen  Körper  (etwa  eine  Ej*ei8scheibe 
aus  Metall)  von  so  einÜEicher  Form  trägt,  dass  sein  Trägheitsmoment 
aus  seinen  Dimensionen  und  seiner  Masse  leicht  und  genau  zu  be- 
rechnen ist,  so  kann  man  durch  die  Messung  der  Periode  von  Tor- 
sionsschwingungen das  Drehungsmoment  A  des  Drahtes  bestimmen, 
welches  der  Ablenkung  y  =  1  entspricht  Hierbei  ist  besonders 
günstig,  dass  in  diesem  Falle  die  Proportionalität  des  Momentes 
mit  dem  Ablenkungswinkel  noch  für  sehr  beträchtliche  Amplituden 
mit  grosser  Genauigkeit  gilt 

Ist  so  A  ft^  einen  gegebenen  Draht  gefunden,  so  kann  man 
ihn  weiter  zur  empirischen  Bestimmung  von  Trägheitsmomenten  be- 
nutzen, die  der  Berechnung  grössere  Schwierigkeiten  bieten.  Man 
wird  beispielsweise  an  dem  Draht  zunächst  einen  Apparat  zur  Be- 
festigung von  anderen  Körpern,  z.  B.  von  Stäben,  anbringen  und 
dessen  Trägheitsmoment  W  durch  Schwingungsbeobachtungen  fest- 
stellen, etwa  finden: 


§  21.    Gedämpfte  Scbwingangen  bei  kleiner  Amplitude.  257 

darauf  wird  man  den  eigentlich  za  untersuchenden  Körper  vom  Träg- 
heitsmoment M'  hinzufügen  und  erhalten: 

Dann  ist: 

M'  =  (r"-  r*)A. 

'    71 

Aehnlich  wie  einen  gedrillten  Draht  kann  man  zur  Bestimmung 
von  Trägheitsmomenten  die  im  vorigen  Abschnitt  beschriebene  bifilare 
Aufhängung  anwenden  |  deren  Drehungsmoment  bei  kleinen  Ampli- 
tuden ebenfalls  mit  (p  proportional  ist  Hier  ist  nach  (51')  bei  Ver- 
nachlässigung der  Torsion  der  Aufhängungsdrähte: 

MgOU 


A  = 


4/ 


worin  Mg  —  O  das  Gewicht  des  aufgehängten  Apparates,  /  die  Länge 
der  Fäden,  O  und  ü  ihre  Abstände  oben  und  unten  bezeichnen. 

Dabei  ist,  wie  schon  im  vorigen  Abschnitt  bemerkt,  wenn  die 
Fäden  nicht  sehr  dünn  gegen  ihren  Abstand  sind,  eine  gewisse  Un- 
sicherheit darüber  vorhanden,  welche  Entfernungen  für  O  und  CT  zu 
wählen  sind. 

Diese  Schwierigkeit  lässt  sich  nach  einem  Vorschlag  von  Gauss 
folgendermaassen  umgehen. 

Man  legt  einen  Stab  so  in  den  Apparat,  dass  sein  Schwer- 
punkt sehr  nahe  in  die  Drehaxe  fällt,  was  sich  durch  gewisse  ein- 
fache Kunstgriffe  leicht  erreichen  lässt  Beiderseits  sind  in  gleichen 
Abständen  L'j  11'..,  vom  Schwerpunkt  und  somit  von  der  Drehungs- 
axe  feine  Marken  angebracht,  welche  gestatten,  gegebene  gleiche 
Massen  m,  z.  B.  cylindrische  Metallstücken,  so  aufzuhängen,  dass 
ihre  Schwerpunkte  um  eben  diese  Längen U^  L" ,..  von  der  Drehungs- 
axe  abstehen. 

Besitzt  der  Apparat  mit  dem  eingelegten  Stab  die  Schwingungs- 
dauer T*.  so  wird  gelten: 


finden  hingegen,  wenn  die  Massen  m  in  den  Entfernungen  11,  L" ... 
angebracht  sind,  die  Schwingungsdauem  T,  T\  .  .  statt,  so  ist: 


V        gOU(M'h2m)        ' 


r'^„i/J[E±l^E±Fl,     u.  s.  £; 
V         gOUiM  +  2m) 


W.YoraT,  Miwhanlk     Zweite  Aafl.  17 
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hierin  bezeichnet  mx'  das  Trägheitsmoment  eines  der  angebrachten 
Gewichte  m  um  eine  verticale  Axe  durch  seinen  Schwerpunkt. 
Aus  den  letzten  beiden  Formeln  folgt: 

gOU  2n^m{U^  -  U'*) 


41  (r*  -  r'*)(Af  +  2m)  ' 

hierdurch  ist  also  das  ganze  in  D,  auftretende  Aggregat  gOüj^l 
mit  einem  Male  bestimmt;  setzt  man  seinen  Werth  in  die  Formel 
für  T  ein,  so  folgt  auch  M^  und  damit  ist  Alles  bekannt^  was  man 
nöthig  hat,  um  die  bifilare  Aufhängung  zur  Bestimmung  von  Träg- 
heitsmomenten zu  verwenden.  — 

Nachdem  wir  so  die  praktische  Anwendung  des  Gesetzes  der 
Schwingungsdauer  erörtert  haben,  wollen  wir  uns  zur  Betrach- 
tung des  Gesetzes  der  Schwingungsamplituden  wenden.  Es  war 
nach  (66'): 

y  =  —  6         Sm|?/, 

ir 

dabei 


r  = 


2M  ' 


Maxima  oder  Minima  von  tp  finden  hiemach  statt  zu  Zeiten  r, 
die  gegeben  sind  durch  die  Gleichung: 

ctgpr-^.  (67) 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  folgen  einem  einfachen  Gesetz; 
ist  die  erste  positive  gleich  r^,  so  sind  die  folgenden  gegeben  durch: 

wo  h  eine  ganze  Zahl  ist;  demgemäss  bestimmt  sich  das  {}i+  l)te 
Maximum  oder  Minimum  von  y  durch: 

(-ifc/,,^,  =^«-'"'  +  '^^>8m|,r„  (670 

wobei  nun  alle  0^  positiv  sind;  es  gilt  hiemach: 

-<^-=«    •  («n 

Die  Schwingungsamplituden  0^  bilden  also  in  ihren  absoluten 
Werthen  eine  geometrische  Reihe;  das  Gleiche  gilt  von  dem  directer 
ablesbaren  Intervall  Wj^  zwischen  einander  folgenden  ümkehrpunkten, 
definirt  durch: 
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Es  lässt  sich  demnach  leicht  der  Werth  des  Exponenten: 

p         2tA 

durch  die  Beobachtung  bestimmen  und  bei  direct  beobachtetem  T 
und  berechnetem  M  die  Grösse  der  dämpfenden  Kraft  E^  ableiten.  — 

Die  erste  Amplitude  nach  Ertheilung  der  Geschwindigkeit  a? 
kann  zur  Bestimmung  dieser  Grösse  und  dadurch  zur  Bestimmung 
des  Impulses  dienen,  welcher  die  Schwingungen  hervorgerufen  hat; 
dergleichen  Messungen  werden  im  Gebiete  der  elektrischen  Induction 
häufig  angestellt 

Die  Zeit  r  des  ersten  Maximums  für  (p  ist  die  erste  positive 
Wurzel  der  Gleichung: 

da  man  durch  die  Beobachtung  der  folgenden  Amplituden,  wie  oben 
gezeigt,  den  Werth  rjp  leicht  erhalten  kann  und  njp  =^T  die  Dauer 
einer  einfachen  Schwingung  angiebt,  so  ist  in  der  Gleichung 

«=P*i^^  (68) 

alles  auf  der  rechten  Seite  Vorkommende  bekannt 

Ist  r/p  klein  neben  Eins,  so  ist  pr^  nur  wenig  von  ^tt  ver- 
schieden, und  man  kann  die  Gleichung  (67)  zu  leichterer  Berechnung 
Ton  Ti  in  eine  Seihe  entwickeln. 

Wenn  auf  die  besprochene  Weise  (o  gefunden  ist,  so  folgt 
daraus  die  Grösse  des  angewandten  Impulsmomentes  (N)  nach 
Gleichung  (56'): 

(JV)  =  (oM.  — 

Wirkt  ausser  der  mit  der  Geschwindigkeit  proportionalen  auch 
noch  eine  constante  Widerstandskraft^  so  gilt  nach  (60''^)  an  Stelle 
von  (66): 

(p  =  6'''''{ÄcoBpt+Bsinpt)  =F  ^,  (69) 


wo  das  obere  Vorzeichen  für  Bewegungen  in  positiver,  das  untere 
für  solche  in  negativer  Richtung  zu  benutzen  ist;  es  gilt  also  die- 
selbe Formel  immer  nur  für  die  Dauer  einer  einfachen  Schwingung 
und  es  müssen  die  Constanten  Ä  und  B  flir  eine  jede  dieser  Perioden 
neu  bestimmt  werden. 

Seien  die  einfachen  Schwingungen  durch  Ordnungszahlen  be- 
stimmt und  mögen  wieder  die  in  positiver  Richtung  stattfindenden 
die   ungeradzahligen   sein.     Betrachten   wir  dann  den  Anfang  der 

17* 
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hten  einfachen  Schwingung,  der  zur  Zeit  r^^^  stattfinden  möge;  die 
Anfangsamplitude  sei  (— l)*</>^_i,  also,  da  0^^^  positiv  ist,  negativ 
bei  folgender  positiver  Bewegungsrichtung;  die  Geschwindigkeit   ist 
zur  selben  Zeit  Tj^^  gleich  Null. 
Demgemäss  muss  gelten: 

(-  If  (*,_!  -  f )  =  6-^'-i  (J,cos;>r,_,  +B,sin;>r,.,),  (69') 

0  =  -  Äj^(rcospTj^^  +psmpT^_^)  +  i^^CP cospr^^^  -  r sin;?T^i). 

Für  das  Ende  r^  der  betrachteten  Schwingung  gilt  analog: 

(-  1)*  ""'(*»  +  f)  =  «"  "» iA  cosi>T,  +  B,  einpr^,  (69") 

0  =  — ^^(rcospT^  +;?sin;?T^)  +  B^{pcoBpTf^  —  rsinprj. 

Die  Betrachtung  dieser  Formeln  genügt,  um  den  E^influss  einer 
Constanten  Beibung  auf  die  Gesetze  der  Oscillation  zu  erkennen. 

Die  beiden  zweiten  Gleichungen  zeigen,  dass  r^^j  und  r^  der- 
selben Relation: 

genügen,  es  muss  also,  da  zwischen  diesen  beiden  kein  anderer 
Werth  die  Gleichung  erfüllt, 

sein;  die  Differenz  Tj^  —  Tj^_^  =  T=njp  ist  also  die  constante 
Dauer  einer  einfachen  Schwingung  und  unabhängig  von 
der  Constanten  Widerstandskraft  ICs  gilt  daher  für  die  Dauer 
einer  einfachen  Schwingung  auch  jetzt  die  Formel  (66"): 


n 

M 

4M' 

V  M 


Die  beiden  ersten  Gleichungen  (69')  und  (69")  lassen  sich   in 
Rücksicht  darauf,  dass  j5 r^  =  p r^^j  +  tt  ist,  in  der  Form  schreiben: 


0^,  -  ^  =  K„        0,  4-  ^  =  K.e'^''^'  (70-) 


und  daraus  erkennt  man,   dass  jetzt  die  Amplituden  selbst  keine 
geometrische  Reihe  mehr  bilden,  sondern: 

_^^lL_._jL=e+-^i>  (70") 

ein  constantes  Verhältniss  giebt 
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Stellt  man  zu  den  letzten  Formeln  die  für  die  folgende  {h+l)te 
einfache  Schwingung  geltende,  so  hat  man: 

und  erhält  daraus: 

und: 

**-!  -  2<^»  +  <^AM  =  {K,  -  K.^.ni-e-^""),  (71) 

Sind  die  Widerstandskräfte  so  gering,  dass  man  sowohl  rn/p 
neben  Eins,  als  ^j^^  —  0^^  neben  (I\  als  kleine  Grössen  erster 
Ordnung  ansehen  kann,  so  ist  nach  den  letzten  Formeln 

klein   von  der   zweiten  Ordnung  neben    </>^,  und  man  hat  bei  Be- 
schränkung auf  Glieder  erster  Ordnung  zu  schreiben: 

<^*^i  -  2  *»  +  a>,+i  =  0     oder     *»_x  +  0»,^,  =  20,.       {W) 

Hieraus  lässt  sich  eine  Regel  ableiten^  um  für  Körper,  die 
unter  Widerstandskräften  schwingen,  die  Ruhelage  zu  bestimmen, 
welche  sie  ohne  diese  Widerstände  einnehmen  würden,  und  die 
direct  nur  sehr  mühsam  zu  beobachten  sein  würde. 

Man  beobachte  auf  einer  Scala  mit  beliebigem  Null- 
punkt drei  auf  einander  folgende  ümkehrpunkte  des 
schwingenden  Körpers,  die  auf  die  Zahlen  Sj^_^,  ä^,  ä^^^ 
fallen  mögen;  dann  ist 

der  der  gesuchten  Ruhelage  entsprechende  Punkt  der  Scala. 
In  der  That:  Sj^^  —  äo>  *o  —  «ä>  *a+i  ~"  "^o  sind  proportional  mit 
den  drei  auf  einander  folgenden  Amplituden  ^,^_if  ^^f  *ä+i>  ^^^^ 
man  dies  aber  ein,  so  verwandelt  sich  die  letzte  Gleichung  in: 

<»A-i-2«»»  +  «»»+i  =  0. 

Diese  GAUSS'sche  Regel  kommt  u.  a.  bei  der  Benutzung  der 
Waagen  in  Anwendung,  um  aus  deren  Schwingungen  schnell  und 
sicher  die  Ruhelage  zu  bestimmen. 
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§  22.     Theorie   der  Anwendung^  des   Pendels  zur  BestiTnmnng  der 

Besohleunig^g^  durch  die  Schwerkraft 

Für  die  Dauer  T  der  einfachen  Schwingung  eines  schweren 
Massenpunktes  auf  einer  vertical  stehenden  Kreisbahn  vom  Radius  / 
oder  eines  sogenannten  einfachen  Pendels  von  der  Lange  /  hatten 
wir  schon  im  ersten  Theil,  §  9,  das  Gesetz  gefunden 


-i/j' 


welches  f)ir  unendlich  kleine  Amplituden  gilt  Dasselbe  zeigt,  wie 
durch  eine  Beobachtung  von  T  und  /  die  Beschleunigung  g  durch 
die  Schwere  sich  einfachst  bestimmen  lassen  würde.  Indessen  ist 
die  bei  der  vorstehenden  Formel  vorausgesetzte  Anordnung  bei  dem 
Experiment  nach  vielen  Seiten  hin  nur  angenähert  zu  erreichen, 
und  wir  wollen  daher  jetzt  die  störenden  Umstände  erörtern,  welche 
bei  der  Bestimmung  der  überaus  wichtigen  Grösse  g  in  Betracht 
kommen,  und  die  Methoden  beschreiben,  die  man  anwendet,  um 
ihren  Einfluss   auf  die  Beobachtung   theoretisch   zu   erkennen   und 

praktisch  zu  eliminiren.  Kaum  eine  andere  physi- 
kalische Beobachtung  gestattet  eine  ähnliche 
Schärfe,  wie  die  Bestimmung  von  g  mittelst  des 
Pendels;  demgemäss  bietet  die  Theorie  dieser 
Beobachtungsmethoden  das  classische  Beispiel  f&r 
die  sachgemässe  Behandlung  sogenannter  „Fehler- 
quellen". 

Die   Pendel,    welche   zur   Bestimmung   von  g 
wirkUch  angewandt  werden  und  die  man  im  Gegen- 
satz zu  den  oben  erwähnten  idealen  oder  „einfachen'' 
Fig.  26.  wohl  „zusammengesetzte''  nennt,  sind  schwere  starre 

Körper,  die  um  eine  horizontale  Axe  A  drehbar 
sind.  Ihre  Masse  sei  mit  if,  ihr  Trägheitsmoment  um  die  Axe  Ä 
mit  M  bezeichnet.  Die  drehend  wirkende  Kraft  ist  die  Schwere, 
deren  Resultante  Mg  im  Schwerpunkt  S  des  Körpers  angreift.  Das 
Pendel  ist  in  stabilem  Gleichgewicht,  wenn  sich  der  Schwerpunkt  S 
normal  unter  Ä  befindet;  eine  Ablenkung  um  den  Winkel  <p  giebt 
ein  zurückdrehendes  Moment: 

iV=  —  Mgssmq), 

falls  8  den  Abstand  des  Schwerpunktes  von  der  Axe  bezeichnet 
Wir  erhalten    demgemäss   nach  (53''')    die  Bewegungsgleichung 

M-^=-ifi7Äsiny,  (72) 
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welche  nach  MaltiplicatioQ  mit  dq)jdt  und  einmaliger   Integration 
ergiebt: 

Ist  für  <  =5  0  das  Pendel  in  seiner  grössten  Elongation  </>  nach 
der  positiven  Seite  und  also  {d(pldt)t^o  =  0,  so  wird: 

M  (^X  =2Mgs  (cos  q)  -  cos  0),  (72') 

also 


V  MgsJ 


<p 

dq> 


~. » 


Mg  s  J   |/2(co8  <jp  —  cos  0) 


(72") 


wo    das    negative    Zeichen    für    die    Dauer    der    ersten    einfachen 
Schwingung  gilt     Setzt  man  hierin 

siu*^qp  =  sin'^  </>  sin'  i/;,         also 


so  erhält  man: 


,  2 sin  V  0 cos  wdw 

acp  =:  ---■  -^ — —    ^     ^- , 

yi-8in*i  0sin> 


-\/ 


M     r     _  jtp _ 

Mg  8    l  yC- ain'i  0^8111' y/'  (^2'") 


die  Ablenkung  des  Pendels  zu  beliebiger  Zeit  wird  also  durch  ein 
elliptisches  Integral  erster  Art  gegeben.  Für  die  Praxis  ist  es  be- 
quem, da  die  Amplitude  0  immer  nur  wenige  Grade  beträgt,  den 
Nenner  zu  entwickeln  und  zu  schreiben: 

Vi» 

t  ^  if^Jdrp  [l  +  |sin'  l  a>sin>+  ^^sin*i  a>sin>  +  ... 

Die  Dauer  einer  einfachen  Schwingung  erhalten  wir  hieraus, 
wenn  wir  die  untere  Grenze  t//  =  —  ^  ;r  wählen,  denn  dies  entspricht 
der  Zeit,  die  verfliesst,  bis  die  Amplitude  zum  ersten  Mal  den 
Werth  —  0  erreicht  Demgemäss  findet  sich  unter  Rücksicht  auf 
die  Beziehung 

+  Vi  ^ 
r  '   tn   ,    j  ,         1  .3.5...  (2n  -  1) 

-Vt« 
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das  Resultat : 

^* = '^  l/^  [i  +  (I)' «''^' +*  + (o)*  «i"' ^  *^ +  •••]•  ('3) 

Bezeichnen  wir  die  einer  unendlich  kleinen  Amplitude  ent- 
sprechende Schwingungsdauer  durch  T,  den  Klammerausdmck  in  (73) 
durch  1  +  (T,  wobei  rr  >  0  ist,  so  erhält  man 

T,  =  Til  +  .),         T=n/^.  (73-) 

Lassen  wir  den  Körper  zu  einem  einzigen  schweren  Punkt  M 
im  Abstand  /  von  der  Axe  werden,  so  ist  für  diesen  M  =  MT  und 
8  =  1;  es  wird  also  der  Factor  fAjMs  zu  /,  während  alles  üebrige 
bestehen  bleibt     Wir  erhalten  daher  den  Satz: 

Ein  zusammengesetztes  Pendel  besitzt  dieselbe  Schwin- 
gungsdauer wie  ein  einfaches  von  der  Länge  /,  wenn  die 
Beziehung  besteht: 

-Ml  =  '•  <") 

Drückt  man  gemäss  (39')  das  Trägheitsmoment  M  durch  den 
Trägheitsradius  x  um  eine  zur  gegebenen  parallele  Axe  durch  den 
Schwen)unkt  und  durch  dessen  Abstand  s  aus,  so  erhält  man  auch: 

'^  =  l'  (74') 

Die  Betrachtung  des  in  der  Klammer  von  (73)  stehenden  Werthes 
zeigt  femer: 

Die  Schwingungsdauer  eines  Pendels  wächst  mit  seiner 
Schwingungsweite. 

Dieses  Wachsthum  ist  nur  gering  und  beträgt  bei  einer  Zahl 
von  n  Graden,  die  so  klein  ist,  dass  das  dritte  Glied  des  Klammer- 
ausdruckes ignorirt  werden  kann,  den  0,000018.n*ten  Theil  des  Ganzen. 

Nach  g  aufgelöst  liefert  die  zweite  Gleichung  (73')  den  Werth: 


-mi  <'^-) 


Für  die  Bestimmung  von  g  durch  die  Beobachtung  sind  also  die 
Grössen  M,  -W,  «  und  T=  T^/{1  +  (t)  zu  bestimmen. 

Auf  die  Messung  von  M  brauchen  wir,  nachdem  die  Theorie 
der  Waage  in  §  20  ausführlich  entwickelt  ist,  nicht  einzugehen; 
aber  die  Methoden  zur  Bestimmung  der  übrigen  der  genannten 
Grössen  bieten  vielfaches  Interesse. 

Schwingungsdauern  von  langsamer  Zu-  oder  Abnahme 
werden,   wie   constante,   dadurch   bestimmt,   dass   man   die   Zeit  r 


§  22.    MessuDg  von  SchwingtmgsdaueriL  265 

mis8t,  welche  eine  bekannte  Zahl  n  von  Schwingungen  erfordert. 
Bei  hinreichend  kleinem  n,  —  das  in  unserem  Fall  äusserst  lang- 
samer Veränderlichkeit  übrigens  sehr  beträchtlich  sein  darf,  —  ist 
dann  r  gleich  dem  n  fachen  der  in  der  Mitte  des  Intervalles  r 
stattfindenden  Schwingungsdauer.  In  unserem  Falle  gilt  somit 
r  =  » jr(l  +  ff),  wobei  ä  mit  der  in  der  Mitte  von  r  beobachteten 
Amplitude  4>  oder  aber  mit  dem  Mittel  der  Anfangs-  und  der  End- 
amplituden 0^  und  0J  zu  berechnen  ist 

Für  die  Beobachtung  von  t  hat  man  zwei  Methoden,  welche  beide 
eine  ungefähre  Eenntniss  des  Werthes  von  T,  die  man  durch  directe 
Zählung  einer  Anzahl  von  Schwingungen  und  der  ihnen  entsprechenden 
Anzahl  von  Secunden   leicht  erhalten   kann,  voraussetzen. 

Bei  der  ersten  „gewöhnlichen"  Methode  beobachtet  man  mit 
einem  auf  die  Ruhelage  des  Pendels  eingestellten  Femrohre  die  Zeit- 
punkte <o,  iij  ttf  '  '  '  beliebiger  Durchgänge  des  Pendels  durch  die 
Ruhelage,  sowie  die  ihnen  direct  vorhergehenden  oder  folgenden 
Elongationen  0o>  ^i>  *«.•••>  bestimmt  dann  mit  Hülfe  des  vor- 
läufigen Werthes  von  T  die  Anzahl  n,,  n,,  .  .  .  der  zwischen  je  zwei 
sich  folgenden  Ablesungen  liegenden  Schwingungsdauern  und  erhält 
dadurch  folgende  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  T,  d.  h.  der  einer 
unendlich  kleinen  Amplitude  entsprechenden  Schwingungsdauer: 

<,  =  a  +  T{n,  +  n,  a,) 

U^a  +  T{n,  +  n.  +  n.a,  +  n.(7.)  (75) 

f,  =  a  +  T(n,  +  n,  +  w,  +  n,<T,  +  n^<T^  +  n,(7,) 


Die  sehr  kleinen  in  a  multiplicirten  Glieder  kann  man  hierin 
unter  Benutzung  eines  angenäherten  Werthes  für  T  passend  als 
Correcüonen  an  den  direct  beobachteten  Zeitpunkten  /^  auf  die  linken 
Seiten  der  Formeln  bringen. 

Für  ein  System  linearer  Gleichungen,  welches,  wie  dieses,  mehr 
Gleichungen  als  Unbekannte  (a  und  T)  enthält,  ergiebt  die  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung die  folgende  Regel  zur  Bestimmung  der  Un- 
bekannten: Man  multiplicirt  jede  Gleichung  mit  dem  in  ihr  auf- 
tretenden Factor  der  ersten  Unbekannten  und  addirt  alle  so  erhal- 
tenen, verfährt  ebenso  mit  dem  Factor  der  zweiten,  dritten  .  .  .  aten 
TJnbekannten  und  gewinnt  auf  diese  Weise  a  Gleichungen,  deren 
Auflösung  die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  a  Unbekannten  liefert. 
(Methode  der  kleinsten  Fehlerquadrate.) 

Die  andere  Beobachtungsmethode,  auch  „Methode  der  Coin- 
cidenzen*'   genannt   und   von  Mairan  erfunden,   von   Borda  ver- 
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voUkommnet,  setzt  voraus,  dass  die  Schwingungsdauer  T*  des  Pendels 
sehr  nahezu  in  einem  durch  kleine  ganze  Zahlen  gegebenem  Ver- 
hältniss  zu  der  Schwingungsdauer  T  eines  (controlirten)  ührpendels 
steht,  —  die  wir  der  Kürze  halber  als  Secunde  bezeichnen  —  und 
bestimmt  die  Zeitpunkte  der  gleichzeitigen  gleichsinnigen  Durchgänge 
beider  Pendel  durch  ihre  Ruhelage,  der  sogenannten  Coincidenzen 
Fänden  v  Schwingungen  des  Experimentirpendels  in  genau  der- 
selben Zeit  statt,  wie  jw  des  Uhrpendels,  d.h.  wäre  v7V  =  jm7^,  so 
müsste,  wenn  beide  zur  Zeit  ^  =  0  eine  Coincidenz  besitzen,  nach  je 
H  Secunden  abermals  eine  solche  eintreten;  ist  dies  Verhältniss  aber 
nicht  genau  erfüllt,  sondern  gilt 

wo  d  neben  n  sehr  klein  und  mit  positivem  oder  negativem  Zeichen 
zu  nehmen  ist,  je  nachdem  das  Uhr-  oder  das  Experimentirpendel 
voreilt,  so  werden  zunächst  die  nach  je  jw  Secunden  zu  erwartenden 
Coincidenzen  immer  unvollkommner  werden,  bis  nach  Ä/i  Secunden 
einmal  ein  nahezu  gleichzeitiger  Durchgang  beider  Pendel  in  ent- 
gegengesetzter Richtung  stattfindet,  d.  h.  hS  nahe   =  1,  also 

ist,  wobei  das  Zeichen  (=)  die  Gleichheit  innerhalb  der  Grenze  der 
Beobachtungsfehler  andeuten  mag. 

Weiter  werden  die  beiden  Pendel  beim  Durchgang  nach  je 
/jL  Secunden  sich  einander  mehr  und  mehr  nähern,  und  nach  2  hfn  Se- 
cunden wird  ein  nahe  gleichzeitiger  Durchgang  in  gleicher  Richtung 
wieder  stattfinden.     Dann  ist: 

die  Dauer  einer  Coincidenz,  eine  wohl  messbare  Grösse. 

Die  Coincidenzen  in  der  Ruhelage  sind  niemals  absolut  genau, 
und  darum  findet  man,  wenn  man  aus  der  Messung  der  Dauer  einer 
grösseren  Zahl  von  Intervallen  0^  das  h  berechnet,  filr  dasselbe  im 
Allgemeinen  keine  ganze  Zahl.  Bei  Zulassung  nicht  ganzzahliger 
Werthe  h  wird  dann  die  Gleichung 

2  {kv  ip  1)  r*  =  2hfl  r  =  0*  (76) 

streng  richtig;  man  kann  also  die  Beziehung 

in  der  h,  /i,  v  beobachtbar  sind,  benutzen,  um  die  Schwingungs- 
dauer T^  des  Experimentirpendels  durch  diejenige  T  des  Uhrpendels 
auszudrücken. 
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Sind  die  Amplituden  des  ersteren  nicht  hinreichend  klein,  so 
lässt  sich  T0  während  der  Beobachtung  auch  nicht  als  constant 
betrachten;  es  muss  dann  eine  Reduction  auf  unendlich  kleine 
Ainplita4.6n  Yorgenommen  werden. 

Die  Schwingungsdauer  T  bei  unendlich  kleiner  Amplitude  steht 
mit  der  bei  endlicher  nach  dem  Obigen  in  dem  Zusammenhang: 

T^  =  T[\  +  (7), 

worin  0-,  eine  Function  der  Grösse  der  Amplitude,  in  der  Regel  so 
klein  ist^   dass  man  ihr  Quadrat  neben  Eins  vernachlässigen  kann. 
Bei   unendlich  kleiner   Amplitude  würden  die  Goincidenzen  in 
Zeitintervallen: 

2(ÄVq:  l)r=2Ä>r  =  0  (76') 

stattfinden.     Vergleicht  man  dies  mit  der  Formel  (76) 

2{}iv^  \)T(\  +(T)  =  2hfiT  =  0*, 

so  erhält  man  nach  einfachen  Reductionen  die  noch  strenge  Beziehung 

h=:h'{l  ^(T(hv^:l)),  (76") 

wo  im  zweiten  kleinen  Glied  auf  der  rechten  Seite  h  beliebig  mit 
h*"  zu  vertauschen  ist 

Setzt  man  diesen  Werth  in  den  Ausdruck  für  0^  ein,  so  erhält 
man,   indem   man   sich   auf  die   linearen  Glieder   in  Bezug  auf  a 

beschränkt: 

0(1  q:rT(Äi/+  1))  =0^, 

oder  abgekürzt  (76"') 

0^=  0(1  zF(r'). 

Beobachtet  man  nun  Goincidenzen  zu  den  Zeiten  t^,  ti,  t^ . ,  ., 
und  liegen  zwischen  denselben  resp.  k^,  /?«>...  Intervalle  0,  so  gelten 
folgende  Gleichungen: 

<.  =  fc  +  e{K  +  h  +  Kg:  +  Ka:)  {ii) 


Hierin  sind  die  &  mit  den  mittleren  Amplituden  in  dem  be- 
treffenden Intervall  zu  berechnen  und  die  in  sie  multiplicirten  Glieder 
unter  Benutzung  eines  vorläufigen  angenäherten  Werthes  von  T  vor- 
theilhaft  auf  die  linke  Seite  zu  bringen. 
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Die  Berechnung  von  0  geschieht  dann  nach  der  oben  besprochenen 
Methode;  aus  seinem  Werth  findet  sich  nach  (76') 


2fiT 

und  daraus  T  gemäss  derselben  Gleichung: 

wobei  neben  dem  eben  berechneten  0  auch  T,  n  und  v  als  bekannt 
zu  betrachten  sind. 

Am  häufigsten  wird  die  Methode  der  Coincidenzen  auf  Pendel 
angewandt,  welche  mit  dem  Dhrpendel  nahe  übereinstimmende 
Schwingungsdauer  haben,  für  welche  also  ju  =  v  ist  — 

•  Die  Hauptschwierigkeit  in  der  Anwendung  der  Formel  (74")  zur 
Bestimmung  von  g  liegt  in  den  Grössen  M  und  «,  die  im  Allgemeinen 
aus  den  Dimensionen  des  Pendels  zu  berechnen  sind.  Dabei  bringt 
einmal  die  stets  vorhandene  und  nicht  streng  zu  berücksichtigende 
Inhomogenität  des  Materiales,  aus  welchem  das  Pendel  gefertigt 
ist,  dann  auch  die  nie  vollkommen  dem  Ideal  entsprechende  un- 
regelmässige Gestalt  desselben  bedeutende  Fehler  mit  sich.  Wir 
wollen  zwei  verschiedene  Anordnungen  des  Experimentes,  welche 
bestimmt  sind,  diese  Uebelstände  unschädlich  zu  machen,  ausführlich 
besprechen. 

I.   Fadenpendel. 

Die  Einrichtung  der  Fadenpendel  bezweckt^  die  Wirkung  der 
genannten  Fehlerquellen  dadurch  zu  verringern,  dass  man  die  ganze 
Masse  auf  möglichst  kleinen  Raum  in  grossem  Abstand  von  der 
Drehungsaxe  concentrirt  Dazu  hängt  man  an  einem  möglichst  leichten 
Faden  eine  Kugel  auf,  von  möglichst  grosser  Dichtigkeit  und  einem 
Eadius  R,  der  klein  ist  gegen  die  Länge  des  Fadens  L.  Nennt  man 
die  Masse  der  Kugel  m,  die  des  Fadens  m\  so  erhält  man  unter 
Voraussetzung  homogener  Substanz  und  regelmässiger  Form  jeder 
der  beiden  Theile  nach  (39),  (41'"),  (42)  für  das  Verhältniss  M/if«, 
welches  die  Länge  l  des  mit  dem  gegebenen  gleichschwingenden  ein- 
fachen Pendels  darstellt,  den  Werth: 

M8  "  TO(L+Ä)+Jm'L 
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Hierin  wird  m  und  m  durch  Wägung,  L  +  R  durch  Messung 
der  Pendellänge  im  Allgemeinen  direct  bestimmt  werden.  R  wird 
entweder  durch  das  Mittel  einer  grösseren  Zahl  von  Messungen  ver- 
schiedener Durchmesser  gegeben,  oder  aus  dem  nach  später  zu  be- 
sprechenden Methoden  beobachteten  Volumen  als  mittlerer  Werth 
berechnet  werden. 

Ist  m  so  klein  gegen  m,  dass  man  sowohl  {m'fmy  als  auch 
mR/mL  neben  Eins  vernachlässigen  kann,  so  erhält  man: 

Wäre  die  ganze  Masse  im  Kugelcentrum  vereinigt,  so  würde 
1=  L  +  R  sein;  die  beiden  letzten  Glieder  der  Formel  sind  also  die 
von  der  Grösse  der  Kugel  und  der  Masse  des  B^adens  herrührenden 
Correctionen;  da  sie  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  so  kann 
man  durch  geeignete  Wahl  erreichen,  dass  sie  sich  gegenseitig  zer- 
stören.    Dazu  muss: 

12        R*       _  _m' 
5    L{L  ■{-  R)'^  m 

sein;  ist  Faden  und  Kugel  aus  der  gleichen  Substanz  und  q  der 
Querschnitt  des  Fadens^  so  folgt  f)ir  diesen: 

__  low         i?* 
^  "■    5   *  U(L-{-R)  ' 

dies  giebt  z.B.,  falls  Ä  =  1  cm,  L  =  1  m,  für  5  den  Werth  0,001  mm*. 

Um  sich  von  der  Voraussetzung  der  Homogenität  der  Substanz 
der  Kugel  —  der  Faden  kommt  hierbei  seiner  geringen  Masse  wegen 
nicht  in  Betracht  —  zu  befreien,  kann  man  nach  dem  Vorgang  von 
ÜAIBAN,  dem  die  späteren  Beobachter  mit  Fadenpendeln  gefolgt 
sind,  zwei  Beobachtungsreihen  combiniren,  zwischen  denen  die  Kugel 
umgekehrt,  unten  und  oben  vertauscht  worden  ist 

Bezeichnet  man  nämlich  das  Trägheitsmoment  und  den  Schwer- 
punktsabstand für  den  Fall  homogener  Massenvertheilung  mit  M« 
Qnd  «09  den  Abstand  des  Kugelcentrums  von  der  Axe  mit  a,  und 
bezeichnet  man  femer  die  positive  oder  negative  Dichtigkeit,  die  in 
dem  Baumelement  dk  tm  der  Stelle  (a  +  2;,  y)  mehr  vorhanden  ist^ 
als  bei  homogener  Massenvertheilung  stattfinden  würde,  mit  6',  so 
wird  sich,  wenn  man  ^  als  sehr  klein  neben  (a  +  xf  vernachlässigt, 
Bebreiben: 

Jf  «0  +  f  b'  dk{a-\-  x)* 
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woraus  unter   Rücksicht  auf  fe'dk^O   und   die  gleiche  Grössen- 
ordnung  von  x  und  y  folgt: 


-^j>+(ie-i)/'-'")^ 


man  bemerkt,  dass  bei  der  vorausgesetzten  Drehung  der  Pendelkugel 
das  zweite  Glied  sein  Vorzeichen  umkehrt  Beobachtet  man  daher  T, 
womit  auch  weiterhin  sogleich  die  auf  unendlich  kleine  Ampli- 
tude reducirte  Schwingungsdauer  bezeichnet  werden  mag,  in 
diesen  beiden  Anordnungen  und  bezeichnet  die  sich  entsprechenden 
Werthe  mit  r,  T  und  T,  T',  so  wird  wegen  l:=.g(Tlny 

r*  +  r''   ___   n^    (F  -hn  _   n*     Mo 
2  ~    g  2        ^    g    Ms^' 

man  kann  also,  wenn  man  nur  mit  dem  Mittelwerth  der  Quadrate 
der  bei  verschiedener  Lage  der  Kugel  erhaltenen  Schwingungsdauem 
rechnet,  g  ebenso  berechnen  als  wäre  die  Pendelkugel  homogen. 

Da  die  Unregelmässigkeiten  der  Gestalt  auch  Einfluss  auf  die  di- 
rect  gemessene  Länge  L  +  2i?  des  Pendels  haben,  so  fallen  sie  bei  dieser 
Combination  von  Beobachtungen  im  Allgemeinen  nicht  heraus;  dies 
würde  nur  in  dem  speciellen  Falle  geschehen,  dass  der  verticale  Durch- 
messer der  fehlerhaften  Kugel  genau  gleich  dem  durch  Wägung  ge- 
fundenen mittleren  ist  Man  kann  diese  Fehlerquelle  einzig  dadurch 
weniger  wirksam  machen,  dass  man  bei  derselben  Kugel  verschiedene 
Durchmesser  nach  einander  vertical  stellt;  indessen  ist  sie  weniger 
bedenklich  als  die  vorige,  da  die  Fehler  der  Gestalt  durch  directe 
Messung  von  Durchmessern  constatirt  werden  können,  die  der  Homo- 
genitÄt  nicht  — 

Eine  eigenthümliche  Schwierigkeit  entsteht  für  die  Beobachtung 
dadurch,  dass  die  Drehungsaxe  eines  Fadenpendels  nicht  unmittelbar 
durch  das  obere  Ende  des  Pendelfadens  gegeben  ist,  sondern  von 
demselben  abweicht.  Ist  der  Pendelfaden  zwischen  Backen  einge- 
klemmt, so  bewirkt  seine  Steifigkeit,  dass  er  in  seinem  obersten 
Theil  vertical  bleibt  und  die  Drehung  um  einen  tieferen  Punkt  statt- 
findet, dessen  Entfernung  von  dem  oberen  Ende  von  der  Dicke  und 
Substanz  des  Pendelfadens,  vielleicht  auch  von  der  Schwingungsweite 
des  Pendels  abhängt  Diese  Thatsachen  hat  Borda  festgestellt  und 
demgemäss  bei  seinen  Pendelbeobachtungen  die  Bewegung  um  eine 
Schneide,  die  auf  horizontalen  Lagern  auflag,  stattfinden  lassen.  Um 
sicher  zu  sein,  dass  das  sonach  aus  Schneide,  Faden  und  Kugel  be- 
stehende Pendel  wie  ein  starrer  Körper  schwang,  gab  er  der  Schneide 
eine  solche  Einrichtung,  dass  sie  für  sich  allein  ein  Pendelchen  nahe 
mit  derselben  Periode,  wie  das  ganze  Pendel,  darstellte.     Dies  ist 
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nach  (74)  bei  beliebig  kleinem  Trägheitsmoment  durch  Wahl  des 
Schwerpunktsabstandes  jederzeit  zu  erreichen.  £ine  gleiche  Ein- 
richtung ist  auch  Ton  späteren  Beobachtern  benutzt  worden. 

Indessen  bietet  gleichfalls  sie  eine  Unsicherheit  dar,  denn,  wie  La- 
PLACE  zuerst  hervorgehoben  hat,  liegt,  falls  die  Schneide  keine  absolut 
scharfe  ist^  die  Drehungsaxe  nicht  in  der  Ebene  des  Lagers,  sondern 
etwas  darunter. 

Thomas  Yoüng  hat  darauf  hingewiesen,  dass,  falls  das  Pendel 
sich  um  einen  feinen  Kreiscylinder  dreht,  der  auf  einer  horizontalen 
Unterlage  rollt,  die  vom  Schwerpunkt  beschriebene  Trochoide  in 
dessen  tiefster  Lage  einen  Krümmungsmittelpunkt  besitzt,  der  um 
die  Länge  des  Cylinderradius  unterhalb  des  Lagers  liegt  Hieraus 
folgt  f)ir  ein  nahezu  einfaches  ebenso  aufgehängtes  Pendel,  dass  die 
wahre  Pendellänge  um  den  gleichen  Betrag  kürzer  ist,  als  der  Ab- 
stand des  schweren  Punktes  von 
dem  Lager. 

Indess  wollen  wir  uns  mit 
diesem  speciellen  Resultat  nicht 
begnügen,  sondern  einer  spä- 
teren Anwendung  wegen  die 
Schwingungsdauer  eines  zu- 
sammengesetzten Pendels  be- 
stimmen, das  mit  einer  cyUndri- 
schen  Axe  auf  einer  ebenen 
Unterlage  rollt,  ohne  zu  gleiten. 

Es  sei  gemäss  Fig.  27  (>  der 
Badius  des  Ereiscy linders;  das 
Loth  i{  von  dem  Schwerpunkt  s 
des  Pendels  auf  seine  Axe 
Bchliesse  mit  der  nach  unten 
positiven  F-Axe  den  Winkel  y 
ein,  der  Kadiusvector  r  von  einem  beliebigen  anderen  Punkte  ^  des 
Pendels  den  Winkel  y',  9'  —  y  s^i  =  ''/'• 

Wir  wenden  nun  die  Gleichung  (104")  für  die  lebendige  Kraft  'P', 
da  die  Aenderung  des  inneren  Potentiales  wegen  der  Starrheit  des 
Körpers  verschwindet,  in  der  Form  an 

hierin  bezeichnet  dA  die  Arbeit  der  Schwerkraft,  und  wir  haben 
demgemäss  auf  die  Zeiteinheit  bezogen: 


X' 

^^^^ 

Xi                ° 

^\t^/ 

/     / 
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Fig.  27. 
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Nun  haben  die  Coordinaten  rr,  y  des  Punktes  p  nach  der  Figur, 
falls  x^  den  Werth  von  x  für  qp'  =  ü  bezeichnet,  folgende  Werthe: 

X  =■  x^  +  r  sin  (p'  —  Q(p\         y  =  r  cos  qp'  —  (> , 
also 

dx        f  ,         V  dtp'  dy  •       /  da/ 

—  =  (rco8<p-(>)^,         ^  =  _r8m9,-J^, 

r  =  («'-2r(,C09  9P'  +  r')(^y. 

Hierin  ist  q)'  =  cp  +  ip^  wo  t/;  sich  mit  der  Zeit  nicht  ändert; 
r  sin  \j)  =  x\  r  cos  ip  =  y  sind  die  gleichfalls  constanten  Coordinaten 
von  p  in  Bezug  auf  das  in  der  Figur  eingetragene  im  Körper  feste 
System  A"  F.   Daher  giebt  die  Gleichung  (79): 

~dl  [{tujf'^'^  ^^*  +  r«  -  2()  (y'  cos  qp  -  a;'  sin  qp))] 

=  2g  — -  I  ri  m  (y'  cos  (f  —  x  sin  qp  —  p). 
Nun  ist  aber: 

{y  dm  =  ifiy',  frr'rfw  =  0,  ^r^dm  =  if(»*  +  O. 

falls  V  die  Schwerpunktscoordinate,  x  den  Trägheitsradius  des  Pendels 
in  Bezug  auf  die  zur  Cylinderaxe  parallele  Axe  durch  den  Schwer- 
punkt bezeichnet;  daher  erhalten  wir  nach  ausgeführter  Integration: 

M{x^  +  n^  4-  (/  -  2() V cos y) (^)*=  G  +  2if ^ i/' cos qp 

oder,  falls  für  y*  =  </>  die  Geschwindigkeit  d(f\di  verschwindet,  auch 

3/(x'  +  ^'«  +  (/  -  2(>Vcos7))[^y=  2if^7;'(cosy  -  cos*). 

Führen  wir  hierin  den  Abstand  s  des  Schwerpunktes  von  der 
Linie  des  Cylinders  ein,  die  im  Zustand  des  Gleichgewichtes  die 
tiefste  ist,  indem  wir  setzen 

so  lautet  diese  Gleichung 

U{ie  +  «•  +  2(>(ä  +  (;)(! - co8<y>))[^]'  =  23f^(s+  (i)(cosy  — cos 0)  (80) 

Diese  Formel  ist  noch  ganz  streng.  In  dem  uns  vorliegenden 
Falle  ist  q  neben  x  und  s  ausserordentlich  klein  und  wir  können 
bei  massigen  Amplituden  s(l  —  cosqt)  =  ^sqp*  als  von  derselben 
Grössenordnung  betrachten.  Das  letzte  Glied  in  der  Klammer  links 
ist  dann  mit  den  beiden  ersten  verglichen  von  zweiter  Ordnung  und 
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die  Formel  nimmt  bei  Beschränkung  auf  die  Glieder  erster  Ord- 
nung die  Gestalt  an 

M(x'  +  **)  (-^7-)'=  M  (47)'=  ^^9{s  +  Q)  (cos  ff  -  cos  *),     (80') 

in  der  M  das  Trägheitsmoment  des  Pendels  um  die  Gerade  be- 
zeichnet, in  welcher  der  Cylinder  beim  Gleichgewicht  auf  der  Untorr 
läge  aufliegt. 

Diese  Gleichung  stimmt  der  B^orm  nach  mit  (72')  überein,  die 
für  ein  um  eine  Linie  drehbares  Pendel  gilt;  nur  steht  hier  rechts 
{s  +  (t)  an  Stelle  von  s  dort.    Es  ergiebt  sich  daher  der  Satz: 

Ein  zusammengesetztes  Pendel,  welches  mit  einem 
Kreiscylinder  vom  Radius  q  als  Axe  auf  einer  horizon- 
talen, ebenen  Unterlage  rollt,  besitzt  bei  Schwingungs- 
amplituden 0y  welche  so  klein  sind,  dass  (></>'  neben  /  ver- 
nachlässigt werden  kann,  dieselbe  Schwingungsdauer,  wie 
ein  einfaches  Pendel  von  der  Länge 

/  =  -''--^-  ;  (80") 

hierin  ist  s  der  Abstand  des  Schwerpunktes  des  Pendels 
von  der  ebenen  Unterlage  für  den  Fall  der  Ruhe. 

Ist  Q  neben  s  sehr  klein,  wie  dies  bei  den  Anwendungen  stets 
stattfindet,  so  ergiebt  sich  bei  Beschränkung  auf  Glieder  erster 
Ordnung: 

^=-:--('-7)=^^-')'       («^"') 

worin  /©  der  für  (>  =  0  stattfindende  Werth  von  l  ist. 

Für  ein  einfaches  Pendel  ist  « = /o>  also  /  =  /o  — (>;  es  be- 
stätigt sich  damit  das  von  Th.  Young  angegebene  Resultat 

Da  die  Schwingungsweite  als  sehr  klein  vorausgesetzt  ist,  so 
behält  das  abgeleitete  Resultat  seine  Gültigkeit  auch  für  den  Fall, 
dass  der  Querschnitt  des  Cylinders  andere  als  kreisförmige  Fornä 
besitzt;  q  bedeutet  dann  den  Krümmungsradius  an  der  Stelle,  welche 
beim  Ruhezustand  auf  der  Unterlage  aufliegt  Eine  allgemeine 
Untersuchung  dieses  Einflusses  auch  für  grössere  Amplituden  ist 
von  Bessel  angestellt  worden.  — 

Die  Einflüsse  der  Aufhängungsart  auf  die  Pendelschwingungen 
lassen  sich  aber  nicht  mit  Sicherheit  durch  blosse  theoretische  Be- 
trachtungen bestimmen  —  q  ist  z.  B.  nicht  messbar  —  deshalb  hat 
Bessel  eine  Anordnung  des  Experimentes  erfunden,  welche  die 
Elimination  derselben  durch  die  Corabination  verschiedener  Be- 
obachtungen  gestattet  und    zugleich   neben    anderen    den   Vortheii 

W.  Voigt,  Mechanik.    Zweite  Aufl.  IH 
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bietet,  die  an  sich  schwierige  Bestimmung  der  ,,PendelläDge''  (für  das 
Fadenpendel  der  Grösse  R  +  L)  bis  zu  einem  gewissen  Grade  zu 
umgehen. 

Er  operirte  mit  zwei  Fadonpendeln^  welche  dieselben  Auf- 
hängungen und  Kugeln  benutzten,  aber  gesammte  Längen  besassen, 
welche  sich  um  einen  nur  sehr  wenig  von  einer  Toise  abweichenden 
und  daher  sehr  genau  messbaren  Betrag  unterschieden.  Es  galt  fQr 
die  Länge  /  des  mit  einem  gegebenen  Fadenpendel  gleich  schwingen- 
den einfachen  Pendels  die  Formel  (78'),  die  bei  Einführung  der 
auf  unendlich  kleine  Amplituden  reducirten  Schwingungsdauer  T 
sich  schreibt: 

i7(-J=^  =  ^  +  Ä  +  yXT5---6^' 

hierin  folgen  einander  die  Glieder  rechts  nach  ihrer  Grössenordnung. 
Auf  zwei  Beobachtungen  mit  verschiedenen  Längen  angewandt  er- 
giebt  sie: 

Aus  dem  höchsten  Gliede  ist  der  Einfluss  der  Aufhängung 
der  z.  B.  für  den  Fall  der  Benutzung  einer  Schneide  nach  dem 
oben  Gezeigten  darin  besteht,  dass  die  in  Rechnung  zu  ziehenden 
Jj,  und  L,  um  den  Krümmungsradius  der  Abstumpfung  von  den  ge- 
messenen verschieden  sind,  vollständig  beseitigt  L,  —  L,  ist  dabei 
die  gesammte  gemessene  Längendifferenz  der  beiden  Pendel,  wenn 
die  Kugel  bei  beiden  Beobachtungen  die  gleiche  Lage  behalten  hat 
also  nicht  gedreht  ist. 

Das  zweite  Glied  mit  R  ist  völlig  verschwunden,  der  Eugelradius 
tritt  daher  erst  im  dritten  und  demgemäss  mit  geringerem  Eäntluss 
auf,  in  ebendemselben  auch  die  absoluten  Längen  £,  und  I«,,  die 
daher  mit  geringerer  Sicherheit  bekannt  zu  sein  brauchen. 

Da  die  Aufhängung  durch  Einklemmung  des  Pendelfadens  oder 
durch  Befestigung  an  einer  Schneide  nicht  die  Garantie  vollkom- 
mener Unveränderlichkeit  bietet,  insofern  die  Einklemmung  bei  dem 
langen  und  dem  kurzen  Pendel  in  verschiedener  Weise,  z.  B.  mit 
verschiedener  Kraft,  geschehen  kann,  und  die  Schneide  der  Ab- 
nutzung ausgesetzt  ist,  liess  Bbssel  den  Pendelfaden  sich  von  einem 
Kreiscylinder  von  geringem  Radius  abwickeln. 

Üeber  die  gesammte  Anordnung  des  Apparates  sei  nur  Folgen- 
des gesagt  Auf  einer  verticalen  eisernen  Schiene  AB  (Fig.  28)  be- 
fand sich,  etwa  um  ein  Drittel  der  ganzen  Länge  vom  unteren 
Ende  entfernt,  ein  fester  Ansatz  %  mit  horizontaler  oberer  Fläche, 
auf  welche   der  Maasstab  kk  von   der  Länge   einer  Toise    gestellt 
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werden  konnte;  der  Druck  auft  und  zugleich  die  Längenändemng, 
welche  die  Toise  in  Folge  der  Schwere  erleiden  würde,  war  dadurch 
aufgehoben,  dass  letztere  in  ihrer  Mitte  bei  n  durch  eine  ihrem  Ge- 
wicht nahe  gleiche  Kraft  nach  oben  gezogen  wurde. 


m° 


Zwei  Gabeln  qq,  die  ebenfalls  auf  der 
eisernen  Schiene  A  B  befestigt  waren,  nahmen 
die  Aufh&DgeYorrichtungen  der  Pendel  auf,  die 
mit  einem  Ansatz  das  eine  Mal  auf  der  oberen 
Fläche  Yon  t,  das  andere  Mal  auf  dem  oberen 
Querschnitt  der  Toise  ruhten.     Dadurch  war 
erreicht,  dass  die  oberen  Enden  der  Pendel 
genau  um  die  Länge  der  Toise  von  einander 
entfernt  angebracht  waren.      Die    Lage   des 
tiefsten  Punktes  der  Pendelkugel  wurde  mit 
der    am   unteren    Ende    der    Schiene    ange- 
brachten  Mikrometerschraube  r  nebst  Fühl- 
hebelvorrichtung  bestimmt,  und  dadurch  zu- 
gleich gefunden,  um  wieviel  die  Längendifferenz 
des  kurzen  und  des  langen  Pendels  von  einer 
Toise  abweicht     Die  Wirkung  des   Druckes 
des  F&hlhebels  auf  die  Längenmessung  wurde 
in  Rechnung  gezogen,  ebenso  die  Temperatur 
der  einzelnen  Theile. 

um  alles  zu  dem  hier  besprochenen  Pro- 
1)lem  Gehörige  zu  erledigen,  wollen  wir  noch 
erörtern,  in  welcher  Weise  die  Luft,  inner- 
halb deren  die  Bewegung  des  beobachteten 
Pendels  der  Begel  nach  stattfindet,  auf  die 
Beobachtungen  Einäuss  hat  Ihre  Wirkung 
ist  eine  dreifache. 

Erstens  übt,  wie  wir  im  nächsten  Theile 
ableiten  werden,  eine  jede  ruhende  schwere 
Flüssigkeit  auf  einen  in  ihr  befindlichen 
Körper  einen  Auftrieb  aus,  d.  h.  eine  vertical 
nach  oben  gerichtete  Kraft,  welche  gleich  ist 
dem    Gewicht    der    Yon    jenem    verdrängten  Fig.  28. 

Flüssigkeitsmasse  und  in  deren  Schwerpunkt, 
im   Falle   einer  homogenen   Flüssigkeit   also   im   Schwerpunkt  des 
Körperrolumens,  angreift. 

In  Folge  dieses  Auftriebes  wird  in  unserer  Ausgangsgleichung  (72) 
der  Werih  des  ausgeübten  Drehungsmomentes  geändert  Ist  das 
Pendel  so  weit  symmetrisch,  dass  der  Schwerpunkt  seines  Volumens 

18* 


l 


ü 

s 
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in  dieselbe  Ebene  fällt,  welche  seine  Drehungsaxe  und  den  Schwer- 
punkt seiner  Masse  enthält,  und  ist  s'  sein  Abstand  von  der  Axe, 
M'  die  verdrängte  Flüssigkeits-  also  Luftmasse,  so  wird: 

N^-  {Ms  -  M' s)g^m(p.  (81) 

Hieraus  folgt  die  Länge  des  gleichschwingenden  einfachen  Pen- 
dels nunmehr: 

7  —        **  +  g* 

'-  J^      M'  ^\'  (80 


\         Ms) 


Darf  das  Pendel  als  homogen  angesehen  werden,  wie  dies  bei 
Fadenpendeln  immer  stattfindet,  so  ist  s  =  «',  und  MIM*  gleich  dem 
Verhältniss  der  Dichtigkeiten  «/a';  daraus  folgt: 

x*  +  g* 
^--r  TT^.  (81") 


(•  -  ^^ 


In  diesem  Falle  tritt  also  in  Formel  (72)  einfach  ^(1  —  e'/*)  *^ 
die  Stelle  von  g^  und  es  wird  daher  auch  die  corrigirte  Schwingungs- 
dauer zu: 

der  hydrostatische  Einfluss  der  umgebenden  Luft  ist  also  leicht  in 
Rechnung  zu  ziehen. 

Zweitens  setzt  die  Luft  dem  bewegten  Pendel  einen  Widerstand 
entgegen,  den  man  bei  kleinen  Amplituden  der  Gobchwindigkeit  pro- 
portional setzen  kann,  und  der  also  zu  dem  Moment  N  ein  Glied 
von  der  Form  —  Qd(pjdt  hinzugiebt  Wir  haben  den  directen 
Einfluss  eines  solchen  auf  die  Schwingungsdauer  im  vorigen  Ab- 
schnitt untersucht  und  geftmden,  dass  er  zweiter  Ordnung  und  daher 
zumeist  zu  vernachlässigen  ist;  der  indirecte,  durch  Verkleinerung 
der  Amplituden  vermittelte  Einfluss,  wird  durch  die  Beobachtung 
der  letzteren  in  der  oben  (S.  264)  angegebenen  Weise  berücksichtigt 

Drittens  bewirkt  die  vom  Pendel  in  Bewegung  gesetzte  und 
mitgefilhrte  Luft  eine  Vergrösserung  des  Trägheitsmomentes  der  be- 
wegten Masse.  Eine  strenge  Theorie  dieses  Einflusses  bietet,  nament- 
lich für  den  praktisch  wichtigen  Fall  eines  ziemlich  eng  begrenzten 
Luftvolumens,  innerhalb  dessen  die  Kugel  oscillirt,  grosse  Schwierig- 
keit; Bessel,  der  ihn  experimentell  nachgewiesen  hat,  benutzte  daher 
zu  seiner  Bestimmung  und  Elimination  das  angenäherte  Verfahren^ 
dem   Trägheitsmoment   des   Pendels   ein  Glied  ßx*  als  Gorreetiön 
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zuzufügen,  welches  von  der  Gestalt  des  Pendels  und  der  Dichte  des 
umgebenden  Mediums  abhängen  muss,  und  dasselbe  durch  Variation 
der  Umstände  der  Beobachtungen  zu  bestimmen. 
Aus  der  sonach  von  ihm  aufgestellten  Formel: 

»'  +  *'  +  «"         '-^T+mT 


i'-r) 


folgt,  dass  das  Glied  mit  x'*  sich  ermitteln  lässt,  wenn  man  der 
Pendelkugel  bei  gleicher  Grösse  verschiedene  Dichtigkeit  und  dem- 
gemäss  verschiedene  Masse  M  giebt 

In  der  That  hat  Bessel  so  durch  Benutzung  zweier  Kugeln 
aus  Messing  und  Elfenbein  diesen  dritten  Einfluss  der  Luft  be- 
stimmt und  eliminirt. 

IL    Reversionspendel. 

Die  zweite  Anordnung,  die  man  getroffen  hat,  um  die  Schwierig- 
keiten, welche  die  directe  Bestimmung  von  Trägheitsmoment  und 
Schwerpunktsabstand  bringt,  zu  umgehen,  basirt  auf  einem  von 
HüraHENS  entdeckten  Satz  über  die  gegenseitige  Lage  solcher 
paralleler  Drehungsaxen,  um  welche  ein  starrer  Körper  unter 
Wirkung  der  Schwere  gleiche  Schwingungsdauer  besitzt 

Die  Formel  (74'): 

X*  +  8* 


8 


=  /,  (83) 


in  welcher  /  die  Länge  des  mit  dem  Körper  gleichschwingenden  ein- 
fachen Pendels  angiebt»  zeigt  zunächst,  dass  diese  Länge  und  somit  die 
Schwingungsdauer  dieselbe  ist  für  alle  parallelen  Axen,  welche  den 
gleichen  Abstand  8  vom  Schwerpunkt  haben,  welche  also  einen 
Kreiscylinder  erfüllen,  auf  dessen  Axe  der  Schwerpunkt  liegt 

Femer  ergiebt  sie  aber  auch,  da  sie  in  Bezug  auf  s  quadratisch 
ist)  dass  zu  jedem  Werthe  /  oder  zu  jeder  gegebenen  Schwingungs- 
dauer T  im  Allgemeinen  zwei  Werthe  von  s,  also  auch  zwei 
Systeme  von  Drehungsaxen,  die  je  einen  Cy linder  erfüllen,  gehören; 
und  zwar  finden  sich  diese  beiden  Werthe  8  gegeben  durch: 


^±l/^-*'.  (83-) 


Beide  sind  hiemach  reell  und  verschieden  nur  dann,  wenn  l  >  2x 
ist;    die  von  einem  Körper  bei   gegebener  Axenrichtung  geforderte 
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einfache  Pendellänge  darf  daher  die  Grösse  des  doppelten  Trägheits- 
radios  2  x  in  Bezug  auf  eine  parallele  Axe  durch  den  Schwerpunkt, 
die  geforderte  Schwingungsdauer  den  Werth  n^2xlg  nicht  unter- 
schreiten, wenn  eine  reelle  Lösung  möglich  sein  soll. 

Ist  diese  Bedingung  aber  erfüllt,  so  ergeben  sich  zu  jedem  /  zwei 
Werthe  von  s,  über  welche  nach  Formel  (83')  der  Satz  gilt: 

Besitzt  ein  Körper  um  zwei  parallele  Axen,  welche  ver- 
schieden weit  von  seinem  Schwerpunkt  abstehen,  gleiche 
Schwingungsdauern,  so  ist  die  Summe  ihrer  Schwerpunkts- 
abstände  gleich  der  Länge  des  entsprechenden  einfachen 
Pendels: 

Zugleich  sieht  man,  dass  die  eine  dieser  beiden  Axen  immer 
innerhalb,  die  andere  ausserhalb  des  Abstandes  5  =  x  liegt  unend- 
licher Schwingungsdauer 
entspricht  «  =  0  und 
8  ^  CO,  Construirt  man 
in  einem  ^L-Goordinaten- 
system  die  durch  (83)  ge- 
gebene Curve,  so  erhält 
man  eine  Hyperbel,  deren 
Centrum  der  Coordinaten- 
anfang  und  deren  Asymp- 
toten die  Gerade  s  =  / 
und  die  L-Axe  bilden; 
ergänzt  man  die  Figur 
durch  ihr  Spiegelbild  in 
Bezug  auf  die  Ir-Axe,  so 
sagt  der  Satz  aus,  dass 
jedes  Punktpaar  h  und  c 
mit  gleichen  Ordinaten  ah  =idc  =  l  einen  Abstand  eb^l  haben, 
dass  also  das  Rechteck  ab  cd  ein  Quadrat  sein  muss.  Die  Figur  29 
giebt  zugleich  Aufklärung  über  die  Art,  wie  an  verschiedenen  Stellen 
/  mit  einer  Aenderung  von  s  variirt 

Der  vorstehende  Satz  enthält  die  Theorie  des  durch  Bohmkn- 
BEBOEB  und  später  unabhängig  von  ihm  durch  Eateb  erfundenen 
Reversionspendels.  Dasselbe  ist  ein  zusammengesetztes  Pendel,  an 
welchem  zwei  parallele  Axen,  deren  Ebene  in  dem  zwischen  den 
Axen  gelegenen  Bereich  den  Schwerpunkt  enthält,  so  angebracht 
sind,  dass  das  Pendel  um  beide  mit  gleicher  Periode  schwingt 
Nach  dem  gefundenen  Satze  ist  dann  der  Abstand  beider  Axen  L 


Fig,  29. 
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unmittelbar    gleich    der   Länge    des    gleichschwingenden    einfachen 
Pendels,  also: 

L 

9 


=v^ 


Die  Bestimmung  des  Trägheitsmomentes  und  des  Schwerpunkts- 
abstandes ist  hier  also  vollständig  vermieden.  — 

Von  Fehlerquellen  ist  zunächst  die  Abweichung  der 
Axenrichtungen  vom  Parallelismus  zu  nennen,  die  man  durch 
mit  den  Axenschneiden  in  Verbindung  gebrachte  Spiegelvorrichtungen 
mit  grosser  Genauigkeit  prüfen  und  demgemäss  berichtigen  kann; 
femer  die  Abweichung  des  Schwerpunktes  aus  der  Ebene  der 
Schneiden,  die  man  ebenfalls  leicht  experimentell  constatiren  und 
hinlänglich  beseitigen  kann,  da  sie  nur  angenähert  vermieden  zu 
sein  braucht    Ist  nämlich  die  Abweichung  gleich  A,  so  stellt 


den  messbaren  Abstand  der  Schneiden  dar,  während  /  =  »,  -f  «,  die 
entsprechende  einfache  Pendellänge  ist;  es  genügt  also  zur  Ueber- 
einstimmung  beider  Grössen,  dass  X*  neben  s*  und  s*  zu  vemach« 
lässigen  ist. 

Wichtiger  ist  hier  wieder  die  durch  directe  Beobachtung  nicht 
messbare  Abstumpfung  der  Axenschneiden;  ist  dieselbe  für 
die  beiden  Axen  durch  die  resp.  Krümmungsradien  q^  und  (>,  ge- 
geben, so  ist  für  beide  die  Länge  des  gleichschwingenden  einfachen 
Pendels  nach  (80"')  gegeben  durch: 

Da  die  Schwingungsdauem  für  beide  Axen  gleich  sind,  so  ist 
/i  =  /,  =r  /,  also  wenn  man  in  den  sehr  kleinen  mit  einem  q  propor« 
tionalen  Gliedern  (x*  +  «i*)/«,  =  («*  +  «t*)/*t  =  L  setzt,  d.  h.  dort  den 
Einfluss  der  Krümmung  ignorirt: 

l{8,  —  «,)  =  («,*  —  «/)  -!/((),  —  p,), 

daher,  weil  s^  +  «,  die  direct  gemessene  Länge  L  ist: 

l^L--^{Q,-Q,).  (84-) 


5.   —  «• 


Diese  Formel  zeigt,  dass  der  Einfluss  der  Krümmung  der 
Schneiden  auf  die  Messung  verschwindet,  wenn  beide  Schneiden 
gleiche  Krümmung  besitzen,  also  q^  =  (>,  ist  Dies  ist  zwar  von 
vornherein  anzunehmen  nicht  erlaubt;  man  kann  aber  nach  Bessel 
auch  im  allgemeinen  Falle  sich  von  dem  mit  {g^  —  q^  proportionalen 
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Gliede  befreien,  wenn  man  die  Schneiden  vertauscht  und  das  Pendel 
von  Neuem  so  justirt,  dass  es  um  beide  Schneiden  gleiche  Schwingnngs- 
dauer  besitzt.     Dann  ist  nämlich 

i:=L'--^A(f,-Q);  (84") 

t 

im  zweiten,  kleinen  Gliede  kann  aber  L'  mit  L  vertauscht  werden, 
und  es  entsteht  daher  durch  Addition  der  letzten  beiden  Formeln 
die  von  den  q^,  q^  freie  Beziehung 

welche  die  Bestimmung  von  g  gestattet.  — 

Was  das  Justiren  des  Reversionspendels  auf  gleiche 
Schwingjangsdauern  um  beide  Schneiden  anbelangt,  so  ist  dasselbe 
in  vollständig  genauer  Weise  sehr  umständlich  und  mühsam.  Man 
kann  aber,  wenn  die  Justirung  so  weit  ausgeführt  ist,  dass  die 
beobachteten .  und  auf  unendlich  kleine  Amplituden  reducirten 
Schwingungsdauem  nur  noch  eine  geringe  Differenz  T,  —  T,  >  0 
zeigen,  aus  dieser  Differenz  selbst  die  Correction  A  berechnen,  die 
man  dem  gemessenen  Schneidenabstand  L  hinzuzufügen  hat,  um  die 
Länge  /  zu  erhalten,  welche  der  aus  T*  =  i(^i'  +  ^t*)  folgenden 
mittleren  Schwingungsdauer  T  entspricht 

Seien  y,«       x«  + «,«  T,"      x«  +  s,*  .q.. 

die  den  beobachteten  Zeiten  T,,  T,  entsprechenden  einfachen  Pendel- 
längen. Wir  denken  uns  durch  Verschiebung  beider  Schneiden  «, 
um  <y„  5,  um  J,  derartig  vergrössert,  dass  hierdurch /,  um  —  d,l^\im  +  S 
zunehmen,  und  /,  —  rj  =  /,  +  J  =  /  wird.  Wegen  !/  =  «»  +  «,  und 
/  =  s,  ^  s^  +  S,  +  ^V  ist  dann  ö,  +  d\  offenbar  die  zu  L  zu  fügende 
Correction  J;  weiter  ist 

if  J 

die  Differenz  der  beobachteten  Schwingungsdauerquadrate  und 

'  =  -  2-''  -9^^!'^  =  i^^  (85") 

die  der  mittleren  Schwingungsdauer  entsprechende  einfache  Pendel- 
länge. 
,        Wir  erhalten  nun  aus  (85)  bei  Vernachlässigung  von  d^  g<*gen  Sj^i 

x'  -f  Ä.«  +  2  <J,  .*,  ,  V  x'  -f  V  +  2  cJ.  ^  ,     ,     V 

S,    +    Ö,  '  '  »t    +    ^7 
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and  bei  Combination  mit  (85)  unter  fernerer  Vernacblässigung  der 
Glieder  zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  d\  und  8^: 

— TT —  ö,  =  —  d,       — —^ —  a.  =  +  a, 

also 

S.  +  S,=  J^S[-^-.-/^),  (86) 

wobei  d  aus  (85')  zu  entnehmen  ist. 

In  diesem  Ausdruck  kann  man  die  angenäherte  Relation 

benutzen,  um  x*  zu  eliminiren,  und  erhält,  wenn  man  noch  den 
Werth  L  :=  8,  +  8,  und  die  Annäherung  2  L  n*  =  g  {T*  +  T*) 
einführt: 

hierdurch  ist  die  an  L  anzubringende  Correction  J  in  den  direct 
gemessenen  Grössen  L,  71,  T,  und  den  am  Pendel  durch  eine  Hülfs- 
beobachtung  leicht  ein  für  allemal  zu  bestimmenden  8^  und  s^  ge- 
geben. — 

Es  erübrigt  noch,  von  dem  Einfluss  der  Luft  auf  das  Ee- 
versionspendel  zu  sprechen. 

Unter  Bücksicht  auf  die  hydrostatische  Wirkung  giebt  die 
oben  ganz  allgemein  gefundene  Formel  (ST)  als  Bedingung  gleicher 
Schwingungsdauer  um  beide  Schneiden: 

__  X*  +  s*  _  X*  +  V 

Oder 

/  (*.  -  ^  */)  =  ^*  +  s:,      i{^^-§  *.')  =  ^'  +  ^«'-      (87') 

Man  sieht  sogleich,  dass,  wenn  «/  =  «,'  ist,  d.  h.  der  Schwer- 
Pönlci^  des  Volumens  in  die  Mitte  zwischen  beide  Schneiden  fällt, 
^®  Differenz  beider  Formeln  ergiebt: 

^  ist  dann  also  in  der  Luft  dieselbe  Beziehung  gültig,  wie  im 
^©ren  Räume,  dass  nämlich  der  gemessene  Abstand  zwischen  beiden 
^*^iieiden  die  der  beobachteten  Schwingungsdauer  entsprechende 
^jnfache  Pendellänge  für  das  Vacuum  ist  Die  Voraussetzung 
*»*=«',  lässt  sich  dadurch  erreichen,  dass  man  dem  Pendel  in  Bezug 

*^^f   beide  Schneiden   gleiche  Gestalt   —    natürlich    bei    ungleicher 

"*^^8envertheilung  —  giebt 
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Der  Luftwiderstand,  d.  h.  die  Kraft,  welche  das  Pendel  in 
seiner  Bewegung  durch  die  Luft  erleidet,  ist  auf  die  Schwingungs- 
dauer direct  nur  in  einem  Gliede  zweiter  Ordnung  von  EünÜuss; 
seine  indirecte  Wirkung  wird  durch  die  Beobachtung  der  Schwingungs- 
amplituden berücksichtigt. 

Die  Vermelirung  des  Trägheitsmomentes  in  Folge  der  in  Be- 
wegung gesetzten  Luftmasse  giebt  in  den  letzten  Formeln  (87')  ein 
zu  X*  hinzutretendes  Glied  von  der  Form  yLx*jM,  welches  fttr  die 
Schwingung  um  beide  Schneiden  den  gleichen  Werth  hat  und  deshalb 
aus  der  Differenz  der  beiden  Formeln  (87')  verschwindet,  wenn  das 
Pendel  in  Bezug  auf  beide  Schneiden  dieselbe . Form  besitzt;  denn 
dann  geschieht  die  Bewegung  der  Luft  in  beiden  Fällen  in  gleicher 
Weise. 

Durch  die  von  Bessel  vorgeschlagene  symmetrische  Construction 
ist  man  also  des  Anbringens  irgend  einer  Correction  wegen  der 
Wirkung  der  Luft  vollständig  enthoben.  — 

Im  Vorstehenden  sind  die  Mittel  besprochen,  um  durch  Pendel- 
beobachtungen den  Werth  der  Schwerebeschleunigung  g  an  der 
Beobachtungsstelle  zu  bestimmen;  nach  welchen  (besetzen  diese 
Grösse  auf  der  Erde  von  Ort  zu  Ort  variirt,  wird  im  letzten  Ab- 
schnitt dieses  Theiles  erörtert  werden. 

§  23.    Eotation  eines  Körpers  um  einen  festen  Punkt, 
insbesondere  ohne  äussere  Kräfte. 

Für  die  Behandlung  der  Bewegung  eines  in  einem  Punkt  unter- 
stützten Körpers  lässt  man  passend  den  Anfangspunkt  des  im  Körper 
festen  Coordinatensystemes  mit  dem  des  absolut  festen  zusammen- 
fallen und  setzt  x^.y^,  z^,  dauernd  gleich  Null;  sondert  man  dann 
noch  aus  den  Kraftcomponenten  die  Reactionen  des  festgehaltenen 
Punktes  X',  Y\  Z'  aus,  so  nehmen  unsere  fundamentalen  Gleichungen^ 
(33')  folgende  Gestalt  an: 

^^  (A'  H'  +  p-  ='  +  r'  z)  =  2  K  ^K  -  y»^»)  ==  N. 
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Die  ersten  drei  Gleichungen  bestimmen  den  Druck  gegen  den 
festen  Punkt,  die  letzten  die  Bewegung  des  Körpers;  diese  allein 
sollen  weiterhin  behandelt  werden. 

In  ihnen   hängen  die    durch    (33")   definirten   Trägheits-    und 

Demtionsmomente  E,  H,  Z  und  H',  H',  Z'  noch  von  der  Zeit  ab. 
Die  in  ihnen  linearen  Aggregate  (Ä'  E  +  fi'  Z'  +  v  H')  u,  s.  f.  sind, 
wie  die  Vergleichung  der  Formeln  (Ö8)  mit  (102)  im  ersten  Theil 
eii[ennen  lässt»  mit  jenen  in  den  Fläcliensätzen  auftretenden  Summen 
über  alle  Massenelemente  des  Systemes^  ein  jedes  multiplicirt  mit 
seiner  doppelten  Flächengeschwindigkeit  in  Bezug  auf  eine  Coordi- 
natenebene,  identisch,  die  wir  kurz  die  Flächenmomente  um  die 
-^-j  F-y  Z-Coordinatenaxe  genannt  haben. 

Das  X  y Z-Coordinatensystem  ist  hierbei  ganz  beliebig,  muss 
aber  im  Baume  fest  sein.  Wir  wollen  statt  seiner  ein  mit  dem 
Körper  bewegtes  System  ^^(7 einführen,  und  zwar  mögen  seine  Axen  in 
die  Hauptträgheitsaxen  des  Körpers  durch  den  festen  Punkt  fallen; 
seine  Lage  sei,  wie  früher,  definirt  durch  die  Gleichungen: 

y  =  a/9, +  6/9. +  c/9„ 

Die  Componenten  der  Drehungsgeschwindigkeiten  um  die 
Axen  Ä,  Bf  C  bezeichnen  wir,  wie  in  §  16,  mit  a,  ß',  /,  die  ent- 
sprechenden Drehungsmomente,  wie  in  §  17,  mit  F,  O,  H\  die 
Hanptträgheitsmomente  seien  wiederum  A,  B,  f. 

Dann  erhält  man  durch  einfache  Anwendung  der  Formeln 
(^'TilSS'),  (13)  und  (18')  aus  (88)  zunächst: 

/^(Aa.a  +  Ba./?'  +  Va.r')  =  Fa,  +  Oa,  +  Ha,, 
^^{Piß.a'  +  B/9./9'  +  r/9./)  =  Fß,  +  Oß,  +  F/9.,  (88-) 

f^{^r^^  +  B^/9'  +  r^./)  =  Fr.  +  oy.  +  ^r.; 

^*^  man  diese  Gleichungen  resp.  mit  den  Factoren  dr,,  /?,,  y^\ 
^»  ßxf  y«;  «■»  ßti  7%  zusammen,  bedenkt  man,  dass  aus  den  Be- 
&ehiiiigen 

«»'  +  /'»*  + y*' =  1.  «»a»  +  /**Ä  +  y*y»  =  o 

<'*irch  Differentiation  nach  der  Zeit  folgt: 

»  dt   +''*  dt   ^^i'  dt  r*  dt    ^P"  dt    ^'»  dt  1 
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und  benatzt,  dass  nach  (14): 

"  ~"'  dt    ^P'  dt   +  ^'  dt    -      V'  dt   ^  P'  dt   +  ' *  dtj' 

p  -"'  dt  ^P'  dt  +  ^'  dt  -    ["'  dt  ^ P'  dt  +  ^'  dt)' 
^  -"*  dt  ^  P'  dt  +  ^'  dt  -    ["'  dt  ^P'  dt  +  ''  dt) 

die    Botationsgeschwindigkeiten    um    die    im   Körper    festen    Axen 
A,  B,  C  darstellen,  so  erhält  man  leicht 

.  da' 


dt 


+  (r-B)/9'/  =  i?, 


B4f +  (A-n/a'  =  G'.  (89) 

r-^  +  (B-A)«'/?'  =  F. 

Diese  Formeln  sind  viel  einfacher  als  die  früheren,  weil  die 
A,  B,  r  sich  nicht  mit  der  Zeit  ändern,  sondern  dem  Körper 
individuelle  Constanten  sind.  Ihre  Gestalt  lässt  sogleich  den  Satz 
erkennen : 

Die  Bewegung  zweier  verschiedener  starrer  Körper 
um  je  einen  festen  Punkt  findet  in  völlig  gleicher  Weise 
statt,  wenn  beide  in  Bezug  auf  jene  Punkte  gleiche  Haupt- 
trägheitsmomente besitzen,  gleiche  Drehungsmomente  um 
die  entsprechenden  Hauptträgheitsaxen  erfahren  und  in 
gleichen  Anfangslagen  derselben  gleiche  Anfangsrotations- 
geschwindigkeiten mitgetheilt  erhalten  haben. 

Da  weiter  die  Ausdrücke  auf  den  linken  Seiten  von  (89)  die 
DifFerentialquotienten  nach  der  Zeit  von  den  Flächenmomenten  des 
starren  Körpers  um  die  im  Baume  beweglichen  Hauptträgheits- 
axen durch  den  festen  Punkt  darstellen,  so  sprechen  die  Gleichungen 
auch  den  folgenden  Satz  aus,  der  sich  als  eine  directe  Folgerung 
aus  den  auf  S.  174  u.  175  abgeleiteten  Resultaten  darstellt: 

Für  einen  um  einen  festen  Punkt  drehbaren  starren 
Körper  sind  die  nach  der  Zeit  differentiirten  Flächen- 
momente um  die  Hauptträgheitsaxen  durch  den  festen 
Punkt  gleich  den  um  dieselben  Axen  wirkenden  Drehungs- 
momenten. — 

Die  Gleichungen  (89)  lassen  sich  noch  anders  anschaulich 
deuten,  wenn  man  die  Componenten  und  Momente  der  Centri- 
fugalkraft  des  roiirenden  Körpers  in  Bezug  auf  die  Hauptträgheits- 
axen durch  den  festen  Punkt  in  Betracht  zieht. 
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Ist  T  die  Rotationsgeschwindigkeit  um  eine  Axe^  für  welche 
a,  ßj  f  die  Richtungswinkel  gegen  die  Hauptträgheitsaxen  Aj  B^  C 
sind,  80  wird  ein  Massenelement  dm  an  der  Stelle  a,  b,  c  in  der 
Kntfemung  r  von  dieser  Axe  eine  Centrifugalkraft  r'^rdm  in  der 
Richtung  von  r  erfahren,  dieselbe  ergiebt  die  Componenten: 

r'^rcosipätn,       T*rcost/;dw,       T'*rcosxdm 

parallel  den  Axen  -4,  B,  G,  falls  y,  t/;,  ;^  die  Winkel  von  r  gegen 
diese  Axen  sind. 

Hieraus  folgt  für  die  Oesammtcomponenten  und  Momente  der 
Centrifugalkräfte  des  Körpers  das  System  von  Werthen: 

(-4)  =  r"  f  r cos (pdm,      {F)  =  r*  \  r (6 cos;^  —  c cos xfydm^ 

(-B)=  t"  jrcoH'tpdm,      (ö)  =  r*  fr (ccosy  —  acos;^)rfw,      (89') 

( O  =3  t'*  I  r  cos  ;^  rf m,      {H)  =  r*  1  r  (a  cos  xp  —  b  cos  (p)dm. 

Nun  bestimmt  sich  durch  eine  einfache  geometrische  Betrachtung 
r  cos  (p  ^  a  —  {a  cos  a  +  b  cos  ß  +  c  cos  y')  cos  a, 
r  cos  rp  =^  b  —  (a  cos  of  +  6  cos  /9  +  c  cos  y')  cos  /9, 
r  cos  ;^  =  c  —  (a  cos  a  +  b  cos  /9  +  o  cos  t')  cos  y , 

Tmd  es  lassen  sich  daher  die  Componenten  und  Momente  der  Cen- 
trifugalkraft durch  die  Constanten  des  Körpers  und  die  seiner  Bo* 
taüon  leicht  berechnen.  Insbesondere  nehmen  wegen  der  gemachten 
Voraussetzung,  dass  die  Coordinatenaxen  die  Hauptträgheitsaxen  für 
den  festen  Punkt  sind,  also  nach  (36) 

I  bcdm=^0,lcadm=^Ojlabdm  =  0 

^t  die  Momente  sogleich  folgende  einfache  Form  an: 

{P)  c=  t'*  cos  ß  cos  y  C{c*  ^b*)dfn, 

(G)  =  r'* cos  ycoscc  I  (a*  —  c*)  dm, 

(H)  =  t'* cos a cos/9  C{b*  —  oTjdm. 

Weiter  sind 

r'  cos  a  =  a,         x'  cos  ß  —  ^,         r  cos  y  =  /' 

^^  Componenten   der  Rotationsgeschwindigkeit  r'  nach   den  Axen 
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Aj  B,  C,  und  die  Integrale/ (6' —  c')rfm,...  drackeo  sich  nach  (36') 
leicht  durch  die  Hauptträgheitsmomente  A,  B,  f  aus,  so  dass  resultirt: 

(ö)  =  y' «'  (r  -  A),  (89") 

(fl)  =  a'/9'(A-B). 
Hiernach  kann  man  die  Gleichungen  (89)  auch  schreiben: 

^^  =  F+{F),       B^^G  +  m,       r 4f  = -ff  +  (^,  (89'") 

wodurch  der  Satz  erwiesen  ist: 

Die  Rotationen  um  die  Hauptträgheitsaxen  eines  um 
einen  festen  Punkt  rotirenden  Körpers  finden  in  jedem 
Augenblick  ebenso  statt,  als  wären  die  betreffenden  Axen 
einzeln  festgehalten  und  wirkte  ausser  dem  äusseren  Mo* 
ment  um  sie  noch  dasjenige  der  Centrifngalkräfte  des  be- 
wegten Körpers.  — 

Sind  zu  irgend  einer  Zeit  zwei  von  den  Botationsgeschwindig- 
keiten  a',  ß",  y'  um  die  Hauptträgheitsaxen  gleich  Null,  so  nehmen 
für  diesen  Moment  die  Gleichungen  (89)  die  Gestalt  an: 

*(4f).-^.      B(4f)-o,      r(4f).„. 

Wirken  keine  äusseren  Kräfte,  d.  h.  sind  J^,  Q^  H  gleich  Null,  so 
behalten  hiemach  die  Rotationscomponenten  ti  ß  Y  ihre  Werihe 
dauernd  bei;  die  Hauptträgheitsaxen  sind  in  diesem  Falle  gemäss 
dem  auf  S.  246  gegebenen  Satz  permanente  Drehungsaxen  des  in 
einem  Punkt  unterstützten  Körpers;  sie  hören  aber  im  Allgemeinen 
auf  es  zu  sein,  sowie  der  Körper  äussere  Einwirkungen  erfährt 

Ist  zu  irgend  einer  Zeit  eine  dieser  Rotationscomponenten, 
z.  B.  &',  gleich  Null,  so  lauten  die  Gleichungen  (89): 

Wirken  jetzt  abermals  keine  äusseren  Kräfte,  so  behalten  §^ 
und  /  zunächst  ihre  Werthe,  oi  aber  variirt,  und  zwar  wird  durch 

^^/?'y' 

Sinn  und  Grösse  der  um  die  ^-Axe  eintretenden  Winkelbeschleunigung 
festgestellt 

Diese  Formeln  können  zur  Erklärung  einer  Erscheinung  dienen, 
die  man  an  gewissen  kreiselartigen  Apparaten  wahrnimmt 

unter  einem  Kreisel  versteht  man  einen  um  einen  Punkt  seiner 
Axe  drehbaren  Rotationskörper;  nach  Symmetrie  ist  die  Kreiselaxe 


\  dt  )<, 
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eine  Haaptträgheitsaxe  —  sie  sei  die  OAxe  unseres  ABC-Systemes 
—  und  jede  zu  ihr  normale  ist  eine  zweite  Hauptträgheitsaxe^  denn 
es  ist  A  =  B. 

Sei  nun  der  Kreisel  (etwa  zwischen  zwei  Spitzen)  derart  in  einem 
starren  Bing  befestigt,  dass  er  sich  gegen  denselben  nur  um  die 
OAxe  drehen  kann,  so  können  wir  zu  jedem  Zeitmoment  die  ebenda 
in  dem  Kreisel  normal  zur  OAxe  parallel  und  senkrecht  zur 
Bingebene  liegenden  Bichtungen  zur  A-  und  B-Axe  wählen  und  die 
letzten  Formeln  auf  diese  anwenden. 

Man  erkennt  dann  leicht  Folgendes.  Ist  eine  Botation  um 
die  C-Axe  nicht  vorhanden,  also  y^  =  0,  so  wird  eine  mit  der 
Hand  hervorgebrachte  Drehung  des  Binges  in  seiner  Ebene,  d.  h. 
eine  Drehung  des  Körpers  um  die  B-Axe,  welche  ßj  von  Null  ver- 
schieden sein  liisst,  keinerlei  andere  Drehungen  hervorrufen,  denn 
alle  Botationsbeschleunigungen  bleiben  gleich  Null  Hat  hingegen 
von  Anfang  an  y«'  einen  von  Null  verschiedenen  Werth,  so  wird  eine 
Drehung  ßo  des  Binges  in  seiner  Ebene  eine  Drehung  des  Kreisels 
um  die  in  der  Bingebene  liegende  ^-Axe  hervorrufen,  welche  sich 
vom  rotirenden  Körper,  der  diese  Bewegung  nur  mit  dem  Bing  aus- 
fahren kann,  auf  letzteren  überträgt;  der  Bing  wird  daher  der 
Drehung  in  seiner  Ebene  gleichsam  widerstehen  und  seitwärts  aus- 
zuweichen suchen. 

um  die  Ausweichung  zu  verhindern,  muss  man  auf  den  Bing 
ein  Moment  um  die  in  der  Bingebene  normal  zur  O  liegende 
^-Aze  ausüben  von  der  Grösse: 

i^=(r-B)/9o>o'.- 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Integration  der  Gleichungen  (89) 
für  einen  nach  Anfangslage  und  Anfangsgeschwindigkeit  gegebenen 
Körper  unter  der  Voraussetzung,  dass  äussere  Kräfte  auf  den 
Körper  nicht  wirken  und  er  um  einen  beliebigen  Punkt 
rotirt,  oder  dass  er  unter  der  Wirkung  der  Schwere  steht 
und  in  seinem  Schwerpunkt  unterstützt  ist 

In  beiden  Fällen  werden  die  Drehungsmomente  J^,  O,  H  gleich 
Null,  und  die  Gleichungen  (89)  lauten: 

B  4f  -  >^  «' C"  -  A).  (90) 


•"4^  =  «'^(^-0)5 
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wir  fügen  hinzu  das  sich  gleichzeitig  aus  (88')  ergebende  System: 

^  (^ß,a  +  B/9./9'  +  r/9./)  =  0,  (90') 


dt 

d 
dt 


(A^«'  +  Br*/5'  +  rr./)  =  0. 


Aus  (90)  erhält  man  zwei  integrable  Combinationen  durch  Zu- 
sammenfassung mit  den  Factoren  a,  ß\  y   und  Aa,  B/3',  f/;    sie 

liefern: 

A  «'*  +  B  ß"  +  r  r"  =  A,  (91) 

A'a*  +  B*/S'*  +  r/*  =  e%  (91') 

während  die  Gleichungen  (90')  direct  integrabel  sind  und  führen  auf: 

ka^u  +  Ba,/?'  +  r«,/  =  K,, 
A/9.c^'  +  B/9./9'  +  r/9.y'  =  K.,  (91'^ 

A^a  +B/./9'  +  rr./  =  K.. 

Hierin  sind  A,  0  und  die  K^  Integrationsconstanten.  A  ist 
nothwendig  stets  positiv,  0  kann  positiv  oder  negativ  sein;  die  ab- 
solute Grösse  beider  ist  im  Allgemeinen  willkürlich;  aber  man  er- 
kennt, dass,  weil  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  (91)  und  (91') 
lauter  positive  Glieder  enthalten,  das  Verhältniss  07  A  innerhalb  ge- 
wisser Grenzen  liegen  muss.  Lässt  man  nämlich  die  u^  ß ^  y*  beliebig 
von   —  00  bis   +  oo  variiren,  so  bleibt,  wenn  AgiB^f  ist,  immer 

AS-^Sr;  (91'") 

worin  sich  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  überall  entspricht. 

Die  Ky^  und  0  sind  nicht  von  einander  unabhängig,  sondern,  da 
durch  Summation  der  Quadrate  der  Gleichungen  (91")  wegen  (2')  folgt 

A*a  '  +  B'/9'*  +  Vy"  =  K.*  +  K.*  +  K.% 

so  verlangt  (91'),  dass 

K.^  +  K/  +  K/  =  0*  (92) 

ist. 

Man  erkennt  sogleich,  dass  die  Gleichungen  (91')  und  (91")  die 
Fiächensätze  für  den  um  den  festen  Punkt  rotirenden  Körper  aus- 
sprechen; 0  ist  das  resultirende  Flächenmoment  und 

\  =  cos [&, X),      \-  ^  cos  (.^,  f/),     -|^  =  cos  (*,  X)        (92') 
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sind  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  0  zugehörige  Axe  &,  resp. 
die  Normale  auf  der  S.  175  definirten  invariablen  Ebene  mit  der 
.V-,  Y'  und  Z'Axe  einschliesst.  Rechnen  wir  hierin  und  später  0 
positiv,  so  ist  die  Richtung  der  Axe  t^  so  definirt,  dass  um  sie  das 
Flächenmoment  einen  positiven  Werth  hat,  also  die  ganze  Rotation 
in  positivem  Sinne  stattfindet. 

Die  Formel  (91)  dagegen  spricht  den  Satz  von  der  Erhaltung 
der  lebendigen  Kraft  für  den  rotirenden  Körper  aus,  wie  aus  der 
Vergleich  ung  mit  (44")  hervorgeht  Die  Integrationsconstante  A  ist 
der  doppelte  Werth  dieser  constanten  lebendigen  Kraft  V  selbst 

Verbindet  man  mit  (91)  und  (91')  den  Werth  der  resultirenden 
Rotationsgeschwindigkeit  r  nach  der  Beziehung 

so  kann  man  «*,  /?",  /'  durch  r'*  ausdrücken  und  schreiben: 

,,  _    e*  -  A(B  4-  0  +  BTt^' 
""     -  (Ä-B)(A-n       '' 


't 


r  = 


0»  -  A(A  +  B)  +  ABl" 


(r  -  A)(r  -  B) 

Aus  (93)  folgt  weiter: 


^    dt    ^  ^    dt    ^  ^    dt        ^ 


,  dx' 
dt 


^nd  bei  Einführung  der  aus  (90)  folgenden  Werthe  für  die  Rotations- 
"^schleunigungen 

,^,/B-r,r-A,A-B\  ,  dx' 

a^r\  A-  +     B    +     r    )  =  ^  -dt  ' 

^^txt  man  hierein  die  in  (93')  enthaltenen  Ausdrücke   für  a\  /?',  /, 
^^    iresultirt  eine  Gleichung  zwischen  t  und  r',  welche  integrirt  lautet: 

-t  ^r ^^'"'H!k_^ =.--  _  ^.(93") 

J|/_[0«_Ä(B  +  O+Brr'=l[0'-A(r  +  A)+rAr''][0*-Ä(A  +  By+ABr"] 

Diese   Formel,   in    der  C  die  Integrationsconstante  bezeichnet, 

'^^it,   nach  T    aufgelöst,    auf  elliptische  Functionen;    der  dadurch 

^^liritene  Werth  für  r',  in  (93')  eingesetzt,  bestimmt  «',  /?',  ;''.    Aus 

^^5en  Grössen  folgen  dann  mit  Hülfe  der  Formeln  (91")  und  der  aus 

'  *^  "4:^  folgenden  Definitionen  der  Rotationsgeschwindigkeiten  a\ß',  y  die 

**K>  /?j^,y^  welche  die  Ljige  des  K(*)rpers  zu  beliebiger  Zeit  bestimmen. 

Vr.  VoioT,   Mechanik.    Zweit«  Aufl.  19 
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Da  die  Anfangslage  und  die  Anfangsgeschwindigkeit  des  Körpers 
durch  sechs  Parameter  bestimmt  wird,  in  den  vorstehenden  Gleichungen 
aber  erst  fünf  von  einander  unabhängige  Integrationsconstanten 
(A,  K,,  K«,  K,  und  C)  enthalten  sind,  so  ist  ersichtlich,  dass  dieser 
letzte  Schritt  die  Ausführung  noch  einer  weiteren  Integration  er- 
fordern wird.   — 

Bis  jetzt  haben  wir  das  absolut  feste  Coordinatensystem  X,  Y,  Z 
vollständig  willkürlich  gelassen;  die  weiteren  Betrachtungen  ver- 
einfachen sich  aber,  wenn  wir  über  die  eine,  etwa  die  Z-Axe,  in 
bestimmter  Weise  verfügen. 

Durch  die  Anfangslage  und  die  Anfangsgeschwindigkeit  des 
Körpers  sind  die  drei  Constanten  K^,  K,,  Ks,  und  demgemäss  auch 
0,  vollständig  bestimmt,  denn  die  Gleichungen  (91")  gelten  für  jeden 
Moment,  also  auch  für  den  Anfangszustand;  wir  können  daher  für 
jedes  specielle  Problem  nach  (92')  die  Lage  der  Axe  &  vollständig 
berechnen. 

In  die  Richtung  von  i^-  wollen  wir  die  Zo-Axe  eines  neuen  Coor- 
dinatensystem es  A'o,  Y^,  Zo  hineingelegt  und  die  Formeln  (91")  auf 
dieses  Coordinatensystem  transformirt  denken.  Sie  nehmen  dann 
die  ursprüngliche  Form  wieder  an,  nur  steht  in  den  ersten  beiden 
Gleichungen  an  Stelle  von  K»  und  K,  Null,  in  der  dritten  an  Stelle 
von  Ka  aber  0,  denn  es  muss  cos  (i^,  x^)  =  0,  cos  (&,  y^  =  0,  cos  (l^,  x^  =  1 
werden.  Mit  den  so  erhaltenen  Gleichungen  wollen  wir  weiter  rechnen, 
aber  der  Kürze  halber  die  Indices  o  nicht  in  ihnen  einführen. 

Fasst  man  sie  mit  den  Factoren  «,,  ß,,  /,  und  a„  /?,,  y^  und 
^»7  ßti  Yz  zusammen,  so  erhält  man  die  Formeln: 

Aa=0r.,       B/?'  =  0rt,       r/  =  0/..  (94) 

Sie  bestimmen  ohne  neue  Integration  für  jeden  Moment  die 
Winkel  zwischen  den  drei  Hauptträgheitsaxen  A,  B,  C  und  der 
Axe  &  resp.  Z«  des  resultirenden  Flächenmomentes  0.  Diese  drei 
Winkel,  die  allerdings  wegen  der  Relation 

nicht  unabhängig  von  einander  sind,  werden  durch  die  Werthe  der 
Anfangsgeschwindigkeiten  vollständig  gegeben  und  enthalten 
nur  die  durch  (91),  (91')  und  (93")  eingeführten  Integrationsconstanten 
A,  0  und  C.  Ihre  Unabhängigkeit  von  der  Anfangslage  des 
Körpers  erklärt  sich  dadurch,  dass  sie  ja  nicht  gegen  eine  willkür- 
liche, sondern  gegen  eine  durch  eben  jene  Geschwindigkeiten  erst  be- 
stimmte Richtung,  nämlich  die  Axe  »^,  gerechnet  werden.     • 

Um  noch  eine  Function  der  a^,  /9^,  welche  zur  vollständigen  Be- 
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Stimmung   der   Lage    des   Körpers  erforderlich    ist,    zu   bestimmen, 
bedarf  es  einer  weiteren  Integration.    Man  bestimmt  am  bequemsten 

eines  der  Verhältnisse  ccjßj,,  welche  direct  geometrische  Bedeutung 

haben. 

Bezeichnet  man  z.  B.  den  Winkel  zwischen  der  ^Y  Z-Ebene  und 

der  durch  die  Z-  und  die  C-Axe  gelegten  Ebene  mit  qp,  so  ist 

A  =  tg9> 

und  daher 

Unter  Eücksicht  auf  (14)  und  (5)  erhält  man  hieraus  leicht: 

dt  r^   +  7*      ' 

diese  Gleichung  ist  völlig  allgemein,  insofern  sie  nur  die  Beziehungen 
des  §  16  benutzt 

Für  unseren  speciellen  Fall  liefert  sie  bei  Berücksichtigung  der 
t'ornieln  (94) 

dt    ■"  Ä'«'*  +  B"^^^'  ^^*   ' 

Hierin  sind  a  und  ß'  nach  (93)  und  (93')  bekannte  Functionen 
^^u  ty  die  Gleichung  stellt  also  die  oben  erwähnte  letzte  zur  Lösung 
des  Problemes  nöthige  integrable  Formel  dar;  die  Ausführung  der 
Integration  ergiebt  (f  durch  elliptische  Functionen  der  Zeit  aus- 
gedrückt — 

Wir  beschränken  uns  weiterhin  auf  die  Entwickelung 
^^rjenigen  Gesetze  für  die  Rotation  um  einen  Punkt,  welche 
^it  elementaren  Hülfsmitteln  abzuleiten  sind;  dieselben  be- 
liehen sich  vornehmlich  auf  die  Grösse  der  Rotationsgeschwindigkeit 
^^d  die  Lage  der  augenbhcklichen  Rotationsaxe  im  Körper  und  im 
-^^u.me. 

Da  der  Körper  uns  nur  durch  sein  Trägheitsellipsoid  um  den 
*^st^n  Punkt  gegeben  ist,  so  hat  die  Betrachtung  an  dieses  anzu- 
^^tipfen.     Seine  Gleichung  ist  in  Bezug  auf  das  System  A,  B,  C: 

Aa^  +  Bft'  +  rc'=  1.  (95) 

Die  Richtung  der   augenblicklichen  Drehungsaxe  d  gegen    die 
**^Hptträgheitsaxen  ist  gegeben  durch 

a'  H'  v' 

C08((i,  a)  =  -,  ,  cos  {d;  b)  =  -  ,  ,  cos  {d,  r)  =    -,  . 

19* 
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Ein  Radiusvector  r,  ihr  parallel  durch  den  festen  Punkt  gelegt, 
schneidet  das  Trägheitsellipsoid  (95)  in  einem  Punkt 

«=7;.,        b  =  ^;,        c^^f,  (95-) 

den  man  den  Pol  der  Drehung  nennt;  die  Länge  r  heisst  der 
Radius  des  Poles.  Setzt  man  die  Werthe  (95')  in  (95)  ein,  so 
resultirt: 

A«"  +  B/9'"  +  r/*  =  -^.  (95") 

Vergleicht  man  dies  mit  unserem  ersten  Integral  (91),  so  folgt 
der  Satz: 

r*  =  r*A;  (96) 

die  Rotationsgeschwindigkeit  r  ist  in  jedem  Augenblick 
dem  Radius  des  Poles  im  Trägheitsellipsoid  proportional. 

Zugleich  werden  die  Gleichungen  (95')  zu 

-f^-   '-h-   "-/a-         "«^ 

geben  wir  der  yA  das  positive  Vorzeichen,  so  ist  dadurch  dem  Pol 
der  Drehung  die  specielle  Bedeutung  gegeben,  dass  er  die  Seite 
der  Drehungsaxe  bezeichnet,  um  welche  die  Rotation  in  positivem 
Sinne  stattfindet. 

Führen  wir   mittelst    der   Beziehungen   (96')    die    Coordinaten 
a,  h,  c  des  Poles  in  das  zweite  Integral  (91')  ein,  so  ergiebt  sich 

A'a*  +  B'6*  +  rc''=  I*  ,  (97) 

mithin  d)e  Gleichung  eines  zweiten  Ellipsoides,  auf  welchem  dei 
Pol  verharren  muss.     Es  folgt  daraus  der  Satz: 

Der  Pol  der  Drehung  wandert  auf  der  Schnittcurve  de 
beiden  concentrischen  und  gleichliegenden  EUipsoide  (9 
und  (97),  bewegt  sich  also  in  einer  geschlossenen  Curve. 

Dass   sich   die    beiden  EUipsoide   stets   schneiden   müssen, 
einmal  aus  physikalischen  Gründen  klar,   folgt  aber   auch    aus   < 
Ungleichung  (91"').  Denn  die  Halbaxen  des  Ellipsoides  (95)  sind  n 

1/a'       Vb'       yr' 

dio  von  (97)  resp. 

0  0  0 

A 1/A  '         B  |/A  '         r  VA  ' 
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und  da  nach  (91'")  gilt: 

0* 

je  nachdem  ASB^f  ist,  so  ergieht  sich,  dass,  wenn  die  grösste 
Axe  des  einen  Ellipsoides  kleiner  ist  als  die  grösste  des  anderen, 
umgekehrt  die  kleinste  für  das  erstere  grösser  ist  als  die  kleinste 
für  das  letztere. 

Die  beiden  Ellipsoide  schneiden  sich  stets  in  zwei  gleichen 
Curren,  die  symmetrisch  zum  Mittelpunkt  liegen.  Dies  zeigt,  dass 
mit  denselben  Werthen  der  Integrationsconstanten  zwei  zwar  wesent- 
lich gleiche,  aber  nach  Lage  des  rotirenden  Körpers  gegen  die 
positive  Normale  der  invariabeln  Ebene  entgegengesetzte  Bewegungen 
vereinbar  sind. 

Ein  besonderes  Interesse  bieten  einige  specielle  Fälle. 

Gilt'  für  die  Hauptträgheitsmomebte  die  Ungleichung  A  >  B  >  f, 

so  ist  die  G-Axe  für  beide  Ellipsoide  die  grösste,  die  R-  die  mittlere, 

die  A'  die  kleinste.   Bestimmt  sich  dann  durch  den  Anfangszustand 

das  Verhältniss  G'/A  =  A,  so  haben  beide  Ellipsoide  gleiche  ^-Axen, 

das    Trägheitsellipsoid    (95)    liegt   jetzt    vollständig   innerhalb    des 

köderen  (97)  und  beide  berühren  sich  am  Ende  ihrer  gemeinsamen 

^-Axe  in   einem    sogenannten   elliptischen  Punkt;    die   Polcurve 

^©ducirt  sich  auf  den  Endpunkt  der  ^-Axe,  es  tritt  also  eine  per- 

'^^.nente  Rotation  um  diese  ein.     Weicht  G'/A  nur  sehr  wenig  von 

dem  Werthe  A  ab  —   es  kann  nach  (91)    nur   kleiner,   nicht   aber 

^i'össer  sein  —  so  wird  die  Polcurve  eUiptische  Gestalt  haben  und 

^hr  ]5ilittelpunkt  auf  der  ^-Axe  liegen.     Die  Rotationsaxe   wandert 

^^Jin  dauernd  in  sehr  kleinem  Winkelabstand  um  die  ^-Axe  herum. 

Ganz  ähnliches  gilt,  wenn  G*/A  =  f  ist.     Hier  umschliesst  das 

^J^te  Ellipsoid  (95)  vollständig  das  zweite  (97)   und    berührt   es  im 

^^dpunkt   der  OAxe;    es   tritt   also   permanente  Rotation   um   die 

^~^Axe   ein.     Ist   G'/A   nur   wenig  •  grösser   als   f,    so    wandert  die 

^^^tationsaxe  in  einem  engen  elliptischen  Kegel  um  die  C-Axe. 

Anders,  wenn  G'/A  den  mittleren  Werth  B  besitzt;   dann  hat 

^hb    Trägheitsellipsoid  parallel  der  C-Axe  eine  kleinere,  parallel  der 

^"     die  gleiche,  parallel  der  A-  eine  grössere  Axe,  als  das  Ellipsoid 

^^X  Hegt  also  zum  Theil  ausserhalb,  zum  Theil  innerhalb  desselben. 

**i^rau8    ergeben    sich   für   beide    Ellipsoide    Berührungen    in     den 

,   ^cJen  der  5- Axe  und    ausserdem    zwei  Schnittcurven,    welche  sich 

^3^nen  Punkten  schneiden  —  die  Berührung  ist  eine  hyperbolische. 

^^    nach   den  firtiheren  Betrachtungen  jede  Hauptträgheitsaxe  eine 

t^^xmanente  Rotationsaxe  ist,   hat   man  dies  so  zu  verstehen,  dass 


i 
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der  Pol  zwar  auf  diesen  Sclinittcurven  wandert,  seine  Geschwindig- 
keit in  jenen  Berührungspunkten  aber  verschwindet. 

Ist  97  A  wenig  kleiner  oder  grösser  als  B,  so  ergiebt  sich  eine 
Schnittcurve  liyperbolischer  Gestalt;  bei  einer  kleinen  Veränderung 
der  Anfangsbedingungen  verharrt  demnach  der  Pol  nicht  in  unmittel- 
barer Nähe  der  B-kxe,  sondern  wandert  über  das  ganze  Ellipsoid  hin. 

In  diesem  Sinne  kann  man  die  Rotation  um  die  grösste 
und  die  kleinste  Trägheitsaxe  durch  den  festen  Punkt 
als  stabil,  die  um  die  mittlere  als  labil  bezeichnen.  — 

Legt  Däan  an  das  TrägheitseUipsoid  (95)  in  dem  augenblicklichen 
Ort  des  Poles  eine  Tangentenebene  und  bezeichnet  deren  laufende 
Coordinaten  mit  a,  b',  c\  so  lautet  ihre  Gleichung: 

^aa'  +  Bby  +  V cc  ^  1.  (97') 

Hieraus  folgt,  dass  der  normale  Abstand  n  dieser  Ebene  von 
dem  festen  Punkte  oder  dem  Centrum  des  Trägheitsellipsoides  ge- 
geben ist  durch 

\  =  A'a'  +  BV)*  +  rc* 

oder  nach  (97)  durch 

1    _  Q^ 
w»  ""  A   5 

es  gilt  daher  femer: 

Die  durch  den  Pol  an  das  TrägheitseUipsoid  gelegte 
Tangentenebene  hat  von  dem  festen  Punkte  den  unver- 
änderlichen Abstand 

0 

Die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Normale  n  mit  den  Axeu 
Ay  B,  C  einschliesst,  sind  nach  (97'): 

cos  (n,  a)  =  fiian,         cos  {n,b)  =  Bbn,         cos  (w,  c)  =  Tc  n, 

oder  nach  Einsetzen  von  a,  h,  c-aus  (96')  und  n  aus  (97") 

cos  [n,  a)  =  —^  ,      cos  {n,  b)  =    ^  ,       cos  (r?,  c)  =   ^    .         (98) 

Die  Winkel  von  n  mit  den  absolut  festen  Axen  Xj  Y,  Z  be- 
stimmen sich,  indem  man  diese  Formeln  mit  den  Factoren  a„  a„  «,; 

ßn  ß^^  ßi\  Yxy  /?»  Yi  zusammenfasst,  zu: 

C08(n,,)  =  ^"'i''-t-«^^^lI'"A,  (98') 
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Vergleicht  man  diese  Werthe  mit  den  Beziehungen  (91")  und 
(92')y  so  erkennt  man  den  Satz: 

Die  im  Pol  an  dasTrägheitsellipsoid  gelegte  Tangenten- 
ebene ist  normal  zu  der  dem  rotirenden  Körper  zugehörigen 
A.xe  &  des  resultirenden  Flächenmomentes  0  und  behält 
daher,  ebenso  wie  jene,  ihre  Lage  im  Baume  unverändert 
bei.  Wir  können  sie  also  als  eine  specielle  Lage  der  (bisher  nur 
durch  ihre  Normale  &  charakterisirten)  invariabeln  Ebene  auf- 
fassen und  wollen  sie  deshalb  weiterhin  mit  eben  diesem  Namen 
bezeichnen. 

Da  der  Pol  ein  Punkt  der  augenblicklichen  Rotationsaxe  ist, 
so  hat  er  keine  Geschwindigkeit;  demgemäss  hat  auch  die  Stelle 
des  Trägheitsellipsoides,  welche  auf  der  invariabeln  Ebene  aufliegt, 
keine  Geschwindigkeit.     Daher  gilt  weiter: 

Das  Trägheitsellipsoid  rollt,  während  es  sich  um  sein 
Centrum  dreht,  ohne  zu  gleiten  auf  der  invariabeln  Ebene, 
Dies  ist  entsprechend  dem  auf  S.  293  Gesagten  jederzeit  auf 
zwei  Weisen  möglich,  welche  auf  der  invariabeln  Ebene  die  gleiche 
Cui^e,  aber  auf  dem  Trägheitsellipsoid  zwei  symmetrisch  zum  Cen- 
trum gelegene  Polcurven  liefern. 

Für  die  Componente  &'  der  Rotationsgeschwindigkeit  um  die 
i9-,  resp.  um  die  Normale  Z  zur  festen  Ebene  gilt  ein  einfacher 
^^t;z,  den  man  erhält,  wenn  man  die  Gleichungen  (98)  mit  den  Ro- 
^tiionscomponenten  cc\  ß\  y'  um  die  Hauptträgheitsaxen  multiplicirt 
^^d  zusammen  addirt     Es  folgt: 

^d^r  nach  (91): 

,r  =  A ;  (98") 

^^^    Componente    der   Rotationsgeschwindigkeit    nach    der 


'^Tmalen  auf  der  invariabeln  Ebene  ist  constant.  — 

Besonders  einfach  werden  die  Verhältnisse,  wenn  zwei 
^   drei    Hauptträgheitsmomente    des    Körpers     um     den 
^ten  Punkt  einander  gleich  sind,  jener  etwa  ein  Rotations- 
^^^er  ist,  der  um  einen  Punkt  seiner  Axe  rotirt. 

Sei  A  =  B,  dann  werden  die  Gleichungen  (90)  zu: 

^  -dT  =  /?>'  (A  -  n.      A  '^f  =  y ' «' (r  -  A),      r  4^-  =  0.    (99) 

Hieraus  folgt,  dass  y'  constant  ist,  d.  h.  dass  die  Rotation  um 
^ie  ausgezeichnete  Axe  C  mit  constanter  Geschwindigkeit  geschieht 
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Setzen  wir  jetzt  und  später,  faUs  y'  constant  ist,  ;''  =i?,  ausserdem 
(r  —  A)/A  =  e,  80  wird: 

da'  Q,  dß'         .       , 

und  daraus  folgt: 

a'  =  ^ cos;? e{t  —  Q,     ß'  =  qsmpe{t  —  Q,     y'  ^Vj         (99') 

wobei,  wie  |?,  auch  q  und  t^  Constante  sind. 

Demgemäss  ergiebt  sich  die  gesammte  Rotationsgeschwindigkeit: 

T'=^a''  +  r  +  y'*=^f  +  q\  (99") 

also  ebenfalls  constant. 

Nennt  man  den  Winkel,  den  die  Rotations-  mit  der  C-Axe 
einschliesst,  J,  und  denjenigen,  der  zwischen  der  ^  C- Ebene  und 
der  die  C-  und  die  Rotationsaxe  enthaltenden  Ebene  liegt,  t/'>  so  ist: 

ff'  8'  .  v' 

-j-  =  sin  Jcos  1/^,       -^  =  sin  ^  sin  i/;,        -^  =  cos  S. 

Hieraus  folgt: 


tg xff  =  igpe{t  -  U),         tg  J  =  ^  , 

d\p     y^  p(r  -  A) 


9 

(99'") 


Für  einen  Körper  mit  zwei  gleichen  Hauptträgheits- 
momenten ist  sowohl  die  Rotationsgeschwindigkeit  y'  um 
die  ausgezeichnete  Axe  als  die  resultirende  Rotations- 
geschwindigkeit r'  constant,  und  die  vom  Pol  auf  dem 
Hauptträgheitsellipsoid,  wie  auf  der  invariabeln  Ebene  be- 
schriebene Curve  ist  ein  Kreis,  der  vom  Pol  mit  der  con- 
stanten  Winkelgeschwindigkeit  V  =  ;''(r  — A)/A  durch- 
laufen wird. 

Der  Winkel  x  zwischen  der  ausgezeichneten  C-Axe  und  der 
von  uns  S.  290  eingeführten  Z-Axe  ist  nach  dem  Vorstehenden  von 
unveränderlicher  Grösse,  sein  Cosinus  /,,  den  wir  hier  und  später, 
im  Falle  er  constant  ist,  mit  k  bezeichnen  wollen,  findet  sich  aus  (94): 

Der  Winkel  y^  zwischen  der  A'Z-Kbene  und  der  durch  die  Z- 
und  C-Axe  gelegten  Ebene  ist  nach  (94'")  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen  gegeben  durcli: 


H 
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0  ist  also  die  constante  Winkelgeschwindigkeit,  mit  welcher  die  C- 
üm  die  Z-Axe  rotirt. 

In  dem  Ausdruck  für  O  lässt  sich  die  Integrationsconstante  0 
eiitweder  nach  (91')  durch  die  constanten  Geschwindigkeiten  p  und 
y  um  die  Haupt-  und  eine  Nebenaxe  nach  der  Formel 

0*  =  A*?*  +  r/,  (100") 

oder  anschaulicher  nach  (100)  durch  die  constante  Geschwindigkeit^ 
una  die  Hauptaxe  und  den  constanten  Cosinus  k  des  Winkels  zwischen 
dieser  und  der  Z-Axe  bestimmen,  sodass  man  erhält: 

0  =  '/,  =  {l  ■  (100'") 

Die  Geschwindigkeit  O,  mit  welcher  die  ausgezeichnete 
viptträgheitsaxe  C  um  die  Axe  l^  resp.  Z  des  Flächen- 
Xüentes  0  rotirt,  ist  indirect  proportional  dem  Cosinus  A; 
^^3  Winkels  zwischen  beiden  und  direct  proportional  der 
-■^^  t,ationsgeschwindigkeit  des  Körpers  um  die  C-Axe. 

Endlich  fügen  wir  noch  den  nach  den  früheren  Formeln  so- 
Sl^ieh  einleuchtenden  Satz  hinzu: 

Sind  alle  drei  Hauptträgheitsmomente  gleich,  so  sind 
^'U.oh  alle  dreiRotationsgeschwindigkeiten  a\ß\  y'  constant; 
^io  Drehung  geschieht  hier  also  mit  constanterGeschwindig- 
^^it  um  eine  im  Räume  und  im  Körper  feste  Axe.  — 


§  24.    Eotation  eines  starren  Körpers  um  einen  festen  Punkt; 
^iselbewegungen   bei   der   Einwirkung   gewisser  äusserer  Kräfte. 

Wir  wollen  nunmehr  annehmen,  dass  der  um  einen  festen  Punkt 
^**^libare  Körper  einer  Kraft  K  unterworfen  ist,  die  sowohl  eine 
^^^xstante  Grösse,  als  eine  im  Räume  unveränderliche  Richtung  hat 
y**^<J  in  einem  im  Körper  festen  Punkte  angreift,  dessen  Coordinaten 
^^  Bezug  auf  das  System  der  Hauptträgheitsaxen  a,,  ^,,  c,  sein 
•^en;  im  Falle  die  Schwere  wirkt,  ist  K  das  Gewicht  des  Körpers 

sind  a,,  6,,  c,  die  Coordinaten  seines  Schwerpunktes. 

Legen  wir  die  +  Z-Axe  der  Kraft  K  parallel,  so  sind  -4  =  üTy, 
^  ==  Ky^y  C  =  Ky^  ihre  Componenten  nach  den  Axen  A,  B,  C  und 

J^^  K{h,  y,  —  c,  /,),       O  =  K[c,  y,  -  a,  y^,      H  =  K{a,  y,  -  b,  y,) 

^^«  Momente  um  dieselben;  unsere  Gleichungen  (89)  nehmen  dem- 
g^mäss  die  Form  an: 
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A  ^;;  +  (r  -  B)  ß'  y  =  K{b,  r.  -  ^'.  rO, 

^  T^-  +  (A  -  0  /  r/  =  K{c,  7.  -  a.  ;0,  (101) 

■"  S"  +  (ß  -  '^^^'^^  =  ^'(^^  ^=  -  ^•^^)' 
zugleich  wird  aus  (88')  bei  Benutzung  der  Beziehungen  (2"): 

/^-(A«.«'  +  Ba,/9'  +  Va^f)  =  +  K{a,ß,  +  6,/9,  +  c,/9,), 
//(A/?.«'  +  B/^,/9'  +  r/9,r')  =-  A>.«,  +  6.£^,  +  ^.«.),  (lOr) 
^(A^c.'  +  B^/?'  +  rr./')  =  0. 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (101)  mit  den  Factoren  a , /J', /, 
addii't  und  berücksichtigt,  dass  nach  (14'): 

ist,  80  erhält  man  eine  direct  integrable  Formel,  welche  liefert: 

Aa'^  +  B/9'^  +  Vf'  =  2Ä>,^  +  Ä.r.  +  c.^)  +  A;     (101'") 

hierin  stellt  wiederum  der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  die 
doppelte  lebendige  Kraft  des  rotirenden  Körpers  dar,  das  erste  Glied 
rechts  ist  das  doppelte  Potential  der  constanten  Kraft,  A  die  Inte- 
grationscoustante,  die  Formel  giebt  also  die  Gleichung  der  lebendigen 
Ej-aft  fiir  das  vorliegende  Problem. 

Ein  zweites  Integral  giebt  die  letzte  Formel  (101');  dasselbe  ist 

Ay.a'  +  Br,/?'  +  ry.y'  =  K  (102) 

und  stellt  nach  dem  zu  (92)  Gesagten  den  Flächensatz  in  Bezug 
auf  die  Ebene  normal  zur  Kraft  K  dar.  Da  wir  über  die  positive 
Richtung  der  Z-Axe  bereits  verfugt  haben,  so  sind  positive  und 
negative  Werthe  der  Integrationsconstante  K  zuzulassen. 

Ein  drittes  Integral  ist  bisher  nur  für  den  specieUen  Fall  ge- 
funden, dass  zwei  der  Hauptträglieitsmomente  um  den  festen  Punkt 
einander  gleich  sind  und  dass  der  Angriffspunkt  der  Kjraft  K  auf 
der  ausgezeichneten  Hauptträgheitsaxe  liegt  Wählt  man  die  ausge- 
zeichnete Träglieitsaxe  zur  C-Axe,  so  verlangt  die  erste  Bedingung, 
dass 

A  =  B 
die  zweite,  dass 

a,  =  0,     6,  =-0, 
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ist       In  Folge  dieser  Beziehungen  wird  die  letzte  Gleichung  (101) 
direct  integrabel  und  liefert  durch 

r'^p.  (102') 

norin  p   eine   Constante  bezeichnet,    das  Resultat,    dass   in   diesem 
Falles  lue  Rotationsgeschwindigkeit  um  die  C-Axe  coiistant  ist. 

Die  ersten  beiden  Gleichungen  (101)  nehmen  zugleich  die 
F*or-m  an: 

^  it   -(r~A)j9r/  =  +  A'c.^, 

^ie     Integrale  (lOT")  und  (102)  werden  zu: 

A(a-    +ß'^    +ry     =2Kc,r^  +  A, 

Die  Durchführung  des  Problemes  giebt  für  die  Grössen  a^,  /9^,  y^ 
^^lohe  die  Lage  des  Körpers  gegen  das  absolut  feste  System  X,  Y,  Z 
^^    J€dem  Augenblick  bestimmen,  elliptische  Functionen  der  Zeit. 

Mit  elementaren  Hülfsmitteln  ist  hier  nur  wenig  Aufklärung 
^x  den  stattfindenden  Vorgang  zu  erhalten. 

Die  Gesetze  für  die  bekannten  Kegelbewegungen,  welche  die 
■^n  von  Kreiseln  oder  Gyroskopen  unter  der  Wirkung  der  Schwere 
*^^sführen,  findet  man,  wenn  man  die  Umstände  untersucht,  unter 
^^Hen  der  Winkel  zwischen  der  C-  oder  Kreiselaxe  und  der  Z-Axe, 
^^^Iche  parallel  der  Richtung  der  Kraft  durch  den  festen  Punkt 
Stiegt  ist,  constant  bleibt. 

Dies  geschieht,  indem  man 

r,==k,    also     ^'  =  0  (103) 

^^^2st,  wo  k  wiederum  eine  Constante  bezeichnet.   Die  letzte  Gleichung 
^  -"^  0 1")  nnd  die  allgemein  gültige  Formel  (94")  werden  dann  zu 

r,ß'  -  y,«'  =  0.      y, «'  +  r,ß-  =  (r;  +  y,')  -/j ; 

'^'^cl  aus  ihnen  folgt: 

Hierin  ist  dipjdt^  <\>  die  Winkelgeschwindigkeit,  mit  welcher 
^^   C-  die  Z-Axe  umkreist. 

Bildet  man  aus  den  letzten  beiden  Gleichungen 
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und  beachtet,  dass 

/,'  +  r,^  =  1  -  k\ 

also  constant  ist  und  auch  «''  +  /?"  unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen nach  der  ersten  Formel  (102")  einen  constanten  Werth  q 
hat,  so  erkennt  man,  dass  auch  O  unveränderlich  ist.  Mai 
erhält  für  dasselbe  zunächst  den  Werth 

cD=  '^=  ±^_.>  (103" 

dt  y\-k'  ^ 

der  indess,  da  q  die  Rotationsgeschwindigkeit  um  eine  Nebenaxe 
ist,  wenig  Interesse  hat. 

Setzt  man  die  Werthe  von  a'  und  ß'  in  eine  der  beiden  ersten 
Gleichungen  (101),  so  erhält  man  in  Rücksicht  darauf,  dass  A  =  B 
a,  =  ftj  =  0  und  d(f  jdt  =  O  constant  ist: 

A  ^'  O  +  (r  -  A)|?  y,  O  =  —  Kc,  y„ 
oder,  da  nach  der  ersten  Formel  (101"),  sowie  nach  (102^  und  (103'^ 

//  =  y^P  —  Ä;/9'  =  y,{jp  —  k<\>) 
ist,  auch 

;'.(r^4)-AÄ;0*  + A'c,)  =  0. 

Hieraus  folgt,  da  y^  nicht  dauernd  gleich  Null  sein  kann,  die 
Gleichung 

fKk<\>'  -Vp<\>  =  Kc,,  (104) 

aus  welcher  sich  bei  demselben;?  und  Z;  zwei  Werthe  für  O  ergeben^ 
nämlich 

_  2^k  ' 

Diese  Werthe  sind  wegen  den  stets  positiven  A  und  K  stets 
reell,  wenn  ^*c,  positiv  ist,  d.  h.  wenn  die  Projection  der  Entfernung  c, 
zwischen  dem  festen  Punkt  und  dem  Angriffspunkt  der  Kraft  aui 
die  mit  der  +  Z-Axe  zusammenfallende  Richtung  der  Kraft  A"  positiv 
ist;  im  anderen  Falle  können  sie  bei  hinreichend  kleinem  p  complei 
werden,  d.  h.  bei  kleiner  Rotationsgeschwindigkeit  p  kann  unter  dei 
Wirkung  der  gegebenen  Kraft  K,  z.  B.  der  Schwere,  die  verlangte 
Kegelbewegung  unmöglich  werden.  Nimmt  man  umgekehrt  p  so 
gross  an,  dass  man  die  Wurzelgrösse  entwickeln  kann,  so  erhält 
man  die  beiden  angenäherten  Werthe: 
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Der  erste  Wei'th  unterscheidet  sich  um  so  weniger  von  dem 
ohne  Wirkung  der  äusseren  Kraft  stattfindenden  (100"'),  je  grösser 
die  Rotationsgeschwindigkeit  p  um  die  C-Axe  ist;  er  giebt  daher 
eigentlich  keine  in  Folge  von  K  auftretende  neue  Erscteinung. 

Anders  der  zweite  Werth,  der  mit  wachsender  Rotationsgeschwin- 
digkeit p  abnimmt  und  bei  unendlicher  verschwindet;  dieser  gehört 
offenbar  der  Kegelbewegung  Z,  welche  bei  Kreiseln  regelmässig  zu 
beobachten  ist 

Es  bleibt  zu  erklären^  wie  es  möglich  ist,  dass  für  O  hier  bei 
Einwirkung  einer  Kraft  zwei  Werthe,  oben  ohne  solche  nur  einer 
gefunden  ist. 

Denken  wir,  um  die  Vorstellung  zu  fixiren,  die  Z-Axe  positiv 
nach  unten  gerechnet  und  den  Körper  um  die  C-Axe,  welche  den 
Winkel  x  mit  der  Z-Axe  einschliesst,  mit  der  Geschwindigkeit  p  in 
Rotation  gesetzt,  ohne  dass  eine  äussere  Kraft  A'  wirkt,  so  kann 
man  dem  Körper  auf  zwei  Weisen  die  Neigung  x  ungeändert  erhalten: 
einmal,  indem  man  ihm  keine  andere  Bewegung  als  die  Rotation  p 
mittheilt,  in  welchem  Falle  die  C-Axe  als  permanente  Drehungsaxe 
im  Räume  ruht  —  sodann,  indem  man  ihm  noch  eine  Rotations- 
geschwindigkeit q  um  eine  Nebenaxe  ertheilt  von  der  aus  (100)  und 
(100")  folgenden  Grösse 

r'p»    1  -  A' 

vermöge  deren  nun  die  C-Axe  in  constanter  Neigung  um  die  Z-Axe 
kreist 

Diese  beiden  Fälle  sind  möglich,  aber  nur  der  zweite  ist  oben 
in  Formel  (100")  ausgedrückt,  weil  für  jene  die  Z-Axe  ausdrücklich 
als  Axe  &  des  Flächenmomentes  0  vorausgesetzt  war.  Im  ersten  Falle 
ist  aber  die  im  Räume  feste  C-Axe  selbst  diese  Axe. 

Aus  diesen  beiden  Bewegungen  leiten  sich  nun  offenbar,  bei  Ein- 
wirkung der  Kraft  K,  die  in  (104")  enthaltenen  beiden  ab;  ein 
Widerspruch  ist  daher  nicht  vorhanden.  — 

Wir  w'oUen  uns  nunmehr  noch  mit  der  Rotation  eines  Körpers 
um  seinen  festen  Schwerpunkt  beschäftigen  unter  der  Voraussetzung, 
dass  der  Körper  eine  dem  NEWTON'schen  Gesetz(9r")  auf  S.  155  folgende 
Anziehung  von  einem  Massenpunkt  m,  erfährt,  welcher  in  grosser 
Entfernung  in  einem  Kreis  um  ilin  herum  wandert;  dies  Problem 
steht,  wie  wir  sehen  werden,  in  Zusammenhang  mit  der  Theorie  der 
Einwirkungen  von  Sonne  und  Mond  auf  die  Erde,  welche  die  so- 
genannte Präcession  und  Nutation  hervorbringen. 

Sei   der  feste  Schwerpunkt  des  Körpers  wieder  der  Nullpunkt 
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des  -YyZ-Systemcs  und  wandere  der  anziehende  Massenpunkt  gleich- 
förmig im  Constanten  Abstand  e  von  ihm  in  der  A'F-Ebene. 

Schliesst  die  Eichtung  von  e  mit  den  Hauptträgheitsaxen  A^  B,  C 
durch  den'  festen  Punkt  Winkel  ein,  deren  Cosinus  resp.  a,  ß,  y 
sind,  so  wird  in  einem  späteren  Abschnitt  gezeigt  werden,  dass  das 
Attractionscentrum  auf  den  Körper  Drehungsmomente  F,  (?,  H  um 
die  Hauptträgheitsaxen  ausübt  von  der  Grösse: 

worin,  wie  früher,  f  die  Constante  des  Newton' sehen  Gesetzes  be- 
zeichnet. 

Hierin  drücken  wir  a,  ß,  y  durch  die  Winkel  aus,  welche  die 
A'y  B-,  6-  mit  den  X-,  F-,  Z-Axen,  und  welche  e  mit  der  A'-  und 
F-Axe  einschliesst;  nennen  wir  cp  den  Winkel  zwischen  den  Rich- 
tungen von  e  und  X,  so  wird  wegen  der  Beziehungen 

a  =  cos  {6,A)  =  cos  {A,  x)  cos  (6,  x)  +  cos  {A,  y)  cos  (e,  y)  +  cos  {A^x)  cos  (e,^) 

u.  s.  f.,  sowie  wegen  der  Werthe  des  cos  (^,  x)  u.  s.  f. : 

a  =  tt^  cos  <jp  4"  ßi  sin  qp , 

/9  =  a,  cos  qr  +  ß^  sin  (jp,  [^^^') 

y  -—  a,  cos  (f  +  /S,  sin  (f . 

Da  der  Punkt  w^  gleichförmig  rotirt,  so  ist  (fj  eine  lineare  Function 
der  Zeit. 

Wir  wollen  nunmehr  annelimen,  dass  die  Rotationsgeschwindig- 
keit des  Punktes  m,  gross  ist  gegen  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher 
sich  die  Drehungsaxe  innerhalb  des  Körpers  bewegt,  und  zwar  in 
einem  Maasse,  dass  man  an  Stelle  der  wechselnden  Werthe  der 
Momente  F,  G,  H  ihre  Mittelwerthe  für  die  Dauer  eines  Umlaufes 
einführen  kann  —  oder,  anders  ausgedrückt,  dass  man  sich  die 
Masse  m^^  des  Attractionscentrums  auf  einen  Kreis  vom  Radius  e 
gleichmässig  vertheilt  denken  darf. 

Dann  haben  wir  in  (105)  au  Stelle  von  ßy,y  a,  aß  resp.  zu  setzen: 


:/i 


2nf^^^^  =    2  ^^'-^^  +  ^'^'^  ^"^^^  ^" 


i) 
'2jx 


-Jr^d^f  =  \  [a,a,  +  ß.ß.)  =  '--\  y.r.,  (105") 


2 

0 


2n 


li  ^^^  ^f  ^    2~  ^^' "'  +  ^'  ^^)  ^  ""  2  ^''  ^'' 


2 

0 
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ICürzt  man  noch  die  Constante  3fmJ26^  in  /^  ab,  so  erhält 
niaix     die  Momente  Fy  O,  H  in  der  folgenden  Gestalt: 


(105'") 


i^'=  -  r  (r  -  B)/.;'„         G  =  -  r(A  -  0/,/., 
^  =  -/-'(B-A)/.;%, 

uncl     die  Bewegungsgleichungen  (89)  werden  zu: 

A  4r  +  C  -  B)/'>'  =  -  r  (r  -  B)?'.y., 

B  ^-l^-  +  (A  -  0  y'«' r  (A  -  0  y.  y.,  (106) 

^-/i  +(B-A)a'/S'  =  -r(B-A)y.y,. 

Es  ist  leicht,  drei  erste  Integrale  dieser  Gleichungen  zu  bilden. 

Fasst  man  sie  mit  den  Factoren  a,  ß'  /  zusammen  und  be- 
^^^Cilcsichtigt,  dass  nach  (14') 

7^  ^r^y  -yx?y    r*  =-rt€c'  -y.y,    yi  =-y.ß  -y^u 

m 

^^^>     SO  resultirt  nach  Ausführung  der  Integration: 

Aa  *  +  ^r  +  r/"  =  A  +  r  (Ay,'  +  Br/  +  rr,^).        U06') 
Die  Factoren  Aa,  B/?',  f/  geben  auf  dieselbe  Weise: 

Ku'  +  B*/S''  +  r/*  =  0'-  /'(Br^'  +  TA/,'  +  AB/,*);     (106") 
^^dlich  die  Factoren  /,,  /,,  /,: 

A  y, «  +  B  /,  /S'  +  r  /.  r'  =  K.  (106'") 

Hierin  sind  A,  0,  K  IntegrationscoDstanten. 

Die  Formel  (106')  giebt  die  Gleichung  der  lebendigen   Kraft, 
(106")  und  (106'")  sind  Flächensätze.  — 

Wir  wollen  weiter  nur  den  speciellen  Fall  behandeln,  dass  der 
Körper  in  Bezug  auf  seinen  Schwerpunkt  zwei  gleiche  Hauptträg- 
«eitamomente  A  =  B  besitzt  und  mit  seiner  ausgezeichneten  Träg- 
lieitsaxe  G  einen  Kreiskegel  um  die  Z-  als  Axe  beschreibt;  wir 
""^en,  wie  sich  dessen  Oeffnung  durch  die  ertheilten  Geschwindig- 
keiten bestimmt 

Die  erste  gemachte  Annahme  lässt  laut  der  dritten  Glei- 
chung (106) 

h-  constant  werden,   die  zweite  giebt  auch  /,  einen  constanten 


^erth: 


^  =  ^-. 
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Hierdurch   gehen  die  beiden  ersten  Gleichungen  (106)  über  in: 

A ^^  +  (r  -  A)pß'  =  _  r (r  -  A)  kr„  .  ^^^^^^ 

^-ft  -('■-A);'«'  =  +  /''(r-A)Ä;',. 

stimmen  also  mit  (102")  überein,  nur  dass  an  Stelle  von  A'c,  dort 
hier  f'k{V  -  A)  steht. 

In  Folge  dessen  sind  die  dort  erhaltenen  Resultate  bis  auf 
den  Werth  der  Constanten  auch  hier  gültig. 

Nimmt  man  die  Eotationsgeschwindigkeit  p  des  Körpers  um 
die  C-Axe  und  den  Winkel  zwischen  der  O  und  der  Z-Axe,  also 
auch  Ä;,  als  gegeben  an,  so  kann  man  nach  (104")  durch  zwei 
Werthe  der  Winkelgeschwindigkeit  O,  mit  welcher  die  G-  um  die 
Z-Axe  kreist,  den  Bedingungen  des  Problem  es  genügen,  nämlich  durch : 

*■  - -^  + '^l*'r;-'-     ""^    *.— '-^f^-  COT) 

Der  erstere  entspricht  dem  Falle,  dass  der  rotirende  Körper 
auch  ohne  Einwirkung  der  äusseren  Kraft  bei  dem  gegebenen 
Anfangszustand  mit  seiner  C-Axe  eine  Kegelbewegung  um  die  Z-Axe 
beschrieben  hätte,  der  zweite  dem,  dass  unter  diesen  Umständen 
seine  C-Axe  geruht  hätte. 

Man  kann  die  letztere  Formel  anwenden  auf  die  Lagenändemng 
der  Erdaxe  in  Folge  der  Einwirkung  der  Anziehung  von  Sonne  und 
Mond,  auf  die  sogenannte  Präcession  und  Nutati on.  Die  Erdaxe 
rotirt  um  die  Normale  auf  der  Ekliptik,  während  sie  mit  ihr  den 
nahe  constanten  Winkel  von  23^  27'  einschliesst,  und  vollendet 
einen  Umlauf  in  ca.  25  800  Jahren.  Wie  wir  später  sehen  werden, 
kann  für  die  Betrachtung  der  Rotation  eines  freien  Körpers  um 
seinen  Schwerpunkt  letzterer  als  feststehend  angenommen  werden; 
wir  können  uns  also  für  die  Behandlung  der  Präcession  den  Erd- 
mittelpunkt ruhend  und  Sonne  und  Mond  ihn  umkreisend  denken. 
Deren  Massen  dürfen  dabei  in  ihren  Schwerpunkten  concentrirt  und 
deren  Umlaufszeiten  dann  gegenüber  der  Umlaufszeit  der  Erdaxe  als 
verschwindend  klein  angesehen  werden,  wie  bei  der  vorstehenden 
Rechnung  vorausgesetzt  ist. 

Die  Beobachtung  zeigt,  dass  bei  der  Erde  die  zweite  Wurzel  <t>- 
Gültigkeit  hat,  die  Erdaxe  ohne  äussere  Einwirkung  also  im  Räume 
ruhen  würde.  Betrachtet  man  die  Erde  als  ein  Rotationsellipsoid 
von  den  Halbaxen  a  und  c  und  der  Masse  w,  so  ist  nach  (42'): 

-   __   Vi  (a-  -f  c')  _  __   2  m  o' 

A-     —  —    -,  I    -—5       , 

und  es  wird,   wenn  man   die  Wirkung  von  Sonne  (Masse  m,  in  der 
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En-tfernung  e)   und   Mond   (Masse    w/   in    der    Entfernung    e')   zu- 
saoxife.  xnenaddirt : 


Den  Werth  der  Constante  f  des  NEWTON'schen  Gesetzes  werden 
weiter  unten  zu 

'  m 

.immen,  worin  R  den  mittleren  Erdradius,  g^  die  von  dem  Eän- 
►Q  der  Centrifugalkraft  befreite  Beschleunigung  durch  die  Schwere 
l>oa5«chnet;  {a*  —  c*)/a*  =  e*  ist  das  Quadrat  der  numerischen  Excen- 
^3riciität  des  Erdmeridians. 

Führt  man  noch  die  ümlaufszeit  der  Erde  um  ihre  Axe  r  —  2  nlp 
^x^d  die  der  Erdaxe  T  ==  2:;i/(|),  ein,  so  erhält  man  auch: 

T  16  71-        [m\  e  )   e    "^  m  \e'  )  e 

Soll  T  sich  in  Jahren  finden,  so  ist 

r  =  -^      und     (7o  =  9,83.(86  4007.(365)' 

^^     setzen;  femer  ist: 

&  =  0,9174,         Ä=  6367  km, 
^^ix^  fär  den  Mond: 

^i   ^_  n  m  OK  - OQ>i  f\iM\  1 —  * 

tn 

^^^  die  Sonne: 


^  =  0,0125,        e  =  384  000  km,         4  =  60, 


^  =  324  400,        <5'=  149  000  000  km,        4"  =  23  300. 
m  ^         R 

Rechnet  man  mit  diesen  Zahlen  T  aus,  so  erhält  man  den 
^^erth  24  600  Jahre,  der  mit  der  aus  der  Beobachtung  berechneten 
"^^hl  von  25  800  Jahren  soweit  stimmt,  als  es  bei  den  gemachten 
^^imachlässigungen  zu  erwarten  ist. 

S    25.    Allgemeinere  Bewegimgen  eines    starren  Körpers  unter  der 

Wirkung  äusserer  Kräfte;  ebene  Bewegungen. 

Ist  kein  Punkt  des  bewegten  starren  Körpers  festgehalten  und 
^^^^-cäurch  als  Anfangspunkt  des  im  Körper  festen  Coordinatensystemes 
^**^pfohlen,  90  wird  man  in  den  allgemeinen  Gleichungen  (33)  diesen 
^^^fangspunkt  passend  in  den  Schwerpunkt  des  Körpers  legen,  also 

^^taen.    Jene  Formeln  werden  hierdurch: 

yf>  Voigt,  Meelunlk.    Zweite  Aufl.  20 
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(/r     ^,.      _dri'     ^^      _  rfr 


771 


af^^^hy    ^-rf7  =  2^Ä»    ^-rfr  =  2^A' 


d 


m 


dt 

^(i'c- r^  - /i'(r+ 1?'+ r)+ '?(i^'+ «?/*'+ fo)  (108) 

»»^(»/'l  - 1''/  -  «''(1'+ »?'  +  O  +  f(l^'  +  «/*'  +  ZV)) 

Setzt  mai;i  in  den  letzten  drei  Gleiclmngen  rechts 

^k^'^  +  h^        Vh^'^  +  ^hy        -Ä  =  f+?Ä» 
wo   nun   §^,  7^,  ^^   die   relativen   Coordinaten    in  Bezug    auf    den 
Schwerpunkt  bezeichnen,  so  erhält  man  in  üebereinstimmung  mit 
(20)  zunächst 

u.  s.  f.;  bei  Einführung  der  resultirenden  Drehungsmomente  L^, 
M,,  N„  um  Parallele  zu  den  Coordinatenaxen  durch  den  Schwerpunkt 
und  bei  Benutzung  der  ersten  drei  Formeln  (108)  folgt  hieraus  auch 

2(*.A;-a;,Z,)=.Jf„  +  m(i:4i^-|-^).  (108") 

Bezeichnet  man  auch  die  Trägheits-  und  Deviationsmomente 
um  zu  den  X,  T,  Z-  parallele  Axen  durch  den  Schwerpunkt  mit 
dem  unteren  Index  o,  so  gilt  nach  (39)  und  (39"): 

E  =  =0  +  m(iy^+  D,  H  =  Ho  +m(r+  f),  Z  =  Zo  +  m(r+  ^ 

='==;- m7;f.  H  =  Ho'-mC|,  r=Zo'-m|i7.        ^         ^ 

Benutzt  man  alle  diese  Beziehungen,  so  verwandelt  sich  das 
System  (108)  in: 


dt 


=  ^X,^X,  m--^^^Y,^Y,   m^  =  2^A  =  ^, 


d 


^7  (r  E,  +  li'  z;  + 1^'  Ho')  =  2  (^.  ^.  -  ?.  5^.)  =  ^0,     (109) 


d 


;-^  (^'Zo'  +  /i'K.  + 1^' =o')  =  2(C.^;  -  Iä^ä)  =  ^^0, 


d 


;^  (//Ho'+  /i' =o'+  i/Zo)  =  2(1.  ^.  -  ^4^^J=  ^0. 
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Die  Drehungsgeschwindigkeiten  A',  ju',  v  beziehen  sich  hierin, 
wie  früher,  auf  die  durch  den  Anfangspunkt  des  im  Körper  festen 
Coordinatensy Sternes  (hier  also  durch  den  Schwerpunkt)  gehenden 
^arafc-llelen  zu  den  -X"  Y  Z-Axen,  daher  auf  dieselben  Axen  wie  die 

Die  Gleichungen  (109)  sind  vollständig  allgemein, 
^'exxn  man  nur  alle  die  Bewegungsfreiheit  des  Körpers  be- 
scti.  x-änkenden  Bedingungen  durch  die  entsprechenden  Re- 
^^t;i  onskräfte  berücksichtigt.   Für  einen  freien  Körper  existiren 

ige  Reactionen  nicht 

Vergleicht  man  in  letzterem  Fall  die  Formeln  (109)  mit  den  fiir 
Massenpunkt  aufgestellten  (30)  auf  S.  55  und  den  für  einen 
einen  festen  Punkt  rotirenden  Körper  geltenden  (88)  auf  S.  282, 
^^  Erhält  man  den  Satz,  der  nur  eine  andere  Fassung  der  in  §  15 
*^^J^  die  Bewegung  des  Massenmittelpunktes  und  für  die  Flächen- 
'^^xuente  gefundenen  Resultate  ist: 

Ein  freier  starrer  Körper  rotirt  um  seinen  Schwer- 
f^^nkt  ebenso  aiswäre  letzterer  festgehalten  und  wirkten  nur 
^1^  Drehungsmomente  der  äusseren  Kräfte  um  Axen,  die 
^^x*ch  diesen  Punkt  gehen,  während  gleichzeitig  derSchwer- 
l^^ükt  so  fortschreitet,  als  wäre  in  ihm  die  ganze  Masse 
^^Hcentrirt  und  griffen  in  ihm  alleKräfte  mit  der  gegebenen 
^^ärke  an.  — 

Die  Formeln  (109)  in  ihrer  allgemeinsten  Bedeutung  gestatten 
^*^s  nun  auch  die  Voraussetzungen  genauer  zu  erkennen,  welche  zu 
^^^lillen  sind,  damit  ein  Körper  als  materieller  Punkt  angesehen 
"Börden  kann,  d  h.  damit  die  Bewegung  eines  im  Körper  markirten 
"unktes,  insbesondere  diejenige  seines  Schwerpunktes  von  seiner 
"^stalt  und  seiner  Zusammensetzung  unabhängig  ist 

In  den  drei  ersten  Gleichungen  (109)  kommt  nämlich  Gestalt 
^^^^  Zusammensetzung  des  Körpers  im  allgemeinen  in  den  auf  den 
^^^kten  Seiten  stehenden  Ausdiücken  vor;  die  Kräfte,  welche  ein 
"*^Aeinent  des  Körpers  erfährt,  sind  von  uns  als  Functionen  des 
'**'""  und  der  Geschwindigkeit  eben  jenes  Elementes  zugelassen,  und 


geben  daher  andere  Componentensummen,  wenn  ihre  Angriffspunkte 
lerte  Coordinaten  und  Geschwindigkeitscomponenten  erhalten. 
Es  ergiebt  sich  somit  sogleich  der  Satz: 

Ein   starrer    Körper    lässt    sich    für    seine   fortschrei- 

^^de    Bewegung    nur    dann    vollständig    durch    einen    in 

'  ^inem   Schwerpunkt    befindlichen   Massenpunkt   ersetzen, 

^^nn    die   Gesammtcomponenten    der    auf    ihn    wirkenden 

20* 
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Kräfte  nur  von   dem   Ort  und  dem  Bewegungszustand   des 
Schwerpunktes  abhängig  sind. 

Was  in  Bezug  hierauf  zunächst  die  direct  gegebenen  oder 
äusseren  Kräfte  angeht,  so  haben  wir  uns  bisher  zumeist  auf 
den  Fall  beschränkt,  dass  dieselben  stetige  Functionen  der  Co- 
ordinaten  und  der  Geschwindigkeiten  ihres  Angriffs- 
punktes sind;  ihre  zeltliche  Veränderung  kommt  für  uns  hier  nicht 
in  Frage. 

Es  lässt  sich  zeigen,  dass  in  diesem  Falle  die  Gesammtcompo- 
nenten  X,  F,  Z  jederzeit  allein  durch  Verkleinerung  der  Dimensionen 
des  Körpers  in  beliebiger  Annäherung  zu  Functionen  nur  des  Ver- 
haltens des  Schwerpunktes  gemacht  werden  können. 

Bezeichnen  wir  nämlich  für  die  Kraft  Ä"^  die  relativen  Coor- 
dinaten  des  Angriffspunktes  gegen  den  Schwerpunkt  wie  oben  mit 
Iä>  ^k>  ^h>  ausserdem  seine  relativen  Geschwindigkeitscomponenten 
mit  1;^',  ry/,  ^f^,  so  kann  man  setzen,  da  die  Functionen  X^,  F^,  Z^ 
innerhalb  des  starren  Körpers  stetig  sind: 

^  (109') 

Hierin  bedeutet  (A'J.,  den  Werth  von  A'^,  der  resultirt,  wenn  man 
an  Stelle  der  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  des  wirklichen 
Angriffspunktes  von  A"^  diejenigen  des  Schwerpunktes  einsetzt. 
^^h>  ^^h*  ^^h  können  hiernach  stets  dann  als  von  der 
Gestalt  und  Zusammensetzung  des  Körpers  unabhängig 
gelten,  wenn  dessen  Dimensionen  so  klein  sind,  dass  es 
innerhalb  der  geforderten  Annäherung  gestattet  ist,  die 
Reihen  mit  dem  ersten  Glied  abzubrechen. 

Dies  setzt  im  Allgemeinen  voraus,  dass  schon  die  in  |^,  r;^,  i^^ 
und  ^j^\  Tjj^',  J^'  linearen  Glieder  vernachlässigt  werden  müssen;  nur 
in  dem  speciellen  Falle,  dass  die  Kräfte  den  Massen  proportional 
sind,  verschwinden  die  linearen  Glieder  wegen 

von  selbst,  und  hier  sind  erst  die  Glieder  zweiter  Ordnung  zu  ver- 
nachlässigen. 

Es  giebt  auch  specielle  Kräfte,  insbesondere  die  Einwirkung  der 
Gravitation  irgend  eines  Massensystemes  auf  eine  Kugel,  die  in  con- 
centrischen  Schichten  homogen  ist,  bei  denen  die  ganze  Reihe  sich 
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streng  auf  das  erste  Glied  reducirt;  in  diesen  Fällen  ist  der  he- 
^te  Körper  bei  jeder  Grösse  als  Massenpunkt  zu  betrachten. 
Im  Gegensatz  hierzu  sind  magnetische  Körper  beliebiger  Gestalt 
der  Wirkung  eines  magnetischen  Systemes  für  ihre  fort- 
sdi.x*eitende  Bewegung  niemals  als  Massenpunkte  zu  behandeln. 
Ma^Snete  lassen  sich  auffassen  als  Aggregate  magnetisch  ±  geladener 
Pixnkte,  die  in  jedem  Volumenelement  eine  Gesammtladung  Null  er- 
geben.   Setzt  man  demgemäss 

so    sind  Sf^j  Hj^,  Zj^  allein  Functionen  der  Coordinaten  und  es  gilt 

deshab    (5'Jo  =  H., .  . .    d  (HJo/ö  §  =  ö  Sold  |,  .  . .    wobei    £o, . . . 
Functionen  von  |,  rj,  ^  allein  bezeichnen. 

Hiernach  liefert  (109') 

\  =  S.:£f^,  +  ^2^.1.  +  ^2^.^.  +  ^f  2^.C.  +  •  •  • 

Da  nun  aber  2  f^h  ^^^^  Obigem  gleich  Null  ist  und  2  /^ä  1/.»  •  •  • 
^on  der  Gestalt,  Magnetisirung  und  Orientirung  des  Magneten  ab- 
hängen, so  wird  2 -^Ä  h^ör  niemals  allein  durch  das  Verhalten  des 
Schwerpunktes  des  Magneten  bestimmt. 

Ist  A,,  .  .  .  räumlich  constant  und  befindet  sich  daher  der  Magnet 
^  einem  sogenannten  homogenen  Kraftfeld,  so  bewegt  er  sich 
Oberhaupt  nicht,  da^^A  verschwindet;  im  anderen  Falle  bewegt 
^^  sich,  aber  seine  Schwerpunktsbewegung  ist  von  seiner  Orientirung 
abhängig. 

Ganz    besonders    auffallende    Erscheinungen    verwandter    Art 

veranlassen   gewisse   aus  Bedingungen   folgende  Reactionskräfte. 

^    der  That:   so   wie  diese  Wirkungen  an  einzelnen  durch  die  Ge- 

^»Ält   und  die  Massenvertheilung  des  Körpers   bestimmten  Punkten 

desselben  angreifen  und  ihrer  Grösse  nach  von  denselben  Umständen 

^*^h&ngen,  ist  es  selbst  bei  verschwindenden  Dimensionen  unmöglich, 

^H    Körper   in    dem    ausgesprochenen  Sinne    als  einen  materiellen 

^Ufet   anzusehen.     Wir   werden    noch    in  diesem   Abschnitt    einige 

^^Bpiele  behandeln,  bei  welchen  dies  hervortritt  — 

Da  das  Problem  der  Rotation  eines  Körpers  um  einen  festen 
^^Uct  nur  in  gewissen  speciellen  Fällen  der  Analyse  zugänglich  ist, 
gilt  das  Gleiche  nach  dem  obigen  Satz  auch  für  seine  freie  Be- 
rgung, und  die  meisten  anderen   Fälle  bedingter  Bewegung,   bei 
^xien  jeder  Punkt  eine  Raumcurve  beschreibt,  bieten  der  Behand- 
^^g  noch  grössere  Schwierigkeiten. 

Anders   liegt   die  Sache,  wenn    wir   uns    auf  die  ebenen  Be- 
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M  egungen  des  Körpers  beschränken,  d.  h.  auf  diejenigen,  bei  welchen 
alle  Punkte  des  Körpers  ebene  Bahnen  beschreiben. 

Solche  können  in  Wirklichkeit  auf  verschiedene  Weise  hervor- 
gebracht werden,  am  einfachsten  dadurch,  dass  man  dem  Körper 
eine  Anfangsrotation  um  eine  durch  den  Schwerpunkt  gehende 
Hauptträgheitsaxe  und  eine  Translationsgeschwindigkeit  normal  zu 
derselben  ertheilt,  und  weiter  nur  Kräfte  wirken  lässt,  die  in  der 
zur  Drehungsaxe  normalen  Ebene  durch  den  Schwerpunkt  liegen. 

Da  für  die  Bewegung  dann  nur  dieser  Querschnitt  und  das 
Trägheitsmoment  um  diese  Drehungsaxe  maassgebend  ist,  so  kann 
man  als  Repräsentanten  der  ganzen  Gattung  von  Er- 
scheinungen die  Bewegung  einer  ebenen  Scheibe  in  ihrer 
Ebene  betrachten,  die  wir  zur  XF- Ebene  wählen. 

Die  fiir  diese  Probleme  gültigen  Gleichungen  erhält  man  aus 
(109),  indem  man  alle  Z^  und  f^,  sowie  Z'  und  H'  gleich  Null  setzt; 
daraus  folgt  dann  f  =  0,  L«  =  0,  M^  =  0  und  daher  A^'  =  0,  /io'  =  0, 
und  es  bleibt  allein  übrig: 

'«4f  =  2^M      «»47  =  2  5;-       ^(r'Z.)  =  iVV 
Hierin  Tertauschen  wir 

I'mit-Jj.      V  mit  41-,      '''°iit4f' 

ersetzen  das  constante  Zo  durch  M  und  haben  dann  die  Schluss- 
formeln: 

"»0  =  2^..    »«4^  =  2^*.    mJ;  =  js;.       (110) 

Verschwindet  das  äussere  Moment  iVo>  wie  z.  B.  wenn  die 
Resultante  aller  äusseren  Kräfte  durch  den  Schwerpunkt  geht,  so 
wird  die  Rotationsgeschwindigkeit  d(p/dt  constant.  So,  wenn  eine 
schwere  verticale  Scheibe  um  eine  horizontale  Axe  durch  ihren 
Schwerpunkt  reibungsfrei  drehbar  in  einer  leichten  Gabel  befestigt 
ist,  die  ihrerseits  als  eine  Pendelstange  auf  einer  ebenfalls  hori- 
zontalen Schneide  aufliegt.  Dieses  Pendel  schwingt  dann  wie  ein 
einfaches  von  einer  Länge  gleich  dem  Abstand  der  Drehungsaxe 
von  der  Schneide,  und  die  Rotation  der  Scheibe  ist  ohne  Einfluss  auf 
diese  Oscillation. 

Einige  interessante  Anwendungen  der  Gleichungen  (110)  sind 
im  Folgenden  besprochen;  sie  setzen  zunächst  Kreisscheiben  von  in 
concentrischen  Ringen  constanten  Dichtigkeiten  voraus,  ihre  Resul- 
tate sind  aber  nach  dem  Vorstehenden  unmittelbar  auf  Kugeln  oder 
auf  Rotationsellipsoide  von  analogem  Verhalten  zu  übertragen. 
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1.  Rollen  einer  schweren  Kreischeibe  auf  einer  vollkommen 

reibenden  Bahn. 

Vollkommen  reibend  nennen  wir  eine  Bahn  dann,  wenn  jeg- 
liches Gleiten  auf  ihr  unmöglich  ist,  ein  Körper  auf  ihr  sich  also 
nur  durch  Rollen  fortbewegen  kann ; 
von  einer  rollenden  Reibung  werde 
zunächst  abgesehen. 

Habe  die  Scheibe  den  Radius  R 
und  sei  y  =  f{x)  die  Gleichung  der 
festen  Curve,  auf  der  sie  rollt,  und 
die  natürlich,  um  das  Rollen  zu 
ermöglichen,  nach  der  Seite  der 
Scheibe  einen  Krümmungsradius 
Q  >  R  besitzen  muss,  dann  bewegt 
sich  der  Schwerpunkt  auf  der  zu  - 
jener  Curve  parallelen  im  Abstand  Ä 
Während  der  Berührungspunkt  den 
Weg  ds  zurücklegt,  wandert,  wie 
Fig.  30  schliessen  lässt,  der  Schwer- 
punkt durch  den  Weg 

da^ds-  Rdzy  (111) 

falls  dx  =  x'  ^  X  den  Zuwachs  des  Winkels  /  des  Curvenelementes 
mit  der  X-Äxe  oder  der  Normalen  mit  der  —  F-Axe  auf  der  Strecke 
ds  bezeichnet. 

Damit  ein  vollkommenes  Rollen  stattfinde,  ist  nöthig,  dass 

ds^R[d(f  +  dx)  (iir) 

ist;  dabei  ist  der  Drehungswinkel  cp  wie  in  der  Figur  30  gezeichnet, 
also  in  negativem  Sinne  gezählt,  und  es  muss  das  Drehungsmoment 
in  demselben  Sinne  gerechnet  werden.  Die  Summe  beider  Gleichungen 
giebt: 


Fig.  30. 


da  =  Rdcp, 


(111") 


Die  Kräfte,  welche  die  Scheibe  erfährt,  sind  die  Schwere  O  =  mgj 
die  parallel  der  —  F-Axe  im  Schwerpunkt  angreift,  der  Reactions- 
druck  N  der  festen  Bahn,  der  in  der  Berührungsstelle  normal  zur 
Bahn  wirkt,  also  gleichfalls  durch  den  Schwerpunkt  geht,  endlich 
die  Reibungskraft  P^,  die  mit  unbekannter  Grösse  in  der  Berührungs- 
stelle parallel  der  Bahn  wirkt  und  die  wir  parallel  mit  s  positiv 
rechnen. 

Wir  machen  uns  von  allem  Anfang  von  dem  Reactionsdruck  N 
frei,  indem  wir  aus  den  beiden  ersten  Bewegungsgleichungen  (110)  die- 
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jenige  bilden,  welche  die  Beschleunigung  des  Schwerpunktes  längs 
des  Bahnelementes  der  bestimmt;  sie  lautet: 

-f/- =  -  ö  sinr  +  P,.  (112) 


m 


m 


Ein  Drehungsmoment  liefert  nur  die  Reibung;  dasselbe  wirkt 
bei  unseren  Annahmen  über  P^  und  cp  der  Drehung  entgegen;  wir 
haben  also  statt  der  dritten  Formel  (110): 

M^|=-äP,.  (112-) 

Eliminiren  wir  hieraus  die  unbekannte  Reibung  P^,  so  erhalten 
wir  in  Rücksicht  auf  (111")- 

(-  +  ^)t^  =  (-  +  ^)^^?=-«-^-        (113) 

Der  Mittelpunkt  der  Kreisscheibe  bewegt  sich  also 
ebenso  wie  ein  Massenpunkt  von  der  Masse  (m  +  M/^,  der  an 
die  feste  Bahn  a  gebunden  ist  Führt  man  den  Trägheits- 
radius X  ein,  so  giebt  dies  auch: 

['ir)TF  —  ^''°^-  (113^ 

Man  bemerkt,  dass  hier  ein  Fall  vorliegt,  bei  welchem  der 
Körper,  auch  wenn  man  seine  Dimensionen  beliebig  klein  wählt, 
sich  niemals  wie  ein  Massenpunkt  verhält,  in  dem  die  ganze 
Masse  m  vereinigt  ist,  nämlich  nie  eine  von  seiner  Gestalt  und 
Zusammensetzung  unabhängige  Bewegung  annimmt,  denn  das  Ver- 
bal tniss  x*/E'  ist  von  dem  absoluten  Werth  der  Dimensionen  voll- 
ständig unabhängig,  z.  B.  für  den  Fall  einer  homogenen  Kreisscheibe 
nach  S.  219  gleich  \,  für  den  einer  Kugel  nach  S.  220  gleich  f. 

Ist  die  Bahn  eine  schiefe  Ebene,  so  ist  x  constant  gleich  a  und 
da  identisch  mit  ds\  e%  folgt  demgemäss: 

d-f-'^rv^^'''^' 

Diese  Formel  enthält  die  Theorie  der  Fallversuche  Galilki's 
auf  der  schiefen  Ebene,  vorausgesetzt,  dass  jene  vollkommen 
reibend  war,  falls  man  darin  für  x"  den  Werth  f  Ä*  setzt,  der 
einer  Kugel  entspricht.  Die  Beschleunigung  durch  die  Schwere  ist 
also  bei  der  rollenden  Kugel  zwar  constant,  aber  nur  der  f  te  Theil 
von  der  bei  einem  ohne  Reibung  gleitenden  Punkt  wirkenden. 

Ist  die  Bahn  eine  verticale  Kreislinie  vom  Radius  (L  +  Ä),  so 
ist  c?s  =  (L  +  R)dxj  also  nach  (111')- 

Rd(p  =  Ldx, 
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daher  auch  nach  (113): 

Man  erkennt,  daas   man  eine  Pendelbewegung   erhält   mit   der 
Dauer 

für  die  einfache  Schwingung. 

Die  Grösse  der  Inanspruchnahme  der  gleitenden   Reibung  be- 
stimmt sich  aus  (112)  und  (113): 

p   _    gMsin/   _    Qx^sin/  ^  n  1  R"\ 

sie  ist  also  von  der  Gestalt  und  der  Massenvertheilung  des  be- 
trachteten Körpers  abhängig,  auch  wenn  derselbe  unendlich  klein 
ist,  und  hierdurch  erklärt  sich,  dass  die  resultirende  Bewegung  sich 
ebenso  verhält. 

2.  Bewegung  einer  schweren  Kreisscheibe  auf  horizontaler 
Ebene  unter  der  Wirkung  der  rollenden  und  der  gleitenden 

Reibung. 

Wesentlich  an  der  Fassung  des  Problemes  ist  wiederum,  dass 
die  Drehungsaxe  des  bewegten  Körpers  horizontal  und  sich  selbst 
parallel  bleibt;  wenn  dies  erfüllt  ist,  gilt  die  erhaltene  Lösung  auch 
für  die  Bewegung  einer  Kugel  oder  eines  Rotationsellipsoides. 

Von  der  gleitenden  Reibung  haben  wir  bereits  im  ersten 
Theil  gehandelt  und  gesehen,  dass  dieselbe  eine  Kraft  ist,  welche 
in  der  Berührungsstelle  der  Bahn  angreift,  der  factischen  oder  nur 
erstrebten  Bewegung  des  Körpers  relativ  zur  Bahn  entgegenwirkt 
und  eine  Stärke  besitzt,  gegeben  durch  die  Reaction  der  Bahn  gegen 
den  Körper,  multiplicirt  mit  einem  Factor  w,  der  zwischen  den 
Grenz werthen  ±  «/,  je  nach  dem  Grad  der  Inanspruchnahme,  jeden 
beliebigen  Werth  annehmen  kann,  v  ist  der  der  Natur  der  sich 
berührenden  Körper  individuelle  Reibungscoefficient. 

Die  rollende  Reibung  ist  aufzufassen  als  eine  Kraft,  die 
dem  Rollen  eines  Körpers  entgegenwirkt,  also  zunächst  ein  seiner 
Rotation  entgegenwirkendes  Moment  um  eine  Axe  durch  den  Be- 
rührungspunkt ausübt,  das  man  ebenfalls  gleich  dem  Product  aus 
dem  Normaldruck  N  des  Körpers  gegen  die  Bahn  in  einen  Factor  r 
setzen  kann,  welcher  zwischen  den  der  Natur  der  sich  berührenden 
Körper  individuellen  Grenzwerthen  ±  o  je  nach  der  Inanspruch- 
nahme jeden  Werth  annehmen  kann. 
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Da  die  gleitende  Reibung  an  dem  Hebelarm  E  angreifend  ein 
Moment  um  den  Schwerpunkt  ausübt,  so  haben  wir  die  folgenden 
beiden  Bewegungsgleichungen: 

m^^4=  -  Nn,      M  -^1  =  N{Rn  -  r).  (114) 

Hierbei  ist  (p  in  dem  Sinne  positiv  gerechnet,  dass  es  mit  | 
wächst,  falls  der  Körper  rollt  ohne  zu  gleiten;  |  rechnen  wir  positiv 
in  der  Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit  Wenn  der  Körper  in 
positiver  Richtung  gleitet,  so  ist  n  =  +  v,  wenn  in  negativer, 
so  w  =  —  1/;  bei  reinem  Rollen  treten  die  zwischen  diesen  Grenzen 
liegenden  Werthe  ein.  Wenn  der  Körper  in  positivem  Sinne 
rollt,  ist  r  =  +  p,  wenn  im  negativen,  ist  r  =  — (>;  bei  reinem 
Gleiten  treten  die  zmschen  diesen  Grenzen   liegenden  Werthe  auf. 

Wir  setzen  nun  N  =  mg,  M  =  mx*  und  haben: 

^  =  -ffn,       x''^=g{Rn-r).  (114-) 

Die  erste  Integration  giebt,  soweit  rollende  imd  gleitende  Reibung 
voll  in  Anspruch  genommen,  n  und  r  also  constant  sind, 

v  =  -j^  =  v^  —  gnt,     x^o)  =  x^-jj  =^  x^(Oo  + gt{Rn—'r)j    (115) 

falls  Vo  die  anfängliche  immer  positive  Linear-,  co^  die  anrängliche 
positive  oder  negative  Rotationsgeschwindigkeit  bezeichnet  Rechnet 
man  |  und  (p  von  den  zur  Zeit  t  =  0  stattfindenden  Werthen  an, 
so  giebt  die  zweite  Integration  das  Resultat: 

i  =  vj-  ^gnt\         x'cp  =  x*o}J  +  \gf{Rn  -  r).       (115') 

Für  die  Discussion  nehmen  wir  specielle  Fälle. 

a)  Sei  zur  Zeit  t  =  0  die  Rotationsgeschwindigkeit  cu 
positiv,  aber  kleiner  als  Vo/i?,  so  dass  also  an  der  Berührungs- 
stelle die  Bewegung  des  Körpers  in  positiver  Richtung  stattfindet 
Dann  ist  w  =  +  i/,  r  =  +  (>  und  es  gilt  zunächst: 

t;  =  ^  =  i;o-i7f^      Rco  =  R^^R(ü,+  Rgt^—^\    (116) 

die  gleitende  und  die  rollende  Reibung  wirken  im  negativen  Sinne 
mit  voller  Kraft. 

Für  den  Fortgang  ist  wesentlich,  ob  im  Laufe  der  Bewegung 
d^ldt  =  v  gleich  oder  kleiner  als  Rdcpjdt  =  Rw,  d.  h. 

[vo-gvf)^(R(o,  +  Rgt—^^ 

werden  kann.     Dies  findet  unter  der  gemachten  Annahme  Vo>  (o^R 
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nur  statte  wenn 

v{x'  +  E')>  R(} 

ist;  aber  da  die  rollende  Reibung  in  Wirklichkeit  viel  kleiner  ist, 
als  die  gleitende,  so  kann  man  diese  Beziehung  als  stets  erfüllt 
ansehen. 

Die  Gleichungen  (116)  gelten  also  bis  zu  dem  Augenblick   t^, 
wo  V  =  Rd)  =:  v^  wird,  der  gegeben  ist  durch: 

ZQ  diesem  Zeitpunkt  findet  ein  Rollen  ohne  Gleiten  statt 
Die  gleichzeitigen  Werthe  v,  und  «i  sind  gegeben  durch: 

^s    ist  bemerkenswerth,   dass   für  verschwindende   rollende  Reibung 
(l^  =2  0)  dieser  Ausdruck   zu 

^Iso  frei  von  der  gleitenden  Reibung  mrd. 

Da  die  Reibung  als  eine  Widerstandskraft  nur  Geschwindigkeits- 
^ifferenzen  der  reibenden  Körper  aufhebt,  aber  nicht  solche  hervor- 
''^tft,  so  kann  das  Gleiten,  nachdem  es  einmal  aufgehört  hat,  nicht 
'^^eder  beginnen;  es  muss  also  nun  dauernd  v  =  Äco  bleiben  und 
^^  gleitende  Reibung  einen  zwischen  ±  v  liegenden  Werth  n  be- 
sitzen, während  die  rollende  Reibung  mit  voller  Stärke  wirkt,  da 
J  ^  das  Rollen  noch  andauert  Wir  haben  also  in  der  von  t  =  t^ 
^ginnenden  zweiten  Periode  die  Beziehungen: 

v^v,^gn{t  -  0  =  i?ft>  =  Ro).  +  ^(^"  ^')-^/^^"gi),     (117) 

denen  sich  sowohl  v^Ro)  slLs  n,   d.  h.   die  Inanspruchnahme 
Reibung,  ergiebt     Denn  aus 

—  nx*=  R{Rn  —  q) 


demgemäss  wird: 


Rq 

«=j?fi,=t>.-gy-/-).  (117') 


^^^  Geschwindigkeit  nimmt  gleichförmig  bis  zu  Null  ab  und  erreicht 
^*^^8en  Werth  zur  Zeit  /„  die  gegeben  ist  durch: 
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Der  ganze  Vorgang  stellt  sich  anschaulich  dar  in  einem  Coor- 
dinatensystem,  das  die  zur  Zeit  t  gehörigen  Werthe  von  v  und  Bcj 
enthält  (Figur  31). 

In  der  ersten  Periode,  wo  0  <  t  <  t,  ist,  nimmt  v  gleich- 
förmig Bh,  R(o  gleichförmig  zu,  und  zwar  wird,  da  x*  erheblich 
kleiner   als  R*  (für  die  Kugel  gleich  |E*,  filr  den  Cylinder  gleich 

\R)  und  (}  ebenfalls  sehr 
klein  neben  Rv  ist,  die 
Schwerpunktsgeschwindigkeit 
V  langsamer  abnehmen,  als 
die  Rotationsgeschwindigkeit 
Rg)  eines  Randpunktes  zu- 
nimmt. Zur  Zeit  t  =  t^  ist 
Ro)  =  V  und  es  nehmen  von 
da  ab  beide  gleichmässig, 
aber  viel  langsamer,  als  zu- 
vor V,  mit  der  Zeit  ab. 


Vö< 


Fig.  31. 


Ein  specieller  einfacher  Fall  liegt  vor,  wenn  anfangs  gar  keine 
Rotation  stattfindet,  w,,  also  gleich  Null  ist,  wie  dies  stattfindet, 
wenn  die  Bewegung  durch  einen  horizontalen  centrischen  Stoss 
hervorgebracht  ist.     Dann  gilt  einfacher; 


^.  = 


fnX' 


gRQ       ' 


v^B(vB-^q) 


i'(x*+Ä')-Ä^ 


(118) 


und  falls  noch  die  rollende  Reibung  verschwindet: 


^,  = 


v^x' 


Vy      =      RO)l      = 


v.R' 


/,  =  00. 


Für  eine  nicht  rollende,  sondern  nur  gleitende  Masse  würde 
die  Geschwindigkeit  v  nach  einer  Zeit  t'  =  v^/gv  verschwinden;  die 
Vergleichung  dieses  Resultates  mit  dem  Vorstehenden  giebt  einige 
einfache  Sätze  über  den  Einfluss  der  Rotation. 

b)  Sei  zur  Zeit  t  =  0  die  Rotationsgeschwindigkeit  coo 
positiv,  aber  grösser  als  v^/R;  dann  findet  die  Verschiebung 
der  Elemente  des  Körpers  an  der  Berührungsstelle  nach  der  nega- 
tiven Seite  hin  statt;  w  muss  hier  gleich  —  v  werden,  während  r 
gleich   +  Q  bleibt,  da  die  Rotationsrichtung  positiv  ist. 

Wir  haben  also  jetzt: 

(Ry+9). 


V  =  -jj  =Vo+  gvt,   R(D  =  R-^^-  =^  R(o^—  Rgt 


(119) 


demgemäss  wird  hier  die  Rotationsgeschwindigkeit  durch  die  Reibung 
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Terldeinert,  die  Seh werponktsgesch windigkeit  vergrössert,  und  zwar 
eretere  in  höherem  Grade  als  letztere.    Zu  einer  Zeit 


<,  = 


(Ä  Wo  -  t^ö)  »«' 


ist  v=  Reo  und  besitzt  den  Werth: 


(119) 


P/,        -g  [g.  (-g  "  +  (»)  +  >  "•  «".1 


(119") 


Hier    wechselt    plötzlich    n   Vorzeichen    und   Werth;   es   wird 
n  =  RqKR'  +  x*)  und  bleibt  des  Weiteren: 


V  =Rco  =  Vi  — 


i?»+x' 


(120) 


wie   in  dem  vorigen  Falle.     Figur  32  verdeutlicht  den  Verlauf. 

Als  interessanter  Spe- 
cialfall bietet  sich  der,  dass 
2ur  Zeit  t  =  0  nur  eine  Eo- 
tationsgeschwindigkeit  coo  vor- 
handen, also  Vo  =  0  ist  Es 
&lt  dann: 


t^  = 


R  cü..  X» 


^x-=^R(o,^- 


u-t,^ 


r.  (/?  +  x') 


(120') 


i^Äp 


Fig.  32. 


c)  Sei  zur  Zeit  t  =  0  die  Rotationsgeschwindigkeit 
^^ögativ  gleich  —  o^,  wo  nun  «o  >  0  ist,  so  gelten  die  Haupt- 
gleichungen aus  a),  nur  ist  ö)„  mit  —  co^,  q  mit  —  q  zu  vertauschen; 
äIso  wird: 


r=^_U,._^W,      Äo,  =  4f  = 


X 


(121) 


Da  V  und  i?«  anfangs  entgegengesetztes  Vorzeichen  haben,  so 
^uss,  bevor  sie  einander  gleich  werden,  entweder  das  eine  oder  das 
^i^dere  durch  Null  hindurchgehen  und  sein  Vorzeichen  wechseln. 
^  ^rird  gleich  Null  für 

f  =  J*-,  (121') 

^  wird  gleich  Null  für  '^^ 


/"  = 


(ü„x- 


Sei  zunächst  t"  <  t\  erreiche  also  co  zuerst  den  Werth  Null, 
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SO  kehrt  im  Zeitpunkt  t"  mit  der  Rotation  auch  q  sein  Vorzeichen 
um,  und  es  gilt  von  da  ab: 

V  =  V,  -gvt,         Rcj  =  g{t  -  t")R  ^^\r  ^^  •  (122) 

Von  der  Zeit  t^  ab,  für  welche  t;  =  Ä«  ist,  tritt  dasselbe  Phä- 
nomen ein,  das  unter  a)  discutirt  ist  (Fig.  33). 

Interessanter   ist  der  Fall,   dass  t'  <,t"  ist,   also  v  eher  ver- 
schwindet, als  Ol).     Hier  kehrt  sich  mit  der  Richtung  der  Schwer- 
punktsgeschwindigkeit die 
^  Richtung    der    gleitenden 

Reibung  nicht  um,  denn 
sie  hängt  nur  ab  von  der 
Bewegungsrichtung  der 
Theile  des  Körpers  an  der 
Berührungsstelle  und  diese 
ist  positiv,  so  lange  v  >  R(o 
ist.  Es  gelten  also  die 
Formeln  (121)  unver- 
ändert, bis  V  =s  Reo  ist; 
dies  findet  statt  zur  Zeit: 


Riu, 


Fig.  33. 

während  v  den  Werth  hat 


„  _  j^r^   _  B[VuiyR  +  q)  -  ''x*«o1 

y  (x*  +  i?*)  +  Ä  o 


(123) 


der  nach  der  gemachten  Annahme  t'  <  t"  negativ  ist 

Von  der  Zeit  t^  ab  findet  die  Bewegung  nach  dem  Gtesetz  statt: 


(123") 


nämlich  mit  negativer  bis  zu  Nullabnehmender  Geschwindigkeit. 

Der  Vorgang  ist  in 
Figur  34  hinsichtlich  des 
Gesetzes  der  Geschwindig- 
keiten dargestellt.  Von 
/  =  0  bis  <  =  f  geht  der 
Körper  vorwärts  mit  rück- 
wärts gerichteter  Rotation, 
sowohl  gleitend  als  rollend. 
Linear-  und  Rotationsge- 
schwindigkeit nehmen  da- 
bei ihrem  absoluten  Werth 
Fig.  34.  nach  ab. 
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Zur  Zeit  t  =^1!  ist  die  Lineargeschwindigkeit  v  vernichtet,  und 
die  negfltive,  noch  andauernde  Rotation  bewirkt  eine  gleich- 
förmig beschleunigte  Fortschreitung  in  negativer  Richtung,  d.  h. 
rückwärts ,  zusammengesetzt  aus  Gleiten  und  Rollen;  um  die 
Zeit  t^  hat  die  Lineargeschwindigkeit  v^  dem  absoluten  Werthe  nach 
ihr  2daxinium  erreicht  und  nimmt  nun  bei  einfachem  Rollen  gleich- 
förmig wieder  ab  bis  zu  Null. 

Wird  V  und  Rm  gleichzeitig  gleich  Null,  so  bleibt  zur  Zeit  t^ 
der  Körper  stehen;  die  Bedingung  dafür  ist 

dieselbe  wird  flir  verschwindende  rollende  Reibung  ((>  =  0)  von  der 
gleitenden  Reibung  ebenfalls  unabhängig  und  giebt  x*g>o  =  Rv^, 

§  26.  Anziehimg  räumlich  vertheilter  Massen  nach  dem  Newton *- 
sehen  Gesetz;  Wirkung  auf  einen  ausserhalb  gelegenen  Massenpunkt 

in  dem  Fall  grosser  gegenseitiger  Entfernung. 

Das  NEWTON'sche  Gesetz  für  die  gegenseitige  Anziehung  zweier 
MaÄsenpunkte  m  und  m,  in  der  Entfernung  r  ergiebt  die  Grösse  der 
'^ii'ltenden  Kraft 

r* 

^^d  ihre  Richtung  zusammenfallend  mit  der  Richtung  von  r.  Die 
Kj^aft  besitzt  nach  S.  142  ein  Potential  0,  das  bis  auf  eine  will- 
J^^rtche  additive  Constante  lautet 

0  _._   fmm, 

^nd  durch  welches  sowohl   die  auf  w,,   wie  die  auf  m  wirkenden 
Kraftcomponenten  sich  nach  den  Formeln 

*>e8timmen,  falls  Xy  y,  x  die  Coordinaten  von  m  und  x^,  y^,  %,  die 

^on  w»,  bezeichnen.    Diese  Resultate  bleiben  ungeändert,  wenn  die 

^assenpunkte  ersetzt  werden  durch   räumliche   mit   Masse   erfüllte 

^olmnenelemente  dm  und  rfw„  die  klein  gegen  ihre  Entfernung  sind. 

Gehört  dm  einem  endlichen  Körper  an,  so  ist  die  Resultirende 

^^8    den   von   allen    seinen  Elementen   auf  m,  ausgeübten   Kräften 

^^ch  S.  51  zu  berechnen,  indem  man  die  parallelen  Componenten 

^h»    Y^y    Z^   aller  Elementarwirkungen    nach   den  Coordinatenaxen 

^^niuairt   und    die   so   erhaltenen   Gesammtcomponenteu   A"^,,    7,,    Z^ 

^^ch  dem  Parallelogramm  zusammensetzt  gemäss  dem  Schema; 

-""'*  -=  2  ^Ä  cos  (ÜT,,  X),     y,  =  ^  K\  cos  (A;,  y),     Z,  =  ^^  K\  cos  (Ä,,  z), 

k:  =  A7  +  y:  +  z:. 
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Für  den  Fall  eines  continuirlichen  Körpers  treten  an  Stelle  der 
Summen  Integrale  über  alle  Volumenelemente. 

Besitzt  wieder  das  Element  dm  die  Coordinaten  x,  y,  x,  die 
Masse  tw,  die  Coordinaten  a:,,  y,,  «i,  so  wird  nach  dem  Gesagten 
gelten : 

Y^^fmJ-^-^r^'^  dm,  (124) 

Z,=fm,p'^''^dm. 

Berücksichtigt  man,  dass 

r'  =  (x  -  x,y  +  [y  -  2/0'  +  ( V  -  ^.y 
ist,  dass  also  gilt 

^ r_  _  _   (x  -  X,)  dr    __  ^  (y  -  y,)  dr    __  _    {x  -  »J 

d  Xi  r        '         öy,   ~"  r        '         ö^i""  r         * 

so   erkennt  man,  dass  man  die  Werthe  X,,  Y^,  Z,  auch  schreiben 
kann : 


X,  =  +  fm. 


Z=  +  fm,  il'i-dm,  (1240 


J       dXy 


Z'  =^-\-  fm,  l!Ldm. 
J  dx^ 

Hierin  kann  man,  wenn  es  sich  um  die  Attraction  von  Punkten  m, 
ausserhalb  dos  Körpers  handelt,  wenn  also  r  niemals  unendlich 
klein  wird,  das  Diflferentialzeichen  unbedenklich  vor  das  Integral 
ziehen  —  im  anderen  Falle  bedarf  es  dafür  eines  besonderen  Be- 
weises —  und  erhält: 

A;  =  -  ö  0/öa;,,      r,  =  -  ö  <Pldy„     Z,  =  -  ö  0/0^,;     (125) 

die  auf  den  Massenpuukt  m,  wirkenden  Kraftcomponenten 
sind  also  auch  jetzt  gleich  den  negativen  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten eines  Potentiales 

^^-/•m.J'^'''-,  (125') 

das  nach  dem  eingangs  Gesagten  die  Summe  aller  Newton'- 
flchen  Elementarpotentiale  ist,  welche  die  einzelnen 
Massenelemente  rfm  auf  w,  ausüben. 
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Interpretirt  man  die  in  (125)  auftretenden  DiflFerentialquotienten 

als  die  auf  die  Längeneinheit  reducirten  Aenderungen  von  0,  welche 

entstehen,   wenn    der   Massenpunkt  m,   parallel   der  +  X-,    +  F-, 

+  Z'Axe  verschoben  wird,   während  der  Körper  m  ruht,   so  kann 

man  in  demselben  Sinne  für  die  nach  einer  beliebigen  Richtung  «^ 

genommene  Componente  S^  auch  schreiben 

5,=-  0  0/05,. 

Die  letztere  Formel  wollen  wir  insbesondere  auf  die  Linienelemente 
ds^  anwenden,  die  der  Punkt  m,  zurücklegt,  wenn  man  ihn  bei  un- 
geänderten  Abständen  n^,  n  ,  n^  von  den  Coordinatenaxen  in  Bezug 
auf  letztere  um  die  unendlich  kleinen  Winkel  dk^,  dfi,,  dv^  dreht 
Da-nn  liefert  sie  die  Componenten  K^,  K^,  K^,  welche  der  Massen- 
punkt  in  den  Richtungen  erfährt,  die  zugleich  normal  zu  dem  Radius- 
vector  e  nach  dem  Coordinatenanfangspunkt  und  zu  je  einer  Coor- 
dinatenaxe  stehen,  gemäss  den  Formeln 

IC^  =-ö0/n^ö;.„  Ä'y  =  -ö*/nyö|U„  Ä;  =  -ö*/n,öv,.    (125") 

Nun  sind  aber  n^  n  .  n,  die  Hebelarme,  an  denen  jene  drei 
Componenten  um  die  Coordinatenaxen  drehen  und  wir  erhalten  so- 
mit nach  (17")  für  die  Drehungsmomente  L,,  if^,  N^,  die  der  Punkt  m^ 
seitens  des  Körpers  m  erleidet,  die  Ausdrücke 

L.  =  -ö0/öA„     M^^'-dmidfi,,     N.^^dd^ldv,.    (125"') 

Ebenso  wie  für  den  angezogenen  Massenpunkt  m^  die 
Komponente  nach  einer  beliebigen  Richtung  aus  dem 
^BWTON'schen  Potential  durch  eine  Verschiebung  des 
^^nktes  nach  dieser  Richtung  abgeleitet  werden  kann, 
"^stimmt  sich  das  Drehungsmoment  um  eine  beliebige  Axe 
^it  Hülfe  einer  Drehung  des  Punktes  um  jene  Axe. 

Von  den  vorstehend  erhaltenen  Formeln  können  wir  noch  eine 
^'idere  Anwendung  machen. 

Da  die  NEWTON'sche  Gravitation  mit  gleicher  *  Wirkung  und 
^^genwirkung  in  der  Verbindungslinie  ausgeübt  wird,  so  sind  nach 
^;  171  und  173  ihre  Gesammtcomponenten  und  -momente  innerhalb 
®^^ea  Systemes  gleich  Null.  Auf  unser  System  von  nur  zwei  Körpern 
^gewandt  folgt  hieraus,  dass  die  Componenten  und  Momente 
^^ch  den  Coordinatenaxen,  welche  der  Körper  m  von  dem 
"^^nkte  Wi  erfährt,  denjenigen  entgegengesetzt  gleich  sind, 
^le  er  auf  ihn  ausübt 

Bezeichnen  wir  die  Componenten  nach  den  Coordinatenaxen, 
^^  der  Körper  m  erfährt,  durch  X,  Yj  Z,  so  ist  nach  dem  Gesagten 
^^uächst 
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dabei  beziehen  sich  die  Diflferentialquotienten  auf  die  Aenderung 
von  0  bei  einer  Verschiebung  des  Punktes  w»  parallel  zur  +  X-, 
resp.  zur  +  Y-  und  +  Z-Axe  bei  festgehaltenem  Körper  m.  Da 
aber  0  nur  von  der  relativen  Lage  von  m  gegen  m^  abhängt,  so 
würde  es  sich  in  gleicher  Weise  ändern,  wenn  man  den  Punkt  m^ 
festhielte  und  den  Körper  m  ohne  Drehung  parallel  zur  —  X-,  resp. 
zur  —  Y'  und  —  Z-Axe  verschöbe.  Misst  man  eine  solche  Ver- 
schiebung an  der  Aenderung  dxo,  dyo,  dx^  der  Coordinaten  desjenigen 
Punktes,  der  ursprünglich  mit  dem  Coordinatenanfang  zusammenfiel, 
so  erhält  man  ebenso  auch 

X  =  -ö*/öxo,         F=-ö*/öt/o,         Z  =  -ö*/öi^o.     (126) 

Für  die  Drehungsmomente  L,  M,  N,  die  der  Körper  m  erleidet, 
erhält  man  zunächst 

L  =  +  ö  Oi/öi,,         M  =  +  d  <l>ldfjL„        N=  +  d  ^/dv,. 

Da  aber  die  relative  Lage  des  Punktes  gegen  den  Körper  sich  in 
derselben  Weise  ändert,  wenn  um  dieselbe  Axe  der  Punkt  in  posi- 
tiver, oder  der  Körper  in  negativer  Richtung  gedreht  wird,  so  erhält 
man  bei  Einführung  der  Drehungswinkel  A,  /i,  v  des  Körpers  um 
die  Coordinatenaxen 

L^-d<Ujdly        M=--'d<l>ldfi,        N^-dibjdv.     (126') 

Da  0  hiemach  ebensowohl  die  Wirkungen  bestimmt,  welche 
der  Massenpunkt  m»,  als  die,  welche  der  Körper  m  erfährt,  so  be- 
zeichnet man  es  auch  als  das  Potential  der  Wechselwirkung 
zwischen  dem  Körper  und  dem  Massenpunkt. 

Ziehen  wir  noch  die  Willkürlichkeit  der  Coordinatenaxen  in 
Betracht,  so  können  wir  folgenden  Satz  aussprechen: 

Die  Gesammtcomponente  nach  einer  beliebigen  Rich- 
tung und  das  Drehungsmoment  um  eine  beliebige  Axe, 
die  ein  Körper  nach  dem  NEWTON'schen  Gesetz  seitens  eines 
Massenpunktes  erfährt,  bestimmen  sich  aus  dem  Potential 
ihrer  Wechselwirkung  durch  partielle  Differentiationen, 
die  resp.  eine  Verschiebung  des  Körpers  parallel  jener 
Richtung  und  eine  Drehung  um  jene  Axe  darstellen. 

Die  Gültigkeit  dieser  Resultate  ist  nicht  auf  den  uns  zunächst 
allein  interessireuden  und  weitaus  wichtigsten  Fall  der  Newtok'- 
schen  Attraction  beschränkt,  sondern  gilt  überall,  wo  es  sich  um 
wechselwirkende  Kräfte  zwischen  den  einzelnen  Massenpunkten 
handelt,  die  ein  Potential  besitzen.  — 
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Die  Ausrechnung  entweder  der  Integrale  für  A',  y,  Z  oder  des 
einen  Integrales  für  0  bei  gegebener  Gestalt  und  Massenvertheilung 
des  anziehenden  Körpers  ist  nur  in  wenigen  Fällen  mit  Strenge 
durchführbar.  Ehe  wir  einige  solche  Fälle  behandeln,  geben  wir 
eine  Reihenentwickelung  für  jene  Grössen,  welche  nur  voraussetzt, 
dass  die  Dimensionen  des  Körpers  klein  —  wir  sagen  klein 
von  erster  Ordnung  —  sind  gegen  seine  Entfernung  von  dem 
angezogenen  Massenpunkt. 

Legen  wir  den  Coordinatenanfang  in's  Innere  des  Körpers,  so 
sind  die  Coordinaten  x,  y,  %  von  derselben  Grössenordnung  wie  seine 
Dimensionen,  also  klein  gegen  r,  und  wir  können  demgemäss  in  dem 
Werthe  für  0  die  Grösse  1/r  nach  dem  Mac  LAUBiN'schen  Lehrsatz 
entwickeln. 

Dabei  beachten  wir  zur  Vereinfachung  der  Rechnung,  dass 
x,  y^  X  m  \  \t  nur  in  den  Verbindungen  aj  —  x,,  y  —  Vx,  »  —  ^i  vor- 
kommen, und  dass  deshalb  z.  B. 

^A        d- 


d  X  I Q  d  Xi 

ist,  falls  e  den  Werth  von  r  bezeichnet,  der  den  Coordinaten  x  =  0, 
?/  =s  0,  z  =  0  entspricht,  d.  h.  falls  e  den  Abstand  des  Massen- 
punktes m,  vom  Coordinatenanfang  bedeutet     Demgemäss  wird: 


'^  =  -  /■-■/(y  - 


e^        ö^        e^ 

e  e  e 

dx,         ^  dy,  dx. 


.1  1  1 

4.^^ —4.^ —4-- —  (121) 


€       .  e       .  e 


—  •  •  •  /  dtn . 


+  y^i ia        +^^^ 5—  +^^5 F— 

^    oy^dx,  dx.dx,  ^  dx^dy^ 

Benutzen  wir  die  früheren  Bezeichnungen  §,  fj,  C  f^^  die  Schwer- 
punktscoordinaten  Z,  H,  Z  und  £',  H',  Z'  für  die  Trägheits-  und  Devia- 
tionsmomente des   Körpers  um  die  Coordinatenaxen,  so  giebt  dies: 


0  =  -f„t,^m[^-i-j^-V 


+  i(H+Z-=)'^^+i(Z+  =  -H)^+i(=+H-Z)^   (mO 


.1  .1  .1 

ö-  —  d^—  ö*  — 

"■  ä  y,  dxi  dXi  d  Xi  dx^  d  yi 


•  •  •  I  • 
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Dieser  Ausdruck  wird  vereinfacht,  wenn  man  den  Coordinaten- 
anfangspunkt  in  den  Schwerpunkt  legt,  also  |  =  0,  i;==0,  ^=0 
macht;  hierdurch  verschwinden  in  ihm  nämlich  alle  Glieder  erster 
Ordnung. 

Lässt  man  weiter  die  Coordinatenaxen  mit  den  Hauptträgheits- 
axen  durch  den  Schwerpunkt  zusammenfallen,  so  wird 

E'  =  0,     H'  =  0,     Z  =  0,     =  =  A,     H  =  B,     Z  =  T, 

unter  A,  B,  f  die  Hauptträgheitsmomente  für  den  Schwerpunkt  ver- 
standen.   Benutzt  man  noch  endlich,  dass  aus  e'  =  Xy  +  y^  •\-  x*  folgt 

^    e  3JC,*         1  ^    e  3y,*         1  ^    e 


SO  findet  man  i  i  i 


=  ^-^>   (127") 


'    +-^.,^  +  -^  =  0  (127'") 


dx*         öyi'  ö*,* 

und  erhält  dadurch  schliesslich 

0  =  -  /^  h^  -  A—f-  -  -^ ?-  -  1—?-  ±  ...I.         (128) 

Da  A/e*,  B/c*,  f/e*  nach  unserer  Festsetzung  neben  m  klein 
von  zweiter  Ordnung  sind,  so  ergiebt  diese  Formel  den  Satz: 

Das  NEWTON'sche  Potential  eines  endlichen  Körpers  m 
auf  einen  äusseren  Massenpunkt  m^  wird,  bei  Vernach- 
lässigung der  Glieder  zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  das 
Verhältniss  aus  den  Dimensionen  des  Körpers  und  der 
Entfernung  seines  Schwerpunktes  von  w,,  gegeben  durch 
—  fmm^le,  ist  also  dasselbe,  als  wäre  die  ganze  Masse  des 
Körpers  in  seinem  Schwerpunkt  vereinigt 

Die  Beibehaltung  der  Glieder  zweiter  Ordnung  er- 
gänzt das  Potential  um  einen  Ausdruck,  der  allein  von 
den  Hauptträgheitsmomenten  des  Körpers  m  in  Bezug  auf 
seinen  Schwerpunkt  und  von  den  Coordinaten  des  Punktes 
m^  gegen  die  Hauptträgheitsaxen  abhängt. 

Zwei  Körper  von  gleicher  Masse  und  den  gleichen 
Hauptträgheitsmomenten  um  den  Schwerpunkt  liefern  also 
bis  auf  Glieder  dritter  Ordnung  exclusive  auf  gleiche 
Massenpunkte  bei  gleichen  Lagen  gegen  die  Hauptträg- 
heitsaxen durch  den  Schworpunkt  auch  gleiche  Potentiale. 

Die  Trägheitsmomente  spielen  hiernach  noch  in  einem  ganz 
anderen  Gebiete,  als  in  dem  sie  zunächst  eingeführt  waren,  eine 
wesentliche  Rolle. 


f 


*  =  _^^«._ 
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In  speciellen  Fällen  vereinfachen  sich  diese  Resultate  weiter. 
Besitzt  der  Körper  drei  gleiche  Hauptträgheitsmomente  A,  B,  f  um 
den  Schwerpunkt,  so  zerstören  sich  nach  (127'")  die  Glieder  zweiter 
Ordnung  gegenseitig;  dies  gilt  z.  B.  für  alle  regulären  Polyeder. 
Ist  die  Masse  des  Körpers  überdies  in  Bezug  auf  seinen  Schwerpunkt 
derartig  symmetrisch  vertheilt,  dass  sich  an  gegenüberliegenden 
äquidistanten  Punkten  gleiche  Massen  befinden,  so  sind  alle  Inte^ 
grale  von  der  Form  fx*dm,  fx*ydm,  ...  gleich  Null,  so  fehlen 
also  in  dem  Ausdruck  (128)  die  Glieder  dritter  Ordnung  und  die 
aus  der  Betrachtung  der  Glieder  zweiter  Ordnung  abgeleiteten 
bätze  gelten  bis  auf  vierte  Ordnung  exclusive. 

Bei  Beschränkung  auf  die  Glieder  zweiter  Ordnung  nimmt  0 
die  Gestalt  an: 

*  ^  ^  "^  (^-  äV  tA(3^^^-0  +  B(32^,'~e^)  +  r(3;.,'-6*)])  (128') 

oder  bei  Einführung  der  Cosinus  a  =  xje,  /9  =  yje,  y  =  zje  der 
»Kinkel,  welche  e  mit  den  Hauptträgheitsaxen  einschliesst: 

(^-^[A(3«*-l)  +  B(3/9'-l)  +  r(3y--l)]).    (128") 

In  Eücksicht  auf  den  Werth,  welchen  das  Trägheitsmoment  M 
^^  die  Richtung  von  e  nach  Formel  (36")  besitzt,  schreibt  sich 
^es   auch: 

0  =  -  /^^  (m  +  -1,(A  +  B  +  r  -  3  M)), 
^obei 

Nach  dem  S.  136  Gesagten  bieten  die  Flächen  constanten  Po- 
^^tiales  ein  bequemes  Mittel  zur  Veranschaulichung  der  Verthei- 
lung  jej.  Kraft  in  einem  Kraftfeld.  Um  die  Gestalt  dieser  Flächen 
*^icht  zu  erkennen,  berücksichtigen  wir,  dass  nach  der  gemachten 
^^öahme  das  zweite  Glied  in  der  Klammer  klein  zweiter  Ordnung 
^^g^n  das  erste  ist.  Wir  erhalten  sonach  eine  erste  Annäherung, 
^^nn  wir  dasselbe  vernachlässigen.  Hier  liefert  die  Gleichung  <l>  =  c 
^^  e  einen  constanten  Werth  q  ^^^^  fmmjcy  also  Potentialflächen 
^^i^  Kugelgestalt.  Bei  Berücksichtigung  des  jetzt  vernachlässigten 
^Wedes  werden  wir  also  Werthe  e  erhalten,  die  sich  von  einer 
•^^^stanten  nur  um  eine  Grösse  zweiter  Ordnung  unterscheiden, 
^tzen  wir  demgemäss  in  Gleichung  (128"')  0  =  c  und  e  =  q  +  e, 
^^rin  b/q  von  erster  Ordnung  neben  Eins  ist,  so  erhalten  wir: 


(128"') 


i 
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Nun  ist  aber  das  zweite  Glied  in  der  Klammer  rechts  selbst  von 
zweiter  Ordnung;  die  Beibehaltung  von  e  in  demselben  würde  somit 
ein  Glied  vierter  Ordnung  liefern,  das  nach  der  einmal  einge- 
führten Annäherung  vernachlässigt  werden  muss.  Wir  erhalten  so 
schliesslich  für  die  Abweichung  e  einer  Potentialfläche  von  einer 
Eugelfläche  mit  dem  Radius  q  den  Ausdruck 

6  =  ---(A  +  B4-r-3M). 

Hierin  ist  nur  M  (und  zwar  nach  der  in  (128'")  enthaltenen  Formel) 
von  der  Richtung  von  e  abhängig;  es  resultirt  somit  der  Satz: 

Die  Potentialflächen  der  NEWTON'schen  Wirkung  eines 
Körpers  m  auf  einen  fernen  Massenpunkt  /n,  in  zweiter 
Annäherung  sind  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Haupt- 
trägheitsaxen  des  Körpers  durch  seinen  Schwerpunkt  Sie 
schneiden  auf  einem  Radiusvector  um  so  kürzere  Strecken 
ab,  je  grösser  das  auf  diesen  Radius  bezogene  Trägheits- 
moment des  Körpers  m  ist;  der  Unterschied  ist  um  so  ge- 
ringer, je  weiter  vom  Schwerpunkt  ab  die  Potentialfläche 
liegt  und  verschwindet  im  Unendlichen;  benachbarte  Flächen 
liegen  einander  also  am  nächsten  auf  der  Axe  kleinsten^ 
am   weitesten    auf  der   Axe    grössten   Trägheitsmomentes. 

Es  ist  leicht  zu  erkennen,  was  sich  hieraus  für  die  Grösse  und 
die  Richtung  der  Kräfte  qualitativ  folgern  lässt.  — 

Die  quantitativen  Gesetze  der  seitens  des  Körpers  m  auf  den 
Massenpunkt  w,  ausgeübten  Kraft  A'  sind  sehr  complicirt;  relativ 
einfache  Werthe  besitzen  indessen  die  Componenten  von  A',  nach 
gewissen  speciellen  Richtungen. 

So  findet  sich  für  die  Componente  R^  parallel  zu  dem  Radius- 
vector 6,  da  M  von  e  unabhängig  ist,  aus  (128'")  sogleich 

Ä.  =  -  "öv  =  -  -^,^  (»»  +  ^  (A  +  B  +  r  -  M)).      (129) 

Um  die  S.  321  besprochenen  Componenten  A"^,  A'^^,  A'^  normal  zu  e 
und  zu  je  einer  Coordinatenaxe  zu  bilden,  muss  man  zunächst  andere 
Coordinaten  in  den  Ausdruck  (128')  einführen.     Setzen  wir 

u  =  cos  i?-,       /9  =  sin  i^-  cos  t/^,       /  =  sin  i^-  sin  t/;, 

so  ist  19-  der  Winkel  zwischen  c  und  der  A'-Axe,  t//  derjenige  zwischen 
der  Ebene  durch  e  und  die  X-Axe  und  der  XT- Ebene,  und  wir 
erhalten 

0==- Z^^U  - -1- [a (3 cos%9' -  1)  +  B (3 sinNV- cos' t/^  -  1) 

+  r  (3  sin'  »9-  sin'  M>  -\')\  ^^  ^^'^ 
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T>SL  nun  dtfj  identisch  ist  mit  dem  oben  eingeführten  Drehungs- 
vrioiel  d A»,  und  da  e sin  19*  =  e ]/!—«'  identisch  ist  mit  dem  nor- 
ma^len  Abstand  n  des  Punktes  m^  von  der  X-Axe,  so  erhält  man 
sogleich: 

r"  Ö  ^  3  f^i    /n  r-\     •       ö.     •        . 

c*yi  —  a* 

ähnliche  Resultate  gelten  für  K   und  A"^. 

Diese  Ausdrücke  sind  sämmtlich  neben  i?,  klein  von  der  oben  als 
zweiten  bezeichneten  Ordnung;  Gleiches  gilt  somit  von  der  Ge- 
sammtcomponente  S,  von  A'»  normal  zu  e,  als  deren  Componenten 
sich  die  drei  K^,  K ,  K^  auffassen  lassen.  Da  nun  Weiter  gilt 
-AT,"  =  i2^»  +  s^^j  so  ist  AI  nur  um  eine  Grösse  vierter  Ordnung  von 
^1  verschieden,  die  innerhalb  der  eingeführten  Annäherung  ver- 
nachlässigt werden  muss.  Da  femer  der  Winkel  zwischen  K^  und  e 
gegeben  ist  durch  die  Formel  tg  (Ai,  e)  =  SJR,,  so  ergiebt  sich  der  Satz: 

Die  Gesammtkraft  K^,  welche  der  Körper  m  nach  dem 
NEWTON'schen  Gesetz  auf  den  Punkt  m,  ausübt,  kommt  bis 
*^f  Glieder  vierter  Ordnung  mit  deren  Componente  R^  in 
^er  Richtung  des  Radiusvectors  e  nach  dem  Schwerpunkt 
von  m  überein  und  weicht  in  ihrer  Richtung  nur  um  einen 
'^  inkel  aus  e  ab,  der  klein  von  der  zweiten  Ordnung  ist 

Eine  andere  Darstellung  der  Verhältnisse  erhält  man  durch 
Einführung  der  Componenten  X^,  F,,  Z^  der  Kraft  K^  nach  den 
H^uptträgheitsaxen. 

In  dem  Ausdruck  (128')  für  <l>  kommen  die  Coordinaten  x„  y„  ^^ 
^luraal  explicite  und  sodann  in  e  vor;    man  kann  daher  schreiben 

^'.=-r =-4^-1^-4^'      (130) 

^oV>^i  ^Q  j)  Differentiationen  bezeichnen,  bei  denen  x,,  y„  x^  und 
f  ^ie  Unabhängigen  sind.  Beachtet  man,  dass  öe/öx,  =  ir,/e  =  a 
^^>     und  kürzt  man   —DibjDe  in  Ä/,  Sfmje'  in  ä  ab,  so  erhält 

=  {r:  - ÄA)a,    y;  =  {r: -kB)ß,   z,  =  {r:  -  Ä:^)^    (i3o') 

^         Die  Componenten  A'„  r„  Z,  bestehen  hiernach  aus  zwei  Theilen, 
^^>  für  sich  je  zu  einer  Resultirenden  zusammengesetzt,  eine  merk- 

^^i:'dige  Zerlegung  der  Kraft  A',  liefern,   die  der  Massenpunkt  m^ 

^^^hrt 

Der  erste  Theil  AV  von  A',  hat  die  Componenten  R/ a,  Ä//9, 
^x'  7,  liegt  also  parallel  mit  e  und  besitzt  die  Grösse  E/;  der  zweite 
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Theil  K^'  hat  die  Componenten  —k/Ka,  —kBß,  —kVy,  er  ist 
nach  dem  Werth  von  k  gegenüber  dem  ersten  klein  von  zweiter 
Ordnung  und  weicht  aus  dem  Kadiusvector  e  ab.  lieber  seine 
Richtung  ergiebt  die  auf  S.  294  eingeschlagene  üeberlegung  das 
Resultat,  dass  K''  normal  zu  der  Tangentenebene  liegt,  welche  das 
Hauptträgheitsellipsoid  des  Körpers  in  dem  Schnittpunkt  mit  dem 
Vector  e  berührt. 

Das  vorstehend  über  die  Kräfte  erhaltene  können  wir  in  folgende 
Sätze  zusammenfassen. 

Die  Kraft,  welche  ein  Körperm  nach  dem  NEWTON'schen 
Gesetz  auf  einen  fernen  Massenpunkt  m,  ausübt,  hat  bis 
auf  Glieder  vierter  Ordnung  exclusive  die  Grösse 

2r.  =  -^■-  (m  +  -A.(A  +  B  +  r -  M)),  (130") 

wobei  6  die  Entfernung  von  dem  Schwerpunkt  bezeichnet; 
sie  variirt  also  auf  einer  um  den  Schwerpunkt  von  m  con- 
struirten  Kugel  wie  P—  OM,  wobei  P  und  Q  Constanten 
bezeichnen. 

Ihre  Richtung  weicht  jederzeit  aus  dem  Radiusvector  e 
in  demselben  Sinne  ab,  wie  die  Normale  auf  der  Ebene, 
welche  in  dem  Schnittpunkt  von  e  mit  dem  Hauptträgheits- 
ellipsoid dieses  letztere  berührt. 

Für  die  Drehungsmomente  um  die  in  die  Hauptträgheitsaxen 
gelegten  Coordinatenaxen,  welche  der  Punkt  m^  erleidet,  folgen  aus 
(129")  mit  Hülfe  der  Ueberlegungen  von  S.  .321  die  Ausdrücke 

%fm  (130'") 

Die  Componenten  und  Drehungsmomente,  welche  der  Körper  m 
seitens  des  Punktes  m^  erleidet,  sind  nach  S.  322  den  vorstehend 
zusammengestellten  Werthen  entgegengesetzt  gleich.  Bildet  man 
insbesondere  hiernach  aus  (130'")  die  Momente  L  ^^^  L^,  Jf  =  —  if„ 
iV=  —  Ni,  so  erhält  man  die  Ausdrücke,  von  denen  S.  302  unter  der 
Bezeichnung  F,  G,  H  Gebrauch  gemacht  worden  ist. 

§  27.  Anziehung  räumlich  vertheilter  Massen  nach  dem  Newton*- 
schen  Gesetz;  Wirkung  auf  einen  innerhalb  gelegenen  Massenpnnkt 
Die  Gesetze  der  Anziehung  einer  in  concentrischen  Schichten  homo- 
genen   Kugel    auf    äussere    und    innere    Punkte;    das    Gesetz    der 

Schwerkraft. 

Das  NEWTON'sche  Gesetz  für  die  Wechselwirkung  zwischen  zwei 
Massenpunkten  von  endlichen  Massen  m  und  m^ 
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fmm^ 


K'== 
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liefert  für  die  Kraft  K  einen  unendlich  grossen  Werth,  wenn  die 
EntJeraung  r  der  beiden  Massen  unendlich  klein  wird.  Obgleich 
insgemein  alles  Unendlichwerden  physikalischer  Grössen,   als 

der  Natur  nicht  Yorkommend,  ausschliesst,  so  ist  doch  an  dem 
^oirstehenden  Resultat  ein  Anstoss  nicht  zu  nehmen;  denn  das  6e- 
set.z  wäre  in  dem  Falle  einer  unendlich  kleinen  Entfernung  r  über- 
li3riipt  nur  dann  anwendbar,  wenn  beide  Massen  selbst  Bäuine  er- 
ftillten,  deren  Dimensionen  klein  gegen  r  wären.  Dies  letztere 
l^onamt  aber  in  der  Natur  nicht  vor;  das  Verhältniss  von  Masse  zu 
eingenommenen  Raum,  die  Dichte,  folgt  eben  seinerseits  auch 

'  Regel,  endliche  Beträge  nie  zu  überschreiten. 

Indessen  genügt  schon,  dass  die  eine  der  beiden  wechsel- 
'lenden  endlichen  Massen  eine  endliche  Dichte  besitzt,  also  einen 
cilichen  Raum  einnimmt,  um  ein  Unendlich  werden  der  Kraft  bei 
■^^Üebiger  Annäherung  des  angezogenen  Massenpunktes  an  dieselbe 
^•^^Xzuheben.  Wegen  gewisser  Anwendungen  verdient  dieser  Fall 
^^Xi«  nähere  Untersuchung. 

Wir  knüpfen  dieselbe  an  die  völlig  allgemeinen  Formeln  (124) 
^tix*  die  Kraftcomponenten  X,,  Yi,  Z,  an,  die  wir  nur  dadurch  um- 
gestalten, dass  wir  den  Massenpunkt  m»  zum  Coordinatenanfangs- 
I^^nkt  wählen  und  demgemäss  x,  =  0,  y,  =  0,  ;?;,  =  0  setzen,  wodurch 
den  Werth  x*+  y*-{-  z*  annimmt. 

Wir  erhalten  so  zunächst 

X,  =  fm,J  —dm  =  fm,J  — ^^ u.  s.  f.  (131) 

i^rin    wollen   wir   dm   durch    das    Product   edk   aus  Dichte  und 

Tperelement   ersetzen  und  darnach  dk  in  Polarcoordinaten  dar- 

^^^Uen.    Dazu  denken  wir  von  m^  aus  nach  allen  Seiten  feine  Kegel 

beliebigem   Querschnitt   construirt,   welche   den  ganzen  Raum 

en;  schneidet  einer  derselben  aus  einer  Kugel  vom  Radius  Eins 

m,  ein  Flächenelement  da)  aus,  so  sprechen  wir  ihm  eine  Oeff- 

^^  ng  von   der   Grösse   dcj   zu.     Diese   Kegel   zerlegen    wir  dann 

^^^^^reh  unendlich   viele   um  m,    construirte  Kugelflächen   im  gegen- 

^■^itigen  Abstand  dr  in  Volumenelemente  dk.    Eines  dieser  Elemente, 

^^^  in  einem  Kegel  von  der  Oeffnung  dco  und  in  der  Entfernung 

^     "Von  m^  liegt»  hat  dann  die  Grösse  dk  =  r"  drdo).     Hiemach  nehmen 

^^^  Ausdrücke   für   die   Componenten   A',,   F,,  Z,    die  folgende  Ge- 

^^tan: 
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X,  =  /*w,  IIa  cos  (r,  x)  d(o  dr, 

l\  =  fm^  1  I  e cos {r,y)d(odr,  (l^l) 

Z,  =  /*m,  I  /  c  cos  (r, »)  rfw  (ir. 

Die  Integrationen  sind  hierbei  so  zu  verstehen,  dass  zunächst  über 
dr,  d.  h.  über  den  Theil  eines  Elementarkegels  summirt  wird,  der 
innerhalb  des  von  dem  Körper  m  eingenommenen  Volumens  liegt, 
und  sodann  über  dco,  d.  h.  über  alle  Kegel,  welche  jenes  Volumen 
schneiden. 

In  der  vorstehenden  Form  erkennt  man  nun  ohne  Weiteres, 
dass  die  Componenten  Ä"„  F,,  Z,  auch  dann  endlich  bleiben,  wenn 
man  den  Körper  m  dem  Massenpunkt  m,  beliebig  nahe  rückt;  denn 
die  Integrale  sind  über  Ausdrücke  zu  nehmen,  die  hierbei  endlich 
bleiben.  Gleiches  gilt  —  und  zwar  noch  in  erhöhtem  Maasse  — 
wenn  bei  stetiger  Dichte  6  der  Punkt  yn^  in  das  Innere  des  Körpers 
m  zu  liegen  kommt;  denn  in  diesem  Falle  heben  sich,  wie  die 
directe  Anschauung  zeigt,  die  dem  Punkt  rw,  rings  direct  benachbarten 
Massen  in  ihrer  Wirkung  auf. 

Die  Formeln  ergeben  dasselbe;  beschreiben  wir  nämlich  um  w, 
eine  KugelÜäche  mit  einem  so  kleinen  Radius  r,  dass  man  innerhalb 
desselben  die  Dichte  des  Körpers  constant  setzen  kann,  so  ergiebt 
die  Integration  nach  r  für  den  Antheil  X/,  den  diese  Kugel  an 
der  Componente  A^,  liefert,  allgemein  den  Ausdruck 

AV  =  fm^er  f  cos  {r,x)d(o.  (131") 

Liegt  der  Punkt  m,  im  Innern  von  m,  so  ist  das  Integral  wegen 
des  wechselnden  Vorzeichens  von  cos  (r,  x)  identisch  gleich  Null,  liegt 
er  an  der  Oberfläche,  so  hat  es  einen  endlichen  Werth;  im  ersten 
Falle  ist  somit  X,'  identisch  gleich  Null,  im  zweiten  Falle  unendlich 
klein  von  der  Ordnung  von  r.  Letzteres  gilt  oflFenbar  auch  dann, 
wenn  der  Punkt  w,  in  einer  Fläche  liegt,  in  welcher  die  Dichte  « 
sich  sprungweise  ändert,  z.  B.  in  der  Grenze  zwischen  zwei  ver- 
schiedenen homogenen  Körpern,  die  sich  berühren. 

Es  mag  besonders  darauf  aufmerksam  gemacht  werden,  dass 
diese  Deduction  zu  den  letzten  Resultaten  nur  deshalb  führt,  weil 
das  Gesetz  für  die  Kraft  im  Nenner  keine  höhere  als  die  zweite 
Potenz  der  Entfernung  enthält.  Wir  sprechen  daher  den  folgenden 
Satz  aus; 

Körper  von  endlichen  Dimensionen  und  endlichen 
Dichtigkeiten    üben    nach    dem   NEWTON'schen    Gesetz    auf 
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ATassenpunkte  von  endlicherMasse,  mögen  dieselben  ausser- 

ialb,  auf  der  Oberfläche  oder  innerhalb  der  Masse  liegen, 

jederzeit  Kraftcomponenten  von  endlicher  Grösse  aus.  — 

Wenn  nach  dem  Vorstehenden  die  unendlich  nahen  Theile 
eines  Körpers  m  auf  einen  Massenpunkt  w,  bei  endlicher  Dichte 
nur  unendlich  kleine  An  theile  zu  der  wirkenden  Kraft  liefern,  so 
ka.nn  man  sie  offenbar  ohne  Aenderung  der  Wii'kung  auch  ganz 
beseitigen,  d.  h.  um  den  Punkt  m,  einen  Hohlraum  und  rw,  daher 
im-ter  allen  umständen  ausserhalb  der  wirkenden  Masse  bringen. 
Hieraus  folgt  dann,  dass  man  an  die  Ausdrücke  (124)  für  die  Kraft- 
componenten X,  Y,  Z  ebenso  für  innere,  wie  für  äussere  Massen- 
pnnkte  die  S.  320  dargestellten  üeberlegungen  anknüpfen  und  die- 
selben durch  ein  Potential  0  von  dem  in  (125')  angegebenen  Werth 
darstellen  kann. 

In  der  That  besitzt  der  Ausdruck 

die  oben  an  den  Kraftcomponenten  nachgewiesene  Eigenschaft,  bei 

^^dlicher  Dichte   durch  die   dem   angezogenen  Massenpunkt  m^  un- 

^tidhch  nahen  Massen  nur  unendlich  kleine  Beiträge  zu  liefern,  in 

^och  höherem  Maasse  als  jene;  denn  da  der  Nenner  unter  dem  In- 

^^gral  die  nur  erste  Potenz  der  Entfernung  r  enthält,  so  ist  der  Antheil. 

den  z.  B.  eine  um  m,  construirte  kleine  Kugel  zu  0  liefert,  in  Bezug 

^uf  den   Kugelradius  r    nicht   nur  von    erster,   sondern   sogar   von 

^'W'eiter  Ordnung.    Es  bestätigt  also  auch  diese  Ueberlegung,  dass 

^an  bei  Anziehungen  nach  dem  NEWTON'schen  Gesetz  durch  An- 

l^ringung  eines  kleinen  Hohlraumes   um  den  angezogenen  Massen- 

Pttnkt  letzteren  jederzeit  ohne  Aenderung  der  Wirkung  von  einem 

mneren   zu   einem   äusseren   machen   und   demgemäss   die  auf  ihn 

wirkende  Kraft  durch  ein  Potential  darstellen  kann. 

*  Die  Kraftcomponenten,  welche  ein  Massenpunkt  m^  mit 
den  Coordinaten  x„  y,,  x,  nach  dem  NEwroN'schen  Gesetz 
^öitens  eines  Körpers  von  endlichen  Dimensionen  und  end- 
licher Dichte  erfährt,  sind  für  alle  Lagen  desselben  durch 

das  Potential 

*  =  -  fw,J 

darstellbar  nach  den  Formeln 

X,  =  -  ö  0ldx,,     y.  =  -  ö  0/Ö2/.,     Z,  =  -  ö  (D/dx,. 

^^  wie  weit  andere  Kraftgesetze  analoge  Resultate  liefern,  lässt  sich 
^ach  dem  vorstehend  Entwickelten  in  jedem  einzelnen  Falle  leicht 
feststellen.  - 


dm 
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Wir  wenden  uns  nun  zur  Bestimmung  des  NEwroN'schen 
Potentiales  einer  homogenen,  unendlich  dünnen  Hohl- 
kugel oder  Kugelschicht  auf  einen  im  äusseren  und  einen 
im  inneren  Räume  liegenden  Massenpunkt  m,. 

Sei  Q  der  Radius  der  Kugelschicht,  &  ihre  constante  Dicke, 
6  ihre  constante  Dichtigkeit,  c  der  Abstand  des  angezogenen  Massen- 
punktes vom  Kugelcentrum. 

Wir  zerlegen  die  Kugelschicht  nach  dem  S.  209  angewandten 
Verfahren  in  Volumenelemente,  deren  Grösse 

(Ik  =  ()*&  sin  ^dcpdifj 

ist,  und   erhalten,  da   die  Entfernung  r  von  dk   nach  ?»,    gegeben 

ist  durch 

r*  =  o'  +  e*  —  2  o  6  cos  (p, 
den  Werth: 


2jr  71 


0  0 

Hierbei  ist  zu   bemerken,   dass  die  Wurzelgrösse,   welche   den 
Werth  der  Entfernung  r  darstellt,  stets  positiv  zu  nehmen  ist 

Wir  erhalten  durch  Integration: 

<p  SS  n 

<P  = '  —L?f. —   ]/(>  +  e'—  2  ()ecosqp 


<p'^  (132') 

e 


(y¥+  ey  -  ]f{Q^ey^  . 


Bei  Ausführung  der  Wurzelzeichen  sind  die  Fälle  zu  unter- 
scheiden, dass  der  Punkt  7n,  ausserhalb  oder  innerhalb  der  Kugel- 
fläche liegt,  also  o^e  ist. 

Für  äussere  Punkte  gilt 

e<(>,      also      0^=^   fm,4nQ^J^^_rm^^  ^^gg.j 

wenn  m^  die  Masse  der  homogenen  Kugelschicht  ist. 
Für  innere  Punkte  gilt 

c>(>,     also     0^=-/'m,4;r(>«9  6  =  -  ^'"^^^         (132'") 

0^  ist  demnach  unabhängig  vom  Orte  des  angezogenen  Punktes  m,. 

Wir  erhalten  somit  den  Satz: 

Das  NEWTON'sche  Potential  einer   homogenen  unendlich 
dünnen  Kugelschicht  oder    einer   materiellen  Kugelfläche 
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auf  äussere  Punkte  ist  dasselbe,  als  wäre  ihre  ganze  Masse 
in  ihrem  Mittelpunkt  vereinigt,  das  auf  innere  Punkte  ist 
constant. 

Die  negativen  Kraftcomponenten  bestimmen  sich  aus  dem  Po- 
tential durch  Differentiation  nach  den  Coordinaten  des  angezogenen 
Punktes  w, ,  die  gesammte  resultirende  Kraft  nach  S.  136  durch 
Differentiation  nach  der  Normalen  n  auf  der  Fläche  constanten  Po- 
tentiales,  welche  durch  m»  hindurchgeht,  diese  Normale  positiv  ge- 
rechnet im  Sinne  fallender  Werthe  0. 

In  unserem  Falle  sind  die  Potentialflächen  mit  der  gegebenen 
concentrische  Kugeln,  ihre  Normale  fällt  in  die  Richtung  von  —  e; 
vertauschen  wir  einfach  n  mit  —  e,  so  beziehen  wir  die  Kraft 
zugleich  auf  die  vom  Kugelmittelpunkt  hinweg  positiv  ge- 
rechnete Richtung. 

Demgemäss   erhalten   wir   die  Grösse  der  Kraft  für   äussere 
I^ankte,  wo  e  >  o  ist: 

__^n^.  (188) 


e' 


ftir  innere  Punkte,  wo  e  <  (>  ist; 

^•^  =  0.  (133') 

Eine  homogene  unendlich  dünne  Kugelschicht  wirkt 
^^ch  dem  NEWTON'schen  Gesetz  auf  einen  äusseren  Punkt 
^l^enso,  als  wäre  ihre  Masse  in  ihrem  Mittelpunkt  ver- 
einigt, auf  einen  inneren  Punkt  wirkt  sie  überhaupt  nicht. 

Durch  Vorstehendes  erledigt  sich  sogleich  auch  die  Frage  nach 
der  Wirkung  einer  in  concentrischen  Schichten  homogenen  Kugel- 
^^Uaale  von  endlicher  Dicke,  deren  Radien  wir  mit  R,  und  R„  und 
^eren  Masse  wir  mit  M^  bezeichnen,  auf  Punkte  des  äusseren  und 
dea  Hohlraumes;  denn  wir  können  die  Schaale  in  Schichten  der 
Vorhin  betrachteten  Art  von  der  Dicke  &  =  d()  zerlegen  und  deren 
*^otentiale  und  Attractionskräfte  einfach  summiren.  Es  ergiebt 
^ich  so: 

B 
a 

^a  =  -^~^>         <t>n=-fm,47if,Qde;  (134) 

l^a ^^'  A;  =  0.  (134') 

Vorstehender   Satz   gestattet   für  Punkte   im  äusseren 
^^id  im  Hohlraum  unmittelbar  die  Uebertragung  auf  Kugel- 
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schaalen   von    endlicher   Dicke,   welche   in   concentrischen 
Schichten  homogen  sind. 

Anders,  wenn  der  angezogene  Punkt  m,  innerhalb  der  Masse 
selbst  liegt. 

In  diesem  Falle  legt  man  durch  m,  eine  zu  den  begrenzenden 
concentrische  Kugelfläche,  die  also  den  Eadius  e  besitzt;  für  die 
innerhalb  derselben  liegende  Masse  m,-  Ist  der  Punkt  m,  dann  ein 
äusserer,  sie  giebt  also  zu  dem  Potential  einen  Antheil  =  —  fm^mife^ 
für  die  ausserhalb  liegende  Masse  m^  ist  ni,  ein  innerer  Punkte 
jene  giebt  also  zu  dem  Potential  einen  Antheil: 

e 

Also  hat  das  NEWTON'sche  Potential  einer  in  concen- 
trischen Schichten  homogenen  Hohlkugel  für  einen  Punkt 
innerhalb  der  Masse  den  Werth: 

^i  =  -  fmj^  +  iTtfeQdo),  wobei  mi  =  4:tj  BQ* dg      (134") 

ist;  die  auf  ihn  ausgeübte  Kraft  hat  die  Grösse: 

Ki^--  l!!^ .  (134'") 

Diese  Formeln  werden  auf  den  Fall  einer  in  concentrischen 
Schichten  homogenen  Vollkugel  vom  Badius  R  angewandt,  indem 
man  in  ihnen  Ri  =  0,  R^  =  R  setzt.  — 

Besonders  einfach  werden  die  Resultate,  wenn  die  ganze  Kugel- 
schaale  von  gleicher  Dichtigkeit  ist.  Hier  ist,  falls  M^  ihre  Masse 
bezeichnet: 

a>^  =  -/-//^2;r€(i2;-Er),  (135) 

Die  für  eine  homogene  Vollkugel  gültigen  Werthe  erhält  man 
daraus,  indem  man  R^  mit  R,  M^  mit  M  vertauscht  und  JRj  =  0 
setzt;  sie  lauten: 

K  = 1« —  >         ^t^ ö 


3B'  -  -^^  -  6* 
«  e 
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Von  den  oben  gefundenen  Werthen  der  Anziehung  einer  in 
c^ncentrischen  Schichten  homogenen  Kugel  auf  einen  Massenpunkt 
i^aiiii  man  eine  Anwendung  machen,  um  die  Gesetze  abzuleiten,  nach 
denen  die  Schwerkraft  mit  der  Entfernung  des  Beobachtungsortes 
?om  Erdcentrum  variirt.  Wir  betrachten  hierbei  die  Erde  als  eine 
Kugel  der  beschriebenen  Art  von  der  Masse  M  und  sehen  von  ihrer 
Rotation  und  von  der  dadurch  hervorgerufenen  Centrifugalkraft  ab. 

Dann  gilt  für  Stellen  ausserhalb  der  Erde  nach  (134'),  dass  die 
Beschleunigung  nach  dem  Erdcentrum  hin 

9a  =  -^  (136) 

ist^  demnach  ebenso  mit  der  Entfernung  variirt,  als  wäre  die  ganze 
Masse  der  Erde  in  ihrem  Mittelpunkt  vereinigt  Ist  e  =  R  +  h, 
wo  also  h  die  Höhe  über  der  Erdoberfläche  bezeichnet,  und  ist  h 
^o  klein  gegen  Rj  dass  man  {hiRy  neben  Eins  vernachlässigen  kann, 
so    ergiebt  sich: 

falla  /=  fMjR^  die  Grösse  von  g  an  der  Erdoberfläche  selbst  '— 
^«    h.  im  Meeresniveau  —  bezeichnet. 

Im  Innern  der  Erde  gilt  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 

9i=f'^^=^^f^Q'de,  (137) 

0 

^orin  m.  die  Masse  innerhalb  der  Kugel  vom  Radius  e  bezeichnet 
^^tzt  man  hierin  e  =  R  —  k,  wo  also  k  die  Tiefe  unter  dem  Meeres- 
^iveau  bedeutet,  entwickelt  nach  Potenzen  von  k  und  beschränkt 
^ich  auf  das  erste  Glied,  so  erhält  man: 


u  =  f{ 


2M        . 


(137') 


hierin  bezeichnet  wieder  M  die  Erdmasse,  e^  ihre  Dichtigkeit  an  der 
Oberfläche.  Unter  Benutzung  des  Werthes  /=  fMjR^  lautet  diese 
Gleichung: 

^,  =  /(l+y[l-^^]).  (137") 

Sie  zeigt,    dass  beim  Eindringen  in  die  Erde  die  Schwerkraft 
^^angs  zu-  oder  abnimmt,  je  nachdem 

llL^^l  (138) 

^^t.    Führt  man  die  mittlere  Dichte  6    der  Erde  durch  die  Beziehung 
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M=^e^B'  (138') 

ein,  so  lautet  die  obige  Bedingung 

«o^f«».  (138") 

und  diese  sagt: 

Je  nachdem  bei  einer  in  concentrischen  Schichten  ho- 
mogenen Kugel  die  Dichtigkeit  der  Oberflächenschicht 
kleiner  oder  grösser  ist,  als  zwei  Drittel  der  mittleren 
Dichtigkeit  der  ganzen  Kugel,  nimmt  die  NEWTON'sche  An- 
ziehung innerhalb  der  Oberflächenschicht  von  ausssen 
nach  innen  zu  oder  ab. 

Bei  einer  homogenen  Kugel  findet  das  letztere  statt,  denn 
hier  ist  e^  =  6^,  in  Folge  dessen  nimmt  auch  die  Anziehung  mit 
wachsender  Tiefe  unter  der  Oberfläche  ab;  bei  der  Erde  gilt  das 
Umgekehrte,  also  muss  hier,  soweit  man  die  obigen  üeberlegungen 
auf  diesen  Fall  anwenden  darf,  im  Mittel  «^  <  |6^  sein. 

Die  Beobachtung  der  Zunahme  der  Schwerkraft  beim  Eindringen 
in  die  Erde  kann  unter  der  gleichen  Annahme  zur  Bestimmung  des 
Verhältnisses  €^/6^  benutzt  werden.  Nennt  man  g'  den  Werth  von  g, 
welcher  der  Tiefe  k  entspricht,  so  gilt  nach  den  Formeln  (137") 
und  (138'): 

oder 

_f?^=  l^inf,^.  (139') 

2  6«  g""      2  k  ^       ' 

Die  praktische  Anwendbarkeit  dieser  Formel  erscheint  aller- 
dings zweifelhaft,  einmal,  weil  die  Tiefen,  in  welche  man  in  die  Elrde 
eindringen  kann,  nicht  so  bedeutend  sind,  dass  man  ihnen  gegen- 
über die  Unregelmässigkeiten  der  Gestalt  der  Erdoberfläche  ver- 
nachlässigen könnte,  sodann,  weil  gerade  die  Oberflächenschicht 
der  Erde  (schon  allein  durch  die  Differenz  der  Dichte  von  Land  und 
Meer)  weit  entfernt  ist,  der  bei  der  mathematischen  Behandlung 
gemachten  Voraussetzung  einer  constanten  Dichte  zu  entsprechen. 

In  Bezug  auf  Letzteres  zeigt  zwar  eine  genauere  Analyse,  dass 
die  Formel  (139')  auch  im  Falle  einer  inhomogenen  Oberflächen- 
schicht gültig  bleibt,  wenn  ihre  Dichte  nur  in  einem  Bereich  um 
die  Beobachtungsstelle,  das  gross  ist  gegen  die  Tiefe  des  Ein- 
dringens, merklich  constant  ist;  aber  selbst  dies  ist  schwierig  zu 
constatiren. 

AiRY  hat  in  Harten  die  Beschleunigung  durch  die  Schwere  an 
der  Erdoberfläche  und  auf  dem  Grunde  eines  383  m  tiefen  Schachtes 
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beobachtet  und  (g'—  g'')l9''=  0,000  052  gefunden.   Nimmt  man  hinzu, 
dass  E  =  6  367  000  m  ist,  so  erhält  man  für  3  6^/2  e^  den  Werth  0,567. 
um  hieraus  6    zu  berechnen,  muss  man  den  Werth  von  e    kennen; 
ÄiRY  nahm  an,  dass  man  hierfür  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Ober- 
flächenschicht   der  Erde  in   der  Nähe   des  Beobachtungsortes   ein- 
setzen dürfe,  die  er  auf  2,5  schätzte.     Wendet  man  diesen  Werth 
an,  80   erhält  man  8^=  6,62  —  eine  Zahl,   welche  gegenüber  den 
nach  später  zu  besprechenden    anderen  Methoden   erhaltenen  sehr 
gross  erscheint. 

Es  ist  hiernach  wahrscheinlich,  dass  die  oben  erörterten  Voraus- 
aetzungen  für  die  Anwendung  von  Formel  (139')  wenig  genau  er- 
fällt gewesen  sind,  oder  die  Dichte  6^  zu  gross  geschätzt  worden  ist 
Nimmt  man  z.  B.  6^  =  2,0,  so  findet  sich  der  besser  bestätigte  Werth 
«»  =  5,3;  in  jedem  Falle  aber  erhält  man  einen  Werth,  der  darauf 
hinweist,  dass  im  Erdinnem  StoflFe  von  grösserer  Dichte  erheblich 
häufiger  vorkommen,  als  an  der  Erdoberfläche. 

Verbinden  wir  die  oben  erhaltenen  Resultate  (136')  und  (137') 
filf  die  Aenderung  der  Beschleunigung  der  Schwere  beim  Fort- 
^hreiten  längs  des  Eadius  nach  aussen  und  innen,  nämlich  die 
Formeln 

'^it;  dem  früher  S.  88  erhaltenen,  welches  die  in  Folge  der  Centri- 
^^galkraft  an  der  Erdoberfläche  stattfindende  Aenderung  mit  der 
geographischen  Breite  xp  giebt,  nämlich  mit 


0      ^  /.        R x'  cos'  rp  \ 


®^  erhalten  wir  das  Gesetz,  nach  welchem  die  Schwere  auf  einer 
'^^gelförmigen  und  in  concentrischen  Schichten  homogenen,  rotirenden 
^^de  mit  dem  Ort  variiren  würde,  x  stellt  die  Winkelgeschwindig- 
J^^it  der  Erdrotation  dar,  g^,  die  Beschleunigung  durch  die  Schwere 
^'^  Meeresniveau  am  Pol,  wo  die  Centrifugalkraft  nicht  wirkt. 

Da  bei  der  Ableitung  der  drei  Einzelgesetze  vorausgesetzt  war, 
^^^8  das  in  der  Klammer  neben  Eins  stehende  Glied  so  klein  ist, 
^^^8  sein  Quadrat  vernachlässigt  werden  kann,  so  werden  sich  in 
^^r  Endformel  die  wegen  der  Höhen-  und  Breitenänderung  ange- 
^^'achten  Correctionen  einfach  addiren. 

In  derselben  Annäherung  kann  man  die  letzte  Formel  auch 
^^hreiben: 

W.  Voiar,  Mecluuilk.    Zweite  Aufl.  22 


i 
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worin  g .  die    Beschleunigung  der  Schwere  im   Meeresniveau   unter 
dem  Aequator  bezeichnet. 

Da  die  Erde  die  im  Vorstehenden  über  Gestalt  und  Massen- 
vertheilung  gemachten  Annahmen  nicht  streng  erfüllt,  so  sind  die 
aus  jenen  folgenden  Formeln  auch  nur  Annäherungen;  begreiflicher 
Weise  zeigt  sich  besonders  die  letztere  durch  die  Beobachtung  nur 
unvollkommen  bestätigt,  da  der  Einfluss  der  geographischen  Breite 
den  der  Höhe  in  der  Praxis  bedeutend  überwiegt.  Der  Coefficient 
von  sin'i/;,  nämlich 


9.  9o'r    ' 

w^orin  die  Umdrehungszeit  T  86  164  Secunden  beträgt,  da  die  ab- 
solute Drehung  und  nicht  die  gegen  die  Sonne  maassgebend  ist, 
bestimmt  sich  zu  etwa  1/283  =  0,00353.  Die  Beobachtungen  lassen 
sich  angenähert  wiedergeben  durch  die  Formel: 

/=  978,1  (1  +  0,00529  sin»; 

die  Vergleichung  mit  dem  nach  der  Formel  berechneten  Eesultat 
zeigt,  dass  der  von  uns  vernachlässigte  Einfluss  der  ellipsoidischen 
Gestalt  der  Erde  auf  das  Gesetz  von  /  ein  sehr  bedeutender  ist  — 

§  28.  Wechselwirkung  zwischen  räumlich  vertheilten  Massen  nach 
dem  Newton' sehen  Gesetz;  Eall  groBser  gegenseitiger  Entfernung; 

gegenseitige  Anziehung  zweier  Kugeln. 

Von  den  Kraftcomponenten,  welche  ein  Massenpunkt  w»  seitens 
einer  räumlich  vertheilten  Masse  m  erfährt,  kann  man  sogleich  den 
U ebergang  bilden  zu  den  Gesammtcomponenten  und  den  Drehungs- 
momenten, die  ein  endlicher  Körper  vi,  erleidet.  Versteht  man 
nämlich  unter  AV,  T/,  Z/  die  Componenten,  welche  von  m  auf  die 
in  dem  Punkte  a:„  y„  z^  befindliche  Masseneinheit  ausgeübt  werden 
würden,  so  sind  X,  dm^y  J\' dm,,  Z,  dm,  die  dem  Element  dm^  an 
eben  jener  Stelle  zukommenden,  und  die  Gesammtcomponenten 
(X,),  (Y,),  (Z,)  auf  die  endliche  Masse  7n,  bestimmen  sich  durch  die 
Formeln 

(AO  =Jx:dm,,     (FO  =JY:dm„     (Z,)  =^  J  Z,' dm,.         (140) 

Zugleich  erhält  man  fiir  die  Drehungsmomente  um  die  Coordinateu- 
axen  in  analogen  Bezeichnungen 

(L.)  =  Cl:  dm„     {M,)  =  Jm,'  dm„     (.V,)  =  J  N,'  dm, .        (14O0 

Diese  Formeln  gelten  für  jedes  Gesetz  der  Wechselwirkung.    Haben 
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speciell  die  Kräfte  ein  Potential,  und  wird  das  von  m  auf  die 
Masseneinheit  an  der  Stelle  X„  Y„  Z^  ausgeübte  mit  0'  bezeichnet, 
so  gilt  nach  (125)  und  (125'"): 

Z/  =  -  ö  (tyjdx,  .  .  .,         L/  =  -  ö  0'ldk,  .  .  .;  (140") 

dabei  beziehen  sich  die  Diflferentiationen  auf  Verschiebungen  und 
Drehungen  des  Massenpunktes  an  der  Stelle  x^,  y^,  z^,  während  die 
Masse  m  ruht 

Wir  wollen  diese  Ausdrücke  auf  die  Elemente  rfwi,  des  oben 
betrachteten  Körpers  m,  anwenden  und  dabei  allen  Elementen  die 
gleichen  Verschiebungen  parallel  zu  den  Coordinatenaxen,  resp. 
die  gleichen  Drehungen  um  dieselben  ertheilen,  —  d.  h.  die  Masse  m» 
bei  den  Differentiationen  wie  einen  starren  Körper  bewegt  denken. 
Di©  Verschiebungen  messen  wir  dann  in  Uebereinstimmung  mit 
früher  Festgesetztem  durch  die  Verschiebung  eines  beliebigen  in  ni^ 
festgelegten  Punktes,  am  bequemsten  des  Schwerpunktes  mit  den 
Coordinaten  |„  rj^,  f,.     Wir  erhalten  dann  zunächst: 

Die  Aenderungen  ö|,, .  .  .  und  öK, .  .  .  sind  dabei  für  alle  Ele- 
mente rfw,  von  gleicher  Grösse;  im  Falle  der  NEwroN'schen  Attrac- 
tion dürfen  wir  nach  S.  331  unter  allen  Umständen  die  Diöerential- 
zeichen  vor  das  Integral  ziehen  und  finden  so 

(X;)  =  -  ^j0'dm,,  .  .  .     (A)  =  -  -^Jil>'dm,,  .  .  .       (141) 

Wären  wir,  statt  von  einem  Körper  m  und  einem  Punkte  w^  =  1, 
^on  einem  Körper  w,  und  von  einem  Punkte  m  =  1  ausgegangen, 
80  Wären  wir  zu  den  Formeln 

(X)=  -  -^jiU:dm, .  .  .      (L)  =-  -/^Ja>/(^m,  .  .  .      (141) 

Belangt,  in  denen  </>/  das  Potential  der  Masse  m,  auf  dem  Punkt 
^  *=:  1  bezeichnet  und  {X), .  .  .  (L),  ...  |,  .  .  .  Ä, .  .  .  den  oben  mit 
^^Ba  Index  ,  eingeführten  Grössen  für  den  Körper  m  entsprechen. 
Nun  ist  nach  der  Definition 

ay^fj^,    n»:  =  ff^,  (142) 

^Iso 

Ju^'dm,  =  fjdmj^^-  =  fjdmf^  ^f^^dm  =  ((l>)       (142^ 

^•orin  ((l^)  eine  in  Bezug  auf  die  Massen  7n  und  vi^  symmetrische 
Function  ihrer  relativen  Lage,  das  Potential  ihrer  Wechsel- 
'Wirkung  darstellt. 

22» 
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Wir  erhalten  somit: 

^    ' ö  I    '  •  •  •  ^-^i  ""  ~"     ö  Ä     '  * '  ' 

Bedenkt  man  noch  die  Willkürlichkeit  der  Coordinatenaxen,  so 
kann  man  hiemach  folgenden  Satz  aussprechen: 

Die  Gesammtcomponente  nach  einer  bestimmten  Rich- 
tung und  das  Drehungsmoment  um  eine  bestimmte  Axe, 
die  ein  Körper  nach  dem  NEWTON'schen  Gesetz  seitens  eines 
anderen  erfährt,  bestimmen  sich  aus  dem  Potential  ihrer 
Wechselwirkung  durch  partielle  Differentiationen,  die 
resp.  eine  Verschiebung  des  betrachteten  Körpers  parallel 
jener  Richtung  und  eine  Drehung  um  jene  Axe  darstellen. 

Die  Componenten  nach  denselben  Richtungen,  sowie  die  Momente 
um  dieselben  Axen  haben  für  die  beiden  Körper  entgegengesetzt  gleiche 
Werthe,  da  (^)  eine  Function  allein  der  relativen  Lage  der  beiden 
Körper  ist,  die  sich  bei  einer  Verschiebung  oder  Drehung  des  einen 
ebenso  ändert,  wie  bei  den  entgegengesetzten  des  anderen.  Dies  ist 
eine  directe  Folge  des  in  §  15  nachgewiesenen  Verschwindens  der 
Gesammtcomponenten  und  Gesammtmomente  solcher  inneren  Kräfte 
eines  Massensystemes,  welche  Gleichheit  von  Wirkung  und  Gegen- 
wirkung ergeben  und  in  der  Verbindungslinie  ausgeübt  werden. 

Die  vorstehenden  Resultate  sind  nach  der  Ableitung  nicht  auf 
den  Fall  der  NEWTON'schen  Attraction  beschränkt,  sondern  sie  gelten 
stets,  wenn  es  sich  um  Kräfte  handelt,  die  zwischen  den  einzelnen 
Elementen  der  Körper  wirken  und  ein  Potential  haben.  Wenn  die 
beiden  wechselwirkenden  Massen  ganz  oder  theilweise  denselben 
Raum  erfüllen  —  ein  Fall,  der  z.  B.  vorkommt,  wenn  es  sich  um 
das  in  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  auftretende  innere 
Potential  eines  Systemes  von  Körpern  handelt  —  sind  die  vor- 
stehenden Ueberlegungen  nur  dann  anwendbar,  wenn  das  Elementar- 
Potential  ein  Gesetz  befolgt,  welches  die  oben  benutzte  analytische 
Umformung  der  ursprünglichen  allgemeinen  Ausdrücke  gestattet  — 

Die  durch  (142')  gegebenen  Componenten  und  Momente  (X),  ... 
und  (L),  . . .  sind  positiv,  wenn  (^)  bei  der  Verschiebung  oder  Drehung 
des  Körpers  m  abnimmt,  d.  b.  sie  wirken  in  diesem  Falle  im  Sinne 
der  Verschiebungen  oder  Drehungen,  im  anderen  Falle  ihnen  ent- 
gegen. Die  Componenten  und  Momente  verschwinden,  wenn  (^) 
sich  bei  diesen  Bewegungen  nicht  ändert. 

Hieraus  folgt  wegen  der  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen 
(46)  auf  S.  225  für  einen  starren  Körper  der  Satz: 
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lin  Körper,  der  unter  der  Wirkung  eines  Potentiales 
(0)  s  teht,  ist  im  Gleichgewicht  in  einer  Lage,  welche  (0) 
zu  einem  Maximum  oder  Minimum  macht,  und  zwar  ist 
das  Gleichgewicht  ein  stabiles  im  Falle  des  Minimums, 
ein  1  abiles  im  Falle  des  Maximums.   — 

IDas  Potential  (0)  der  Wechselwirkung  zwischen  den  Körpern  m 
und  »'?'?,  entwickeln  wir  vollständig  zunächst  wieder  unter  der  Voraus- 
setziLng,  dass  die  beiden  Massen  sich  in  einer  gegenseitigen  Ent- 
femnrig  befinden,  die  so  gross  gegen  ihre  Dimensionen  ist,  dass  wir 
Glieder  von  der  -Ordnung  der  dritten  Potenz  ihres  Verhältnisses 
neben  Eins  vernachlässigen  können.  Wir  sprechen  dies  kurz  aus 
in  der  Annahme,  dass  wir  uns  auf  die  zweite  Annäherung 
beschränken  wollen. 

Wir  erhalten  dann,  wenn  wir  mit  |,  t],  ^  und  1^,  rj^,  f^  die  Co- 
ordinaten  der  Schwerpunkte  beider  Körper,  mit  |',  t/,  f '  und  |/,  iy/  f/ 
die  relativen  Coordinaten  der  Elemente  dm  und  dm'  gegen  diese 
Schwerpunkte  bezeichnen,  für  die  Entfernung  r  zwischen  ihnen: 

r-  =  (il  +  l')  -  (I  +  r))*  +  (('/.  +  V.')  -  {'1  +  flO)- 

+  {(c,+ c:)  -  (c  +  oy.  ^    ' 

"AT  die  Entfernung  E  der  beiden  Schwerpunkte  hingegen: 

^  =  (I  -  ir  +  (^.  -  vT  +  {Cr  -  ^)^  (1 43') 

Entwickeln  wir  in  dem  Ausdruck  (142)  für  das  Potential  (0)  die 
Grös^^  1/r  nach  Potenzen  von  |',  ?;',  f'  und  |/,  iy/,  f/  und  beachten 
"^®  ^Relationen,  welche  den  Schwerpunkt  definiren,  nämlich: 

1  I'  d7n  =  j  fj'  dm  =  j  C  dm  =  0, 

Jiidm,  :=^  Jf]/dm,  =  JC,'dm,=  0, 
so  ö Inhalten  wir  innerhalb  der  festgesetzten  Annäherung: 


-fjdm,j, 


,  £/;_:£  ,  nr_£_  ,  c."    JE 

"*"    2    öf,'  "•■    2    Ö7,'  ■*■   '2    öj,' 


(144) 


^i  ^*^  ^'-¥ 
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Nun  ist  aber  nach  dem  Werthe  von  E 


er 

-i 

E         ^    E 


ferner 

daher  schreibt  sich  vorstehendes  Resultat  unter  Einführung  der 
Trägheits-  und  Deviationsmomente  beider  Körper  um  die  Parallelen 
zu  den  Coordinatenaxen  durch  die  resp.  Schwerpunkte  auch: 

/  3,_L  e^±  ^.1 

.^j A  mm,  __  (m^£+m=)  _E  _  (m,H  +  wHQ       E  _  {w.Z  +  mZy    E 

^^^^  '\e  2"     d^y        2       d»7,»         2       öt;« 


1 


1  1    \    (l^^l 

ö'-;^-                                 B'-j^  ö"^ 

Ferner  gilt 

^'"Ig  _  3(1,-1)*         1       ^''~E  ^  3(iy,-iy)'         1  .flZ.  =  l^iiZil' «.  ± 

öl,'              i;»            ^'    ÖI7,*              i:»            E*'  ÖC*             i?'           JE^' 

^*^          S(^,_^)(^^«f)          ö'^          3(t,_j)(|^^|)  ^' E          3(|,-f)(i7,-.?) 


öi7,öC,  ^'  '      ör,ö{,  ^*  '      öf,öi/,  i?* 

oder,  wenn  man  die  Cosinus  a\  /?',  y'  der  Winkel  einfuhrt,  welche 
E  —  gleichviel  in  welcher  Eichtung  positiv  gerechnet  —  mit  den 
Coordinatenaxen  einschliesst, 

1  1  j_ 

^^  E    ___  3«^'-  1^         ^*  E   _  3^'  -  1  ^'  E  _  8  /'  -  1 

"öl/    ~       i;»       '       dfj*   "      E*       '       dl,^    "      E*     ~' 

^'~E    ^  3j?Y        ^'~E  ^  s/y         ^'  jg   _  ^;/ 

öi?,öf,  i;«    '       ö:,ö|,  i^»''        ö|,ö»;,  ""      i^ 

Wir  erhalten  demgemäss: 

m-^fl"^^  (i4r 

+  (m,  ='  -h  m  =/)  6  z?'  /  +  (m,  H'  +  m  H/)  6  /  a  +  (m,  Z'  +  m  Z/)  6  a'/y] j , 

oder,  wenn  wir  nach  (35')  die  Trägheitsmomente  M  und  M,  der 
beiden  Massen  m  und  m,  um  die  Richtung  der  Verbindungslinie  E 
ihrer  Schwerpunkte  einführen  und  die  Beziehung  (37")  berück- 
sichtigen, 
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(0)  =  -  ^  [mm,  +  J^^[m,{^  +  6  +  0  +  m(A,  +  B.  +  T,) 

-3(m.M  +  mM.)]),  ^^^^^ 

worin  nun  A,  B,  f,  A»,  B^,  Fi  die  Hauptträgheitsmomente  der  beiden 
Körper  für  ihre  resp.  Schwerpunkte,  also  von  ihrer  gegenseitigen 
Lage  gänzlich  unabhängige  Constanten"  bezeichnen. 

Die  Trägheitsmomente  M  und  M,  lassen  sich  gleichfalls  durch 
die  Hauptträgheitsmomente  ausdrücken,  wenn  man  die  Cosinus  der 
Winkel  der  Hauptträgheitsaxen  gegen  die  Richtung  E  einführt.  Be- 
zeichnet man  dieselben  mit  a,  ß,  y  und  a,,  ß,,  y,,  so  ist  nämlich 
nach  (36"): 

M=Ac.«  +Bß^  +rr\ 

M,  =  A.  a:  +  B.  /?,'  +  r,  r:.  ^     ^ 

Der  Ausdruck  (145)  für  (0)  enthält  hiernach  von  Variabein  nur  die 
gegenseitige  Entfernung  E  der  Schwerpunkte  der  beiden  Körper  und 
die  Winkel  ihrer  Trägheitsaxen  gegen  die  Richtung  von  E, 

Dreht  man  die  Körper  um  die  Richtung  der  Verbindungslinie, 
so  ändert  sich  ((!>)  nicht;  dies  giebt  den  Satz: 

Zwei  ferne  Körper,  welche  nach  dem  NEwroN'schen  Ge- 
setz auf  einander  wirken,  üben  in  zweiter  Annäherung 
auf  einander  niemals  ein  Drehungsmoment  um  die  Ver- 
bindungslinie ihrer  Schwerpunkte  aus. 

Sind  die  beiden  Körper  um  ihre  festgehaltenen  Schwerpunkte 
drehbar,  oder  ist  der  eine  fest,  der  andere  drehbar,  so  werden  sie 
liach  einer  gegenseitigen  Lage  hinstreben,  welche  das  Potential  (0)  zu 
Einern  Minimum  macht,  d.  h.,  da  E  constant  angenommen  ist,  nach 
^iner  solchen,  die  m,  M  +  m  M»  zu  einem  Minimum  macht  Daher 
folgt  der  weitere  Satz: 

Ein  nach  dem  NEWTON'schen  Gesetz  von  einer  fernen 
^asse  angezogener  Körper,  der  um  seinen  Schwerpunkt 
clrehbar  ist,  befindet  sich  im  stabilen  Gleichgewicht,  wenn 
<iie  Axe  des  kleinsten  Trägheitsmomentes  in  Bezug  auf 
Beinen  Schwerpunkt  in  die  Verbindungslinie  der  beiden 
Schwerpunkte  fällt,  —  im  labilen,  wenn  dasselbe  mit  der 
Axe  des  grössten  Trägheitsmomentes  stattfindet. 

Geht  der  anziehende  Körper  m  in  einen  materiellen  Punkt 
ttber,  so  wird  für  ihn  A,  B,  f  und  M  verschwinden,  und  wir  er- 
halten für  diesen  Fall: 

((b)  =  -^(//^  +  -ö^ (A.  +  B,  +  r.  -  3 M.)) , 

eine  Formel,  die  mit  (128'")  gleichwerthig  ist;  dies  ist  selbstverständlich. 


344  Mechanik  starrer  Körper. 

da  wir  erkannt  haben,  dass  (0)  das  Potential  der  Wechselwirkung 
zwischen  den  Körpern  m  und  m,  darstellt.  Die  vorstehenden  Sätze 
sind  auf  diesen  Fall  einfach  zu  übertragen.   — 

Die  strenge  Berechnung  des  Potentiales  der  Wechselwirkung 
zweier  Körper  ist  nur  in  wenigen  Fällen  durchführbar. 

Ist  der  eine  der  beiden  Körper,  z.  B.  w,  eine  in  concentrischen 
Schichten  homogene  Voll-  oder  Hohlkugel,  so  ist  das  auf  ihn  bezüg- 
liche Integral  in  dem  Werthe  des  Potentiales 

m=-ffdmj^  (146.) 

nach  den  früheren  Rechnungen  sogleich  auszuführen,  denn  in  Bezug 
auf  diese  Entwickelung  ist  es  vollkommen  gleichgültig,  ob  das  ange- 
zogene Massenelement  rfm»  für  sich  vorhanden  ist,  oder  einem  Körper 
angehört. 

Wir  erhalten  demgemäss,  wenn  m,  ganz  ausserhalb  m  liegt: 

((I})^^fmJ^,  (146') 

worin  e  die  Entfernung  des  Elementes  dm,  von  dem  Mittelpunkt 
der  Kugel  oder  Kugelschaale  und  m  deren  ganze  Masse  bezeichnet. 

Das  Potential  der  Wechselwirkung  einer  in  concen- 
trischen Schichten  homogenen  Kugel  oder  Kugelschaale 
und  eines  beliebigen  ausserhalb  gelegenen  Körpers  ist 
dasselbe,  als  wäre  die  ganze  Masse  der  ersteren  in  ihrem 
Mittelpunkt  vereinigt;  Gleiches  gilt  von  den  zwischen 
beiden  wirkenden  Kräften. 

Betrachtet  man  also  die  Erde  als  eine  in  concentrischen  Schichten 
homogene  Kugel,  so  kann  man  die  auf  jeden  beliebigen  äusseren  Körper 
ausgeübte  Anziehung  als  vom  Erdmittelpunkt  ausgehend  ansehen. 

Ist  auch  die  Masse  m,  eine  solche  Kugel  oder  Kugelschaale, 
so  lässt  sich  auch  die  zweite  Integration  ausführen  und  ergiebt 


E     ' 

worin  E  den  Abstand  der  Mittelpunkte  der  beiden  Kugeln  bezeichnet 
Das  Potential  der  Wechselwirkung  zweier  in  concen- 
trischen Schichten  homogenen  Kugeln  oder  Kugelschaalen 
ist  dasselbe,  als  wäre  die  Masse  einer  jeden  in  ihrem 
Mittelpunkt  vereinigt;  Gleiches  gilt  für  die  zwischen  ihnen 
wirkenden  Kräfte. 

Die  Messung  der  gegenseitigen  Anziehung  zweier  Metallkugelu 
hat  zuerst  Cavendish  (1798),  später  Reich  (1837  und  1849),  Baily 
(1842),  CoRNU  und  Baille  (1873),  Boys  (1894)  und  Braun  (1896) 
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benutzt,  um  die  Constante  f  des  NEwroN'schen  Gesetzes,  und  mit 
ihrer  Hülfe  die  mittlere  Dichtigkeit  «^  der  Erde  zu  bestimmen. 

Dies  letztere  ist  deshalb  möglich,  weil  die  Constante  f  sich 
durch  die  Beschleunigung  der  Schwere,  den  Badius  und  die  Dichte 
der  Erde  ausdrücken  lässt.  Die  Anziehung,  welche  die  Erde  auf 
eine  Masse  /i  an  ihrer  Oberfläche  ausübt,  ist  nämlich  gleich  fMyijR, 
wenn  M  die  Masse,  R  den  Eadius  der  Erde  bezeichnet;  die  Be- 
schleunigung g,  die  sie  ihm  ertheilt,  ist  daher  gleich  fM/R*,  und 
somit  gilt 

während  die  Dimensionalgleichung  für  f  lautet 

[/^  =  [Z+sr«m-»].  (147') 

Die  Anziehung  A'  zwischen  zwei  Kugeln  von  den  Massen  m 
und  m,,  deren  Centra  sich  im  Abstand  E  von  einander  befinden, 
ist  demgemäss  gegeben  durch 


woraus  folgt: 


^  "■   mm,    '      ^^^  inKRE*'  ^  ^ 

Um  die  Kraft  K  zu  messen,  wurden  zwei  Bleikugeln  mittelst 
eines  leichten  horizontalen  Stabes  an  einem  oder  an  zwei  Fäden 
80  aufgehangen,  dass  das  ganze  System  um  eine  verticale  Axe  dreh- 
bar war.  Bei  einer  Ablenkung  um  einen  kleinen  Winkel  qp  aus  der 
Buhelage,  welche  es,  sich  selbst  überlassen,  annahm,  wurde  in  der 
Aufhängung  ein  mit  qp  proportionales  Drehungsmoment  —  A  qp  er- 
regt; die  Constante  A  desselben  liess  sich  nach  der  auf  S.  256  be- 
sprochenen  Methode   durch   Schwingungsbeobachtungen   bestimmen. 

Wurden  nun  grosse  feste  Kugeln  in  der  Nähe  der  beweglichen 
geeignet  aufgestellt,  so  übten  sie  ihrerseits  ein  Drehungsmoment  N 
auf  den  beweglichen  Theil  aus,  und  die  Buhelage,  die  derselbe  in 
Folge  dieser  Wirkung  annahm,  war  dadurch  bestimmt,  dass  die 
beiden  Momente  sich  aufheben  mussten,  also 

war.  Die  Messung  des  Ablenkungswinkels  (p  gestattete  somit  bei 
bekanntem  A  das  Moment  der  Attractionen  N  zu  bestimmen,  und, 
da  die  Hebelarme  bekannt  waren,  an  welchen  sie  wirkten,  auch  die 
Kräfte  selbst. 

Die  neuesten  Beobachtungen  haben  flir  f  etwa  den  Werth 
6,66.10""«,  für  e^  den  Werth  5,53  ergeben. 


Dritter  TheU. 

Mechanik  deformlrbarer  Körper. 


§  29.    Unendlich  kleine  stetige  Verrückimgen  in  einem  deformir- 

baren  Körper;  Deformationen. 

Als  starre  Körper  haben  wir  im  vorigen  Theile  solche  be- 
zeichnet, deren  Massenelemente  oder  Punkte  ihre  gegenseitige  Lage 
während  der  Bewegung  nicht  ändern  und  daher  nur  Verrückungen 
von  den  bestimmten  Eigenschaften  erleiden  können,  welche  wir  im 
16.  Abschnitt  entwickelt  haben. 

Unter  nichtstarren  oder  deformirbaren  Körpern  werden 
wir  dementsprechend  zunächst  allgemein  solche  verstehen,  deren 
Massenelemente  Aenderungen  ihrer  gegenseitigen  Lage  und  daher 
Verrückungen  auch  anderer  Art,  als  oben  behandelt,  gestatten;  aber 
wir  wollen,  schon  um  einen  Körper  von  einem  System  discreter 
Massenpunkte  zu  unterscheiden,  die  vorstehende  Definition  dahin 
einschränken,  dass  wir  den  Verrückungen  die  Eigenschaft  beilegen, 
sich  innerhalb  des  Körpers  stetig  mit  dem  Ort  zu  ändern.  Dadurch 
sind  dann  zugleich  alle  die  Fälle  ausgeschlossen,  wo  in  Folge  der 
Bewegung  im  Inneren  des  Körpers  Spalten  auftreten  oder  die  zu 
beiden  Seiten  einer  Fläche  befindlichen  Massen  sich  in  einander 
schieben.  Drücken  wir  die  Ven'ückung  eines  Massenpunktes  p  durch 
die  Zuwachse  Sx,  Sy,  Sz  seiner  Coordinaten  a;,  t/,  z  aus,  so  enthält 
unsere  Annahme  die  Festsetzung,  dass  die  Verrückungscompo- 
nenten  Sx^  Sy,  Sz  stetige  Functionen  von  x,  y,  z  sind. 

Für  einen  Massenpunkt  q  des  Körpers,  welcher  die  Coordinaten 
a:,  =  x  +  I,  yi  =  y  +  Vi  «i  =  ^  +  b  besitzt,  haben  die  Zuwachse 
andere  Werthe  Sx^,  Sy^,  Sx^,  die  wir  als  Functionen  von  a;  +  |, 
V  +  Vf  ^  +  C  genaäss  dem  TAYLOR'schen  Satz  nach  Potenzen  von 
|,  ^,  if  entwickelt  denken  können;  es  gelten  dann  Formeln  von 
der  Gestalt: 

dx,  =  dx  +  i^+n-g^  +  C-s^  +  j-ö^  +  '-   u.  8.  f., 


f 
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in  denen  die  Werthe  der  Differentialquotienten  im  Punkte  p  zu 
nehmen  sind. 

Wir  bezeichnen  als  das  Bereich  B  des  Punktes  p  ein 
nm  denselben  abgegrenztes  Volumen  von  solcher  Grösse, 
dass  in  ihm  innerhalb  einer  festgesetzten  Genauigkeits- 
grenze die  Glieder  zweiter  Ordnung  dieser  Reihen  gegen 
die  erster  vernachlässigt  werden  können. 

Je  nach  den  Umständen  kann  das  Bereich  B  sehr  verschiedene 
Ausdehnung  haben.  Sind  die  zweiten  und  die  höheren  Differential- 
quotienten der  Sx,  Sy,  8x  nach  den  Coordinaten  gleich  Null,  d.  h. 
sind  Szj  Sy,  Sx  lineare  Functionen  von  a;,  y,  «,  so  kann  dem  Be- 
i'eich  B  eine  beliebige  endliche  Grösse  gegeben  werden;  findet  dies 
aber  nicht  statt,  so  ist  dasselbe  klein  von  bestimmter  Ordnung  zu 
Wählen.  Demgemäss  werden  auch  die  weiterhin  zu  ziehenden  Fol- 
gerungen je  nach  Umständen  nur  fiir  ein  derartig  kleines  oder  aber 
für  ein  beliebig  endliches  Bereich  gelten. 

Die  nach  dem  Gesagten  für  das  Bereich  B  des  Punktes  a;,  y,  x 
Seitenden  Beziehungen: 

^  ax  0  y        ^  ox 

V  V      ,    f.döx   ,       ddx   ,    y,dÖx 

V>ilden  die  Grundlage  für  die  Untersuchung  der  Bewegungen  in 
Einern  deformirbaren  Körper.  Dabei  sollen  die  innerhalb  B  constanten 
t)ifferentialquotienten  dSxjdx,  .  .  .,  welche  ersichtlich  reine  Zahlen 
sind,  neben  Eins  als  kleine  Grössen  erster  Ordnung  angesehen  und 
cSemgemäss  alle  sie  enthaltenden  Formeln  mit  den  Gliedern  abge- 
brochen werden,  welche  in  Bezug  auf  sie  von  niedrigster  Ordnung 
^ind.  In  diesem  Sinne  bezeichnen  wir  die  dSx/Sx,  .  .  .,  wie  auch 
ihnen  an  Grössenordnung  gleiche  Ausdrücke  kurz  als  unendlich 
lilein.  Ueber  die  Grösse  der  Sxy  Sy,  Sx  selbst  brauchen  vdr  zu- 
xiächst  beschränkende  Annahmen  nicht  zu  machen. 

Die  Ausdrücke  (1)  für  die  Verrückungscomponenten  Sx^,  Sy^,  Sx, 
lassen  sich  in  Theile  zerlegen,  welche  man  so  wählen  kann,  dass 
sie  resp.  drei  Verschiebungen  des  Bereiches  parallel  den  Co- 
ordinatenaxen,  drei  Drehungen  um  zu  jenen  parallele  Axen 
und  drei  gleichförmige  Dehnungen  nach  drei  zu  einander 
normalen  Richtungen  von  bestimmter  Lage  darstellen. 

Was  die  ersten  beiden  Theile  anbetrifft,  so  sind  es  diejenigen 
Bewegungen,  welche  bei  starren  Körpern  allein  möglich  sind,  und 


348  Mechanik  deformirbarer  Körper. 

wir  haben  in  §  16  gesehen,  dass  sie  sich  darstellen  durch  die  Werthe 
der  Coordinatenänderungen 

für  die  Verschiebungen,  und 

für  die  Drehungen;  in  diesen  Formeln  sind  Xo,  y^,  ^o  die  Coordi- 
naten  des  Punktes  |  =  0,  17  =  0,  ^=0,  und  SX,  SfjL,  Sv  die  (unend- 
lich kT^nen)  Drehungswinkel  um  Parallele  zu  den  Coordinatenaxen 
durch  diesen  Punkt 

Was  die  Dehnungen  oder  Dilatationen  anbetrifft,  so  sprechen 
wir  zunächst  (in  Uebereinstimmung  mit  S.  10)  folgende  Definition  aus: 

Ein  Körper  heisst  nach  einer  Coordinatenaxe  gleich- 
förmig gedehnt,  wenn  die  ihr  parallelen  Coordinaten  aller 
seiner  Punkte  um  denselben  Bruchtheil  ihrer  Länge  ver- 
grössert  sind. 

Sind  a,  b,  c  die  Coordinaten  eines  Punktes  des  Körpers  bezogen 
auf  ein  JßC-Coordinatensystem,  so  stellen  hiemach  die  Zuwachse 

(Ja  =  a(>,,         db  =  bQ^,         do  =  cg^  (2) 

ein  System  von  Verrückungen  dar,  welches  dem  Körper  nach  den 
Axen  Aj  B,  C  die  sogenannten  (specifischen)  linearen  Dila- 
tationen Q,,  (>,,  Q,  ertheilt;  denn  die  Coordinaten  a,  b,  c  werden 
dadurch  in  a(l  +  (>,),  6(1  +  p,),  c(l  +  (>,)  verwandelt.  Negative  Werthe 
der  Qf^  entsprechen  Verkürzungen  oder  Compressionen. 

Man  bemerkt,  wie  auch  bei  gleichzeitiger  Dehnung  nach  allen 
drei  Coordinatenaxen  der  Coordinatenanfang  an  seiner  Stelle  bleibt 
und  Punkte  der  Coordinatenaxen  auf  diesen  Linien  verharren. 

Liegt  der  Anfangspunkt  des  Systemes  ABC  bji  der  Stelle  x,  y,  x, 
deren  Bereich  wir  untersuchen,  und  gelten  demnach  zwischen  den 
auf  das  XYZ-  und  AB G-Sysiem  bezogenen  relativen  Coordinaten  der 
Stelle  Xi,  ^i,  z,  Beziehungen  von  der  Form 

I  =  aa,  +  ba^  +  ca^y 

rj==aß,  +  bß,  +  c/9.,  (2-) 

?  =  a^x  +  ^y.  +  or*j 

so  werden  die  Dehnungen  parallel  den  Axen  Ay  B,  G  Veränderungen 
der  Coordinaten  x^  =  x  +  ^,  y^  =  y  +  rj,  x^  =  z  +  ^  liefern,  welche, 
da  sie  x,  y,  z  und  die  a^,  ßj^,  y^  nicht  berühren,  gegeben  sind  durch 

Sf]  =  aß^Q,  +  bß^Q^  +  c/9,(>„  (2") 

oder  bei  Einführung  von  |,  17,  f  durch 
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Sv  =  IK/9.(>.  +  cr./9,().  +  c^./S.p.)  +  i709,>,  +  /S.'o,  +  /9.>.)      (2'") 

^?  =  K^iC^iö.  +  y*c^*(>«  +  Yt^tQ^  +  vir^ß^i^i  +  r^ßtQ^  +  y*ß*Q*) 

Diese  Formeln  zeigen,  verglichen  mit  (2),  dass  die  angenommene 
Dilatation  nach  den  Axen  Ä^  By  C  nicht  zugleich  eine  Dilatation  nach 
den  Axen  X,  Y,  Z  darstellt,  denn  die  5|,  Stj,  S^  sind  nicht  resp. 
nur  je  mit  |,  rj,  l^  proportional.  Demgemäss  nennt  man  die  Rich- 
tungen J,  B,  (7  die  den  gegebenen  Dehnungen  entsprechenden  Haupt- 
dilatation saxen  und  o^,  o^y  (>,  die  (ihnen  parallelen)  Hauptdila- 
tationen. 

Identificirt  man  nun  gemäss  dem  oben  Gesagten  S^  mit  {Sx^\f 
Sri  mit  [Sy^^y  Ö^  mit  (^«,),,  bildet  darnach  die  Summen  aus  den 
drei  der  Verschiebung,  Drehung  und  Dehnung  entsprechenden  Ver- 
rückungscomponenten  und  setzt  sie  den  durch  (1)  gegebenen  gleich, 
nach  dem  Schema 

Sx,=^  [dx^,  +  {8x^^  +  {8x,\y 

Syr  =  {Sy,\  +  {Sy,\  +  {Sy,)», 
Sz,  =  {Sz,),  +  {dz,\  +  {Sz,),, 

so   erhält  man,  da  diese  Formeln  für  alle  |,  17,  f  gelten  müssen, 
folgende  Beziehungen: 

Sx  =  dxo,         Öy  =  Sy^,         8z  =  Szq, 

d öx  «  •  ■ 

-Q^  =  a.  (>i  +  a.  Q,  +  a* q„ 

^^- =  /?.'(>. +  /?.>.  +  /S.>., 

-g^=  /i  Pt  +  n  e^+  r*9*> 

-g-r-  =  ßiYi9^  +  ß^Y*i^*  +  ß*YtQ*  +  oX, 
ddx 


dx 
d  öx 

d  Öx 
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Diese  Formeln  zeigen,  dass  das  Problem  der  Zerlegung 
der  durch  (1)  gegebenen  Verrückung  in  Verschiebung, 
Drehung  und  Dehnung  eindeutig  bestimmt  ist. 

Die  ersten  drei  Formeln  (3)  geben  nämlich  die  Verschiebungs- 
componenten  parallel  den  Coordinatenaxen 

Sxo=^öx,         Syo  =  Sy,         dz^^Sx  (3') 

gleich  den  Verschiebungen,  welche  die  Stelle  x,  y,  %  selbst  erleidet; 
für  die  Drehungswinkel  folgt  aus  den  letzten  sechs  Gleichungen  nach 
Elimination  der  o^ 

und  für  die  Grösse  der  Dilatationen  o»,  p,,  (>,  und  die  Lage  ihrer 
Richtungen  gelten  die  nach  Elimination  der  SX,  dfi,  öv  erhaltenen 

Gleichungen : 

d öx  «  9  • 

-Q^  =  «,  iK  +.  c^t  Qt  +  cttQt, 

-^^  =  rx  (>i  +  ^>.  +  r.  (^„ 

welche  mit  den  sechs  zwischen  den  a^,  /S^,  y^  bestehenden  Relationen 
cc:  +  u:  +  a,*  =  1 ,  /?./,  +  ß,y,  +  /9,;^,  =  0, 

ß:  +  /?t*  +  /?/  =  !,  r,«.  +  y,a,  +  r,c^.  =  0, 

r^  +  A'  +  y.'  =  1 ,  oL^ß.  +  «»/9.  +  a./S.  =  0 

sämmtliche  zwölf  Grössen  (>^  a^  /?^,  ;^^  bestimmen.  — 

Vergleicht  man  die  vorstehenden  Formelsysteme  (3")  und  (3"') 
mit  den  Systemen  (48)  und  (47)  auf  S.  23,  so  ergeben  sich  wichtige 
Beziehungen  zwischen  den  früheren  allgemeinen  Entwickelungen  und 
den  jetzigen  speciellen  Resultaten. 

Ein  deformirter  Körper  stellt  hiernach  ein  Vectorfeld 
dar,  dessen  charakteristischer  polarer  Vector  die  Ver- 
rückung Ss  mit  den  Componenten  8x^  Sy,  Sx  ist  In  diesem 
polaren  Vectorfeld  existirt  an  jeder  Stelle  ein  axialer 
Vector:  die  Drehung  St  des  dort  construirt  gedachten 
Bereiches  B  mit  den  Componenten  Sk,  Sfi,  8v.     Ferner  exi- 


(3") 
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stirt  in  jedem  Punkt  ein  Tensortripel,  dessen  Componenten 
erster  Art  durch 

ddx  _  ddp  _^  ddx  ^  ... 

und  dessen  doppelte  Componenten  zweiter  Art  durch 

ö^y       ö^;r  _      _  dÖx       ddx  ^      _         ddx       dÖy  ^      _  ,.,. 

älT  "^  ö7  ~ ^' ~  ^'y'  "ä¥  "^  ö i"  ■■  ^' "" ^^'  ~dy  ^If^  "^y" ^*'  ^  ^ 
gegeben  werden. 

^x  •  •  •»  y«  •  •  •  ^^^^  hierbei  Abkürzungen,  die  den  Aufbau  der 
betreffenden  Grössen  veranschauhchen  und  die  wir  weiterhin  stets 
benutzen  werden.  Dass  nicht  die  Hälfte  der  letzteren  Ausdrücke, 
also  die  Tensorcomponenten  zweiter  Art  selbst,  mit  y^  . .  .  bezeichnet 
sind,  entspricht  dem  Gebrauch  und  hat  gewisse  weiterhin  hervor- 
tretende Vortheile. 

Welche  Bedeutung  das  Tensortripel  selbst  besitzt,  ergiebt  die 
Vergleichung  der  Formeln  (3'")  mit  dem  System  (38)  auf  S.  20  bei 
Berücksichtigung  der  Ausdrücke  (31)  und  (34)  auf  S.  18  für  die  Com- 
ponenten erster  und  zweiter  Art.  Da  ez^,  /9^,  y^  die  ßichtungscosinus 
der  drei  Dilatationen  q^  (ä  =  1,  2,  3)  darstellen,  so  ist  (3'")  mit  (38) 
völlig  gleichgebaut,  und  es  folgt  das  weitere  Resultat: 

Das  mit  dem  betrachteten  Vectorfeld  an  jeder  Stelle  p 
gegebene  Tensortripel  ist  das  Tripel  der  Hauptdilatationen 
des  ebenda  construirt  gedachten  Bereiches  B.  Seine  Com- 
ponenten x^y  y  ,  ^^,  ^y^y  iZj.,  \x  werden  daher  als  die  Dila- 
tationscomponenten  an  der  Stelle  p  zu  bezeichnen  sein. 

Wir  wenden  uns  nunmehr  zur  Deutung  dieser  Componenten. 

Führen  wir  die  Abkürzungen  (4)  und  (4')  in  das  System  (2'") 
ein,  so  erhalten  wir: 

^'n  =  HVx  +   nVy  +  \iy^y  (5) 

Diese  Formeln  drücken  die  Componenten  des  allein  auf  der  Dila- 
tation beruhenden  Theiles  der  Verrückung  durch  die  Compo- 
nenten der  gesammten  Verrückung  aus. 

Wenn  wir  diese  Theilcomponenten  weiterhin  für  sich  betrachten, 
so  beziehen  wir  damit  das  Bereich  B  auf  ein  Coordinatensystem 
3*,  H,  Z,  dessen  Anfangspunkt  in  das  Massentheilchen  p  fällt  und 
das  in  seiner  ursprünglichen  Lage  zu  dem  absolut  festen  Coordi- 
natensystem Xy  Y,  Z  parallel  ist,  das  aber  mit  dem  Bereich  diejenige 
parallele  Verschiebung  und  diejenige  Drehung  erfährt,  welche  durch 
die  Antheile  {Sx^\y  (dy,)„  {Sx^\  und  (5a;,)„  {Sy,)t,  {Sx,\  der  gesammten 
Verrückung  gegeben  sind. 
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Die  Coordinaten  ^,  rj,  ^  des  Massenpunktes  q  werden  in  Folge 
der  Dilatationsverrückungen  S^,  St],  S^  die  Werthe  |',  i?',  cT  an- 
nehmen, gegeben  durch: 

fj'  =  fj  +  Sfj  =-  ii«/^  +  ^  (1  +  2/y)  +  Hvz'  (5'; 

Bildet  man  die  Gleichungen  (5')  ausser  fllr  den  Punkt  q  noch 
für  einen  zweiten  q^  mit  den  Coordinaten  |,,  17,,  J,,  der  gleichfalls 
innerhalb  B  liegt,  bezeichnet  mit  |/,  17/,  f/  die  Coordinaten  von  q^ 
nach  der  Dilatation  und  zieht  das  neue  System  von  dem  alten  ab, 
so  erhält  man 

r  - 1.'  =  (^  - 1.)  (1  +  ^J  +  \{n  -  v,)x^  +  UC  -  C.)x,  u.  8.  f. 

Die  Formeln  für  die  relativen  Coordinaten  ^  —  |i,  •  •  •  und  |'  —  |/, . . . 
sind  also  wieder  von  der  Gestalt  (5').  Hieraus  folgt,  dass  das 
System  (5')  mit  denselben  Coefficienten  x^^  .  .  ,  x  für  jeden 
innerhalb  B  liegenden  Coordinatenanfangspunkt  gilt 

Aus  den  so  in  ihrer  Anwendung  erweiterten  Formeln  (5')  ergiebt 
sich  zunächst  leicht  die   geometrische  Bedeutung  der  Grössen  x^... 

Ein  Massenpunkt  (r^,  0,  0)  der  H-Axe,  d.  h.  ein  solcher  mit  den 
ursprünglichen  Coordinaten  |  =  r,,  iy  =  0,  f=0,  besitzt  gemäss  (S') 
nach  der  Deformation  die  Coordinaten: 

1/  =  ^  (1  +  x^,         Vx  =  \r,  y^,         f/  =  \r,z^, 

ein  zweiter  (0,  r„  0)  der  H-Axe  die  Coordinaten: 

ein  dritter  (0,  0,  r,)  der  Z-Axe  die  Coordinaten: 

I.'  =  ir,x^.  ri;  =  |r,y^,  c:/  =  r,(l  +  «,)• 

Die  ßadienvectoren  nach  den  neuen  Lagen  haben  die  Längen 
^/,  fty  ^»'>  welche  gegeben  sind  durch 

'•,"  =  r.'(i(a;/  +  (l  +  y/  +  i(^/), 

'•."  =  n'(i(rr,)'  +  i(yj'  +  (l  +  ^;'). 
und  welche  sich  wegen  der  oben  festgestellten  Kleinheit  von  x^ . . 
auch  schreiben  lassen: 

r/  =  r.  (1  +  x^),         r;  =  r,  (1  +  2/^),  ^  =  r.  (1  +  *.).         (&= 

Berücksichtigt  man  noch  die  oben  nachgewiesene  Willkürlich- 
keit  des  Anfangspunktes  der  |,  ^,  c^,  so  erhält  man  den  Satz: 

Die  Dilatationscomponenten  erster  Art  x  ,  y ,  z  gebei* 
die  specifischen  Dehnungen  einer  Strecke  an,  wenn  dieselbe 
im  Bereich  B  parallel  der  X-,   F-  oder  Z-Axe  liegt  — 
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Die  Cosinus  der  Winkel  zwischen  den  Radienvectoren  r/,  r,',  r,'  sind 

oder  wegen  der  Kleinheit  der  aj^  .  .  .  auch 

cos  (r;,  r,')  =  y^,         cos  (r,',  r/)  =  z^,         cos  (r/,  r/)  =  x^.  (6') 

Bedenkt  man,  dass  je  zwei  der  Richtungen  Tj^  vor  der  Deformation 
den  Winkel  |-  n  mit  einander  einschlössen,  so  kann  man  cos  (r^',  r^') 
mit  sin  [(r^,  r^J  —  (r^',  r,^')]  oder  auch  mit  (r^,  r^^)  —  (r^',  r^')  selbst  ver- 
tauschen und  erhält  so 

{rt,  'V)  -  (r„  r,)  =  -  y^,         (r/,  r,')  -  (r„  r,)  =  -  ^^ 

(^/,  r/)  -  (r„  r,)  =  -  a:^ . 

Dies  liefert  wegen  der  Willkürlichkeit  des  Anfangspunktes  der 
|,  7y,  ^  den  weiteren  Satz: 

Die  doppelten  Dilatationscomponenten  zweiter  Art  y,, 
X'^,  X  sind  die  negativen  Werthe  der  in  Folge  der  Defor- 
mation stattfindenden  Aenderungen  der  Winkel  zwischen 
den  Richtungen,  welche  ursprünglich  den  positiven  Seiten 
der  Coordinatenaxen  parallel  waren. 

Daher  bezeichnen  wir  die  sechs  Grössen  x,,  .  .  .  a;  auch  als  die 
Deformationsgrössen  an  der  Stelle  Xj  y,  x  oder  im  Bereich  B 
und  nennen  specieller 

die  Axendehnungen, 

y^^    ^V    ^y 

die  Axenwinkeländerungen. 

Die  Deformationsgrössen  sind  in  einem  nicht  homogen  defor- 
mirten  Körper  Functionen  des  Ortes;  ausserdem  sind  sie  aber  stets 
abhängig  von  der  Lage  des  eingeführten  Coordinatensystemes.  Die  Art 
dieser  Abhängigkeit  ist  aus  den  Gleichungen  (3'")  ersichtlich.  Letztere 
ergeben  u.  a.,  dass  die  Axenwinkeländerungen  t/^,  x^  x  gleich  Null  sind, 
wenn  die  Coordinatenaxen  3",  H,  Z  irgendwie  mit  den  Hauptdilatations- 
axen  Ä^  B,  C  zusammenfallen,  d.  h.  wenn  drei  der  Richtungscosinus 
a^,  ßj^,  }\  gleich  Eins  sind  und  die  anderen  verschwinden.  — 

Das  Verhalten  des  Bereiches  B  bei  der  (in  ihm  gleichförmigen) 
Deformation  lässt  sich  noch  weiter  als  bisher  veranschaulichen. 

Lösen  wir  die  Gleichungen  (5')  nach  |,  17,  f  auf,  was  wegen 
der  Kleinheit  der  x^  ,  .  .  einfach  dadurch  geschieht,  dass  wir  in  den 
mit  ihnen  multiplicirten  Gliedern  |,  rj,  f  mit  |',  rf  ^  vertauschen,  so 
erhalten  wir: 

W.  Voigt,  Mechanik.    Zweite  Aufl.  23 
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Für  die  nächsten  Anwendungen  wollen  wir  diese  Gleichungen 
abkürzen  zu 

^  =  1'^.  +  V/?t  +  r^i,  (7') 

und  bemerken,  dass  in  ihnen  die  pj^  stets  positiv  und  zwar  bis  auf 
Grössen  erster  Ordnung  gleich  Eins,  die  ^^  selbst  klein  von  erster 
Ordnung  sind,  alle  aber  mit  dem  Coordinatensystem  variiren. 

Erfüllt  ein  in  dem  Bereich  B  gelegenes  System  von  Punkten 
vor  der  Verschiebung  irgend  eine  Oberfläche,  so  dass  ihre  Coordinateu 
der  Gleichung 

F(l  fh  0  =  0 

genügen,  so  liegt  dasselbe  nach  der  Deformation  auf  einer  anderen 
Fläche,  deren  Gleichung  mittelst  der  Substitution  (7')  aus  F(|,  17,  ^  =  0 
hervorgeht 

Hieraus  folgt  eine  Reihe  von  einfachen  Sätzen. 

Ebenen  und  Gerade  bleiben  innerhalb  B  auch  nach  der 
Deformation  eben  und  gerade. 

Dies  folgt  daraus,  dass  eine  lineare  Gleichung  ihren  Grad  durch 
eine  lineare  Substitution  nicht  ändert. 

Parallele  Ebenen  und  Gerade  bleiben  innerhalb  B  auch 
nach  der  Deformation  einander  parallel. 

Zwei  parallele  Ebenen  werden  nämlich  gegeben  durch  die 
Gleichungen 

«1  +  /?^  +  ?'?=«'»         (xt  +  ßv  +  rC=^'^if 

und  die  Substitution  (7')  führt  dieselben  auf  die  gleiche  Form  zu- 
rück. Zwei  parallele  Gerade  sind  aber  gegeben  durch  die  Schnitt- 
linien zweier  paralleler  Ebenen  mit  einer  dritten  Ebene. 

Eine  Kugelfläche  innerhalb  B  verwandelt  sich  in  ein 
im  Allgemeinen  dreiaxiges  Ellipsoid. 

In  der  That  wird  aus  der  Gleichung  einer  Kugel 

r  +  v'  +  ^  =  22*  (8) 

durch  die  Substitution  (7')  die  Gleichung  eines  EUipsoides: 

(l>.  +  v'q.  +  C  q.r  +  (r  q.+v'P.+C  q.y+(i'  q^+v  q.+^P.y  =  -B*;    (8') 

man  nennt  dasselbe  das  erste  Dilatationsellipsoid.     Setzt  man 
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worin  a,  /ff*,  /  die  Cosinas  der  Winkel  sind,  welche  der  Radius- 
Tector  r   mit  den  Coordinatenaxen  einschliesst,  so  erhält  man 

(«>.+/^(?.+/^0'  +  («'^.+/?'i>.+/^0'+(a'^.+/?'^.+/A^^  (8") 

was  abgekürzt  werde  in: 

A'  +  B'+  C^  =  -^-  (8'") 

Um  die  Richtungen  der  Hauptaxen  zu  bestimmen,  haben  wir 
die  Bedingungen  des  Maximums  und  Minimums  von  r  oder  JB*/^*  ^^ 
Bezug  auf  a,  ß'j  y'  aufzustellen,  während  die  Beziehung  gilt,  dass 

«'*  +  /?'•  +  /•  =  1. 

Um  diese  Bedingungen  zu  bilden,  f&gen  wir  nach  einer  be- 
kannten Regel  aus  der  Theorie  der  Maxima  und  Minima  den  Aus- 
druck 

zu  /?■//•  hinzu,  wobei  q'  einen  unbekannten  Factor  bezeichnet, 
differentiiren  das  Resultat,  als  wären  a ,  /?',  /  von  einander  unab- 
hängig und  setzen  die  drei  Differentialquotienten  gleich  Null.  Wir 
erhalten  dadurch: 

p,A■\-q,BJtq^C-Q'a^Q, 

q,Ä  +p,B+q,C^Q'ß'^0,  (9) 

Diese  Gleichungen  werden  identisch  erfüllt  durch  die  Bezieh- 
ungen: 

A  +  ()u  =^0, 

B+eir^O,      Q'^  +  e%  (9-) 

denn  setzt  man  die  hieraus  folgenden  Werthe  f&r  A,  B,  C  in  (9)  ein, 
Bo  reduciren  sich  die  Gleichungen  (9)  auf  {9'). 

Diese  letzteren  Gleichungen  folgen  aber  durch  die  Anwendung 
desselben  Verfahrens,  das  von  (8")  auf  (9)  führte,  aus  der  Formel 

P.(^'*  +  P.r  +P.y'  +  2q,ß'  y  +  2q./  a  +2q.a  ß'  =  ^;     (10) 

sie  bestimmen  somit  die  Hauptaxen  des  durch  (10)  gegebenen  Ellip- 
soides,  welches   das   zweite   Dilatationsellipsoid   genannt  wii*d. 

Das  erste  und  das  zweite  Dilatationsellipsoid  haben 
also  gleiche  Axenrichtungen. 

Das  zweite  und  somit  auch  das  erste  Dilatationsellipsoid  sind 
auf  ihre  Hauptaxen  bezogen,  wenn  (7,,  q^,  7,  verschwinden.    Nun  ist 

aber  nach  (7)  und  (70  7»  =  —  \y^,  ^«  =  -  i«,'  <?«  =  ^  i^y  ^°d  das 

23* 
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Verschwinden  dieser  Grössen  ist  nach  S.  353  für  die  Hauptdilatations- 
axen  charakteristisch;  somit  folgt  der  weitere  Satz: 

Die  Axen  der  beiden  Dilatationsellipsoide  fallen  in 
die  Hauptdilatationsaxen;  daher  bleiben  die  Punkte  dieser 
Axen  bei  der  Dilatation  auf  den  betreffenden  Richtungen. 

Die  Einführung  des  Coordinatensjstemes  der  Hauptdilatations- 
axen sei  durch  die  Anbringung  des  Index  <*  an  den  dadurch  ge- 
änderten Grössen  angedeutet.  Zieht  man  noch  die  aus  (7)  und  (7') 
folgenden  Werthe  ^i  =  1  —  a;^,  ^,  =  1  —  t/y,  /?,  =  1  —  «,  heran,  so  er- 
hält man  die  auf  die  Hauptdilatationsaxen  bezogenen  Glei- 
chungen der  beiden  DilatationBellipsoide  in  der  Form: 

L    «" (1  -  x;)'  +  /9" (1  -  y;r  +  /'(!-  V)'  =  ^ . 
IL    «"{1  -  a;/)  +  r  (1  -  V)  +  /'(l  -  *.")  = 


^'f    > 


wegen  der  Grössenordnung  der  x^,  y^,  x^  lässt  sich  hierfür 
auch  schreiben: 

|/t  j-^a  ^« 

n    I- I ^ I A =  1 

Die  Hauptaxen  des  zweiten  Dilatationsellipsoides  sind 
also  den  Quadratwurzeln  aus  denjenigen  des  ersten  pro- 
portional. 

Da  x^j  y  ,  Xj,  als  sehr  klein  neben  Eins  vorausgesetzt  sind,  so  de- 
generiren  die  beiden  Dilatationsellipsoide  niemals  zu  Hyperboloiden.  — 

Es  erübrigt  noch  die  Untersuchung,  welche  Wege  die  einzelnen 
Punkte  der  Kugelfläche  (8)  bei  der  Deformation  zurückgelegt  haben, 
oder  welche  Punkte  des  ersten  Dilatationsellipsoides  und  der  Kugel 
einander  entsprechen.  Bei  der  Beantwortung  dieser  Frage  gewinnt 
die  Einführung  des  zweiten  Dilatationsellipsoides  erst  ihre  rechte 
Begründung. 

Unter  der  soeben  gemachten  Voraussetzung,  dass  die  Coordi- 
natenaxen  in  den  Hauptdilatationsaxen  liegen,  wird  das  System  (5')  zu: 

r  =  1(1  +  ^:),    V'  =  V (1  +  y;),    r  =  ^{1  +  *.").      (12) 

oder  bei  Einführung  von  Polarcoordinaten  zu: 

Ta^ru{\+xj),     r'ß'  =  rß{\+y^\     t^V  =  ry(l  +  ^;);     (12') 

daraus  folgt  für  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  der  Radiusvector 
vor  und  nach  der  Deformation  mit  den  Hauptdilatationsaxen  ein- 
schliesst,  die  Beziehung: 

«':/9':/  =  a(I+x;):/9(L+t/;):^(l+^;).  (12") 
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Fig.  35. 


Dies  ist  dieselbe  Relation,  welche  die  ebenso  definirten  Richtimgs- 
cosinus  c/,  ßy  y  eines  Radiusvectors  nach  einem  beliebigen  Punkt  q 
des  zweiten  Dilatationsellipsoides  verbindet  mit  den  Cosinus  a,  ß,  y 
f&r  die  Normale  auf  der  durch  q  an  dieses 
Kllipsoid  gelegten  Tangentenebene.  Hieraus 
folgt  die  Regel,  welche  Fig.  35  verdeutlicht: 

Dm  die  Stelle  zu  finden,  welche 
ein  Punkt  q^  der  in  dem  Bereich  B  con- 
struirten  Eugelfläche 

r  +  ^^  +  r  =  Ä" 

nach  der  Deformation  des  Körpers 
einnimmt,  construire  man  die  zuge- 
hörigen beiden  Dilatationsellipsoide  I 
und  n,  lege  an  das  zweite  eine  Tan- 
gentenebene, welche  normal  steht  zu 
dem  Radius  Tpq^  und  ziehe  durch  den 
fierührungspunkt  q  einen  Radiusvec- 
tor  Tpq,  welcher  das  erste  Dilatations- 
ellipsoid  schneidet;  der  Schnittpunkt^^ 
ist  dann  der  gesuchte  Ort 

Diese  Construction  lässt  erkennen,  dass  das  ganze  System  der 
Verschiebungen  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Hauptdilatationsaxen 
liegt,  und  das?,  wenn  die  Hauptdilatationen  verschieden  gross  sind, 
keine  anderen  Punkte  als  diejenigen  der  Hauptaxen  in  dem  Radius- 
^ector  selbst  verschoben  werden.  — 

Wir  wenden  weiter  die  Formeln  (5')  noch  dazu  an,  die  Ver- 
grösserung  einer  im  Bereich  B  liegenden  Strecke,  einer 
IFläche  und  eines  Raumes  durch  die  Deformation  zu  berechnen. 
Legen  wir,  was  nach  S.  352  keine  Beschränkung  der  Allgemein- 
lieit  enthält^  den  Punkt  j>  mit  den  Coordinaten  x^  y,  z  in  den  einen 
Endpunkt  der  Strecke  r,  und  verstehen  unter  x  +  l,  y  +  fj,  z  +  C 
die  Coordinaten  des  anderen  Endpunktes,  so  verwandelt  sich 

r*  =  r  +  ^'  +  r 

durch  die  Deformation  in 

Ea  ist  dann 

^^-  =  -^  =  9.  (13) 

die  (specifische)  lineare  Dilatation,  durch  Entwickelung  von  r 
nach  den  Formeln  (5')  in  erster  Annäherung  gegeben  durch: 

Q  =  ^(r«^x  +  rj'y^  +  r^.  +  v^y.  +  Cl^.  +  ivx^y        (13') 
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Führt  man  die  Cosinus  a,  ß,  y  der  Winkel  ein,  welche  r,  also 
die  ursprüngliche.  Richtung  der  Strecke,  mit  den  Coordinatenaxen 
bildet,  so  iSindet  sich: 

Da  die  Deformationsgrössen  a;^, .  . .  a?  ebensowohl  positiv  als 
negativ  sein  können,  so  kann  auch  q  sowohl  positiv  als  negativ  sein, 
und  zwar  kann  sogar  bei  einem  und  demselben  System  a;^,  ...  a;  für 
gewisse  Richtungen  das  Eine,  für  die  übrigen  das  Andere  statt- 
finden. 

Trägt  man  P=  l/y±  q  vom  Punkte  p  aus  als  Strecke  auf  die 
Richtung  von  r  auf,  so  erfüllen  die  Endpunkte  der  allen  möglichen 
Richtungen  zugehörigen  P  eine  Fläche  zweiten  Grades,  die  flir  stets 
positive  oder  stets  negative  q  ein  dreiaxiges  Ellipsoid  ist,  für  theil- 
weise  positive,  th  eil  weise  negative  q  aber  aus  der  Combinatioo 
eines  ein-  und  eines  zweischaligen  Hyperboloides  besteht.  Die  Rich- 
tungen der  Hauptaxen  dieser  Flächen  fallen  in  diejenigen  der  oben 
besprochenen  Dilatationsellipsoide;  ihre  Grössen  sind  resp.  l/y±  x*^ 
l/y±^%  l/y±  V»  wobei  a:/,  y^^  x^  dieselbe  Bedeutung  haben, 
wie  in  den  Gleichungen  (11)  und  (11').  — 

Das  Flächenstück,  welches  wir  betrachten,  sei  ein  Rechteck 
mit  den  Kanten  a  und  h\  wir  legen  den  Punkt  jo  in  die  eine  Ecke, 
die  -X-  und  F-Axe  in  zwei  Kanten.  Durch  die  Deformation  sind 
die  Längen  der  Kanten  nach  dem  letzten  Satz  (18'')  zu 

a'  =  a(l+a;J,         &' =  Ml  +  2/,) 

geworden,    der  Cosinus   des  zwischen  ihnen  liegenden  Winkels  ist 

nach  (6') 

cos  (a ,  6')  =  X  . 

Da  parallele  Gerade  innerhalb  des  Bereiches  B  sich  parallel 
bleiben,  so  ist  aus  dem  Rechteck  von  der  Fläche  f^ah  ein  Par- 
allelogramm von  der  Fläche  /^  =  a' 6' sin (a ,  6')  geworden,  und  die 
(specifische)  Flächendilatation  (s  findet  sich  bei  Beschränkung 
auf  die  niedrigste  Ordnung: 

«^  =  ^=7=35,  +  ^,.  (14) 

Da  jedes  andere  ebene  Flächenstück  innerhalb  des  Bereiches  B 
sich  in  rechteckige  Elemente  zerlegen  lässt,  so  giebt  (x^  +  y\  die 
Grösse  der  specifischen  Dilatation  auch  für  dieses,  wenn  die  XF-Ebene 
des  Coordinatensystemes  der  Fläche  parallel  gelegt  wird.  Die  Rich- 
tung der  X-  und  Y-Axe  in  der  Ebene  ist  dabei  gleichgültig,  und 
man  erhält  somit  nebenbei  den  Satz,  dass  die  Combination  x^-\-y 
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ihren  Werth  nicht  ändern  kann,  wenn  man  die  X-  und  Y-Axe  in 
der  XY- Ebene  beliebig  verschiebt  und  dreht. 

Liegt  das  Flächensttick  nicht  in  der  X  Y-  Ebene,  so  kann  man 
den  Werth  seiner  Vergrösserung  bestimmen,  indem  man  ein  X'  Y'  Z'- 
System  einfuhrt,  dessen  X  F- Ebene  mit  der  Ebene  des  Flächen- 
stückes zusammenfällt;  es  ist  dann  wieder  a  ==  xj  +  y^',  und  indem 
man  diesen  Ausdruck  auf  das  System  XYZ  transformirt,  erhält  man 
auch  (7  auf  letzteres  System  bezogen.  Die  hierzu  nöthigen  Formeln 
sind  weiter  unten  zusammengestellt.  — 

Als  Volumen,  dessen  specifische  Dilatation  wir  bestimmen  wollen, 
wählen  wir  ein  rechteckiges  Prisma  von  den  Kanten  a,  b,  c  und 
legen  die  Coordinatenaxen  seinen  Kanten  parallel.  Die  Betrachtungen 
auf  S.  352  u.  353  ergeben,  dass  die  Deformation  das  Prisma  in  ein 
schiefes  Parallelepipedon  verwandelt  von  den  Kanten 

a  =  a{\  +  x^),         h'  =  6(1  +  yp,         c  =  c(l  +  äJ, 

welche  Winkel  einschliessen,  gegeben  durch 

cos  [h\  c)  =  y^f         cos (c , a)  =  x^j         cos (a , U)  =  x^ . 

Während  das  ursprüngliche  Volumen 

k  =  ahc 
ist,  beträgt  das  neue 


k'  =  ab'cy  1  -  cos^ft', c) -  cos'(c', a)  -  C08^(a ,  b')  +  2cos(b',  c')cos(o',  a')cos(a'  fi'), 

Setzt  man  die  obigen  Werthe  ein  und  beschränkt  sich  hinsicht- 
lich der  unendlich  kleinen  Grössen  auf  die  niedrigste  Ordnung,  so 
findet  sich  die  (specifische)  Volumendilatation  & 

k'—  k       ök 
^  =  -r  =  T  =  ^x  +  2/y  +  \'  (15) 

Da  man  jedes  andere  innerhalb  B  liegende  Volumen  in  prisma- 
tische Elemente  mit  Flächen  parallel  zu  den  Coordinatenebenen  zer- 
legen kann,  so  giebt  die  obige  Formel  den  Werth  der  specifischen 
Volumenänderung  auch  fiir  dieses  an ;  x^  +  y  +  z^  muss  demgemäss 
von  der  Lage  des  Coordinatensystemes  unabhängig  sein.  — 

Die  Formeln  für  die  Transformation  der  Deformationsgrössen 
^x*  '  '  '  ^y  ^^^  ^®™  ursprünglichen  Coordinatensystem  X,  Y,  Z  auf 
ein  neues  A",  F,  Z'  ergeben  sich  unmittelbar  aus  der  oben  be- 
sprochenen Thatsache,  dass  x^,  y^,  %^,  \y^,  \x^,  \x^  Tensorcompo- 
nenten  sind,  denn  für  solche  sind  die  Transformationsformeln  auf 
S.  22  in  vollständiger  Allgemeinheit  aufgestellt. 

Definiren  wir  die  relative  Lage  der  beiden  Coordinatensysteme 
durch  die  Formeln 
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X  =  cc,x  +  €i^y  +  cäf,«,  X  =  a,x  +  ß,y  +  ^'jä, 

2^'  =  /9.x  +  /9.t/  +  /9,«,  (16)     t/  =  a,x  +  /9.t/'  +  ;^.«',        {16') 

^'  =  ri «  +  rty  +  y. »»         r  =  £3f,ir'  +  /9,t/'  +  /,»', 

so  liefern  die  Gleichungen  (42)  auf  S.  22  unmittelbar 

'  ^r  =  ^«'  <  +  z'«*  Vy  +  /i*  <  +  ß^  r^  vi  +  J'»  ^>  <  +  ^»  /*»  V 
2/y  ==  ««'  <  +  ß"  Vy  +  ri  \  +  ß*  r^  y^  +  Vt «.  <  +  «» ßt  v 

^.  =  '-'.'<  +  ß*  Vy   +  y.'  <  +  /5.  r.  y;  +  r^  «.  <  +  «,  /?.  <,  (17) 

t/^  =  2a.a,x;  +  2/9,/S.y;  +  2y,r,z; 

+  (ß.y.  +  ßf  r.)y;  +  (r.  «t  +  r.«0<  +  (^«  /?« +  «t/^O^^/- 

Diese  Beziehungen  gelten  in  gleicher  Weise,  wenn  die  beiden 
Coordinatensysteme  verschiedene  Anfangspunkte  besitzen. 

Da  in  den  nach  x\  y,  x'  aufgelösten  Formeln  (16)  a,,  c^,,  a, . . . 
dieselbe  Stelle  einnehmen  wie  in  den  nach  a:,  y,  x  aufgelösten  (16') 
^xj  ßij  /!•••,  so  fügt  man  leicht  zu  (17)  ein  analoges  System  von 
der  Gestalt: 


x 

X 


t  =  ^«'^x  +  ^«*2^y  +  ^*\  +  ^t^tV::  +  «,«1»,  +  CC^tt^X^        U.  8.  f.        [U") 

Man  erkennt  aus  diesen  Systemen  die  Richtigkeit  der  oben 
gemachten  Behauptungen,  dass  %  +  yy  von  der  Lage  der  X-  und 
F-Axe  in  der  XF- Ebene  und  dass  x  +y  +x  überhaupt  von  der 
Lage  des  Coordinatensystemes  unabhängig  ist. 

Fällt  das  Axenkreuz  X\  Y\  Z'  mit  den  Hauptdilatationsaxen  zu- 
sammen, so  sind  ?/^',  x^^  x'  gleich  Null,  x^,  y\  xj  gleich  den  Haupt- 
dilatationen (>„  (>„  (>3  von  ö.  348.  Hier  nehmen  dann  die  Formeln  (17) 
die  einfachere  Form  (3"')  an.  — 

Wir  stellen  schliesslich  noch  eine  Betrachtung  an  über  das 
Verhalten  der  Verschiebungen  ail  der  Oberfläche  eines 
deformirbaren  Körpers. 

Aus  der  zu  Grunde  gelegten  Annahme,  dass  die  Verrückungen 
stetige  Functionen  der  Coordinaten  sind,  folgt,  dass  die  Oberfläche 
des  Körpers  immer  von  denselben  Massentheilchen  gebildet  werden 
muss.  Denn  um  jeden  der  Oberfläche  beliebig  nahen  inneren  Punkt;? 
können  wir  uns  ein  Bereich  B  und  darin  eine  unendlich  kleine 
Kugel  um  p  als  Centrum  construirt  denken;  diese  verwandelt  sich,., 
wie  wir  oben  gesehen,  stets  in  ein  Ellipsoid  mit  p  als  Centmm  — 
ein  innerer  Punkt  kann  also  nie  an  die  Oberfläche  gelangen. 
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Ist  nun  die  Gleichung  der  im  allgemeinsten  Falle  mit  der  Zeit 
veränderlichen  Oberfläche 

F{x,  y,  z,  t)  =  0, 

80  muss,  wenn  der  Punkt  x,  y,  %  zur  Zeit  i  •\'  8  t  nach  der  Stelle 
X'\-bx^y'\-8y^Z'\'8%  gerückt  ist,  auch  dieses  System  von  Variabein 
der  Gleichung  2^  =  0  genügen,  d.  h.  es  muss  gelten 

'^  8t^^Sx^-^8y^.^8^  =  ^.  (18) 


bt  '      dx  ^     dy       ^  ^    d% 

Diese  Gleichung  stellt,  wenn  8x^  8yy  8z  als  Functionen  von  t  ge- 
geben sind,  eine  partielle  Differentialgleichung  für  F  dar;  sie  be- 
stimmt, zusammen  mit  einem  für  einen  bestimmten  Zeitpunkt  vorge- 
schriebenen Werth  von  F,  diese  Function  und  hierdurch  eine  Fläche, 
welche  dem  bewegten  Körper  als  Begrenzung  zu  dienen  vermag. 

Ist  umgekehrt  F  vorgeschrieben,  d.  h.  Form  und  Bewegung  der 
Oberfläche  gegeben,  so  giebt  (18)  eine  Bedingung  für  die  Geschwindig- 
keiten 8xj8t,  8yl8t,  8xl8t  an  der  Oberfläche.  Enthält  i^  die  Zeit 
nicht,  d.  h.  ist  die  Oberfläche  unveränderlich,  so  lässt  sich  nach 
Division  durch: 

die  vorstehende  Gleichung  schreiben: 

8x  cos  (n,  x)  +  8y  cos  (n,  y)  +  8x  cos  (n, «)  =  0,  (18') 

worin  n  die  Normale  auf  der  festen  Fläche  bezeichnet  und  der  ganze 
Ausdruck  links  die  Componente  der  Verschiebung  in  der  Grenze 
nach  dieser  Normalen  bedeutet. 

Haben  zwei  nichtstarre  Körper  ein  Stück  ihrer  Oberfläche  ge- 
meinsam, so  muss  für  die  Verschiebungen  (J^aj,  5^t/,  8j^x  und  8j^Xy  8j^y,  d\z 
in  beiden  die  Bedingung  (18)  gelten.  Die  Differenz  der  entsprechen- 
den Gleichungen  giebt  wie  vorstehend  behandelt: 

{8^x-'8j^x)cos{n,x)  +  (8\y-' 8j^y) cos (n,y)+(8j^z-'8j^z)cos{n,%)=^0,  (18") 

und  diese  Formel  sagt  aus,  dass  in  diesem  Falle  die  Verrückungs- 
componenten  nach  der  Normalen  in  beiden  Medien  an  der  Grenze 
gleich  werden  müssen.  Die  Componenten  parallel  der  Grenze  können 
im  Allgemeinen  verschieden  sein;  nur  in  dem  speciellen  Falle,  dass 
die  Körper  fest  zusammenhängen,  wie  z.  B.  zwei  zusammengelöthete 
Metalle,  müssen  die  Verrückungen  zu  beiden  Seiten  völlig  überein- 
stimmen; die  letzte  Bedingung  ist  in  diesem  Falle  mit 

d\x=8j^x,         8j^y  =  8j^y,         S^x  =^  8^%  (18'") 

zu  vertauschen. 
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§  30.     Druckkräfte  in  deformirbaren  Körpern. 

Dass  die  Theile  eines  Körpers  in  der  eigenthümlichen  Verbin- 
dung mit  einander  stehen,  die  wir  wahrnehmen,  erklären  wir  durch 
die  Annahme  von  (inneren)  Kräften,  welche  sie  auf  einander  ausüben. 
Bei  den  starren  Körpern,  deren  Theile  in  unveränderlicher  gegen- 
seitiger Lage  verharren,  so  dass  die  Bewegung  eines  Elementes  die- 
jenige des  Ganzen  bestimmt,  war  es  möglich,  zu  den  vollständigen  G^e- 
setzen  der  Bewegung  durch  die  Elimination  jener  Wechselwirkungen 
aus  den  Bewegungsgleichungen  zu  gelangen;  bei  den  deformir- 
baren Körpern,  deren  Theile  gegen  einander  innerhalb  gewisser 
Grenzen  verschiebbar  sind,  so  dass  durch  die  Bewegung  eines  Ele- 
mentes das  Verhalten  der  übrigen  nicht  bestimmt  ist,  müssen  sie  in 
Rechnung  gezogen  werden.  Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Besprechung 
der  Eigenschaften,  welche  wir  ihnen  beilegen,  und  der  Gesetze,  welche 
hieraus  für  sie  folgen. 

Die  Beobachtung  zeigt,  dass  die  Anziehung,  welche  ponderable 
Massen  auf  einander  ausüben,  bei  grosser  Annäherung  derselben  erst 
schneller  wächst,  als  das  NEWTON'sche  Gesetz  der  Gravitation  ergiebt, 
hierauf  abnimmt,  in  einer  gewissen  Entfernung  verschwindet  und 
schliesslich  in  eine  Abstossung  übergeht,  die  der  weiteren  Annäherung 
einen  Widerstand  entgegensetzt.  Wir  schliessen  aus  diesen  Erschei- 
nungen, dass  die  Gravitation  nur  den  einen  Theil  der  Wechselwirkung 
darstellt,  welcher  in  merklicher  Entfernung  allein  merklich  ist,  dass 
aber  noch  andere  Theile  existiren,  die  bei  unmerklicher  Entfernung 
jenen  weitaus  überwiegen.  Diese  nennen  wir  die  molecularen 
Wirkungen,  ohne  mit  diesem  Namen  eine  bestimmte  Hypothese 
über  die  Constitution  der  Materie  aussprechen  zu  wollen,  bloss  um 
dadurch  Kräfte  anzudeuten,  welche  ausschliesslich  zwischen  den 
einander  unendlich  nahen  kleinsten  Theilen  der  Materie  statt- 
finden. 

Welchen  quantitativen  Gesetzen  diese  Wechselwirkungen  folgen, 
ist  uns  durchaus  unbekannt;  aber  für  die  Anwendungen,  die  wir  in 
der  Mechanik  der  nichtstarren  Körper  von  ihnen  machen,  genügt 
die  Annahme  einiger  weniger  aus  der  Beobachtung  abgeleiteter  Eigen- 
schaften. In  erste  Linie  stellen  wir  die  Annahme,  dass  die  Wechsel- 
wirkung zwischen  zwei  kleinsten  Massentheilchen  nur  in 
Entfernungen  merklich  ist,  welche  unendlich  klein  zweiter 
Ordnung  sind.  Dies  lässt  sich  auch  so  fassen,  dass  wir  ihre 
Wirkungssphäre  von  derselben  Ordnung  unendlich  klein  gegen  die 
zu  betrachtenden  Volumenelemente  der  Körper  annehmen,  als  diese 
selbst  unendUch  klein  gegen  die  Dimensionen  der  Körper  sind. 
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In  Folge  dessen  betreffen  die  Molecularwirkungen ,  welche  ein 
Volumen  des  Körpers  von  den  benachbarten  Massen  erleidet,  nur 
dessen  unendlich  dünne  Oberflächenschicht;  dasselbe  erleidet,  wie 
man  kürzer  sagt,  nur  Oberflächendrucke  von  den  Nachbar- 
massen. 

Construirt  man  über  einem  beliebig  durch  den  willkürlichen 
Punkt  p  des  Körpers  gelegten  ebenen  Flächenelement  f  einen  geraden 
Cylinder  auf  der  Seite,  nach  welcher  man  die  Normale  n  zw.  f  positiv 
rechnet,  und  nennt  man  ein  Massenelement  innerhalb  dieses  Cjlin- 
ders  Jw,,  eines  jenseits  der  Grundfläche  /"aber  6m,  so  bezeichnet 
man  als  Componenten  des  Moleculardruckes  gegen  die  durch 
die  Coordinaten  x,  y,  x  und  die  Normale  n  in  ihrer  Lage 
definirte  Fläche  f  die  Summen  über  die  bezüglichen  Com- 
ponenten für  alle  Kräfte,  welche  die  Massen  Sm^  von  den 
Massen  am  erfahren.  Dividirt  man  diese  Summen  noch  durch  die 
Grösse  des  Flächenelementes  /",  so  erhält  man  (bei  Voraussetzung 
eines  mit  dem  Ort  stetig  wechselnden  Zustandes)  die  auf  die 
Flächeneinheit  bezogenen  Werthe  der  Componentensummen, 
d.  h.  diejenigen,  die  stattfinden  würden,  wenn  die  Massenvertheilung 
über  der  ganzen  Flächeneinheit  dieselbe  wäre,  wie  über  dem  Flächen- 
element f. 

Die  hierdurch  definirten  reducirten  Werthe,  welche,  als  auf  die 
fl&cheneinbeit  bezogen,  eigentlich  speci fische  Druckcomponen- 
ten  heissen  müssten,  nennt  man  kurz  die  inneren  Druckcompo- 
nenten  des  Körpers,  und  bezeichnet  sie  durch  X^^y  F^,  Z^^,  wenn  sie 
clen  Goordinatenaxen  X,  F,  Z  parallel  genommen  sind.  Der  Index  n 
deutet  nach  dem  Obigen  diejenige  Seite  der  Normalen  an,  auf 
"^^^ elcher  die  Masse  liegt,  gegen  welche  der  Druck  stattfindet 

Ist   ömäm^F{r)   das   Elementargesetz   der   Wechselwirkung  K, 
'^^ eiche  zwischen  am  und  Sm^  stattfindet,  so  ist  nach  dieser  Definition: 

X^  =  y- 2  ^^^ 2  *^*>  -^W  ^ös  i^y  ^)» 

r„  =  j-  2  ^^  :S  ^'''^«  ^W  cos  (ÜT,  y),  (19) 

z^  =  y  2  ^^  2  ^^*»  -^M  cos  i^j  *)• 

X3er  resultirende  Druck  P   bestimmt  sich  durch 

n 

p:  =  x:  +  y:  +  z:,  [W) 

Seine  Richtung  ist  gegeben  durch 

cos(P,a;)  =  ^,        co8(/',y)  =  A,        cos (P,  *)  =  1=- •     (19") 

*n  *n  *n 
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Es  fällt  also  die  Richtung  des  Druckes  P^  im  Allgemeinen  keines- 
wegs mit  der  Normalen  n  zusammen. 

Die  Dimensionen  der  speeifischen  Drucke  i*„  .  •  •  sind  nach  dem 
Vorstehenden  die  einer  Kraft,  dividirt  durch  eine  Fläche,  das  heisst, 

"'  ''*  [pj  =  [xj  =  [  rj  =  [zj  =  [m  r ■  r •] ;  (i  9'") 

die  Einheit  des  Druckes  ist  diejenige,  die  erhalten  wird,  wenn  die 
Krafteinheit  auf  die  Flächeneinheit  ausgeübt  wird.  Die  in  der  Technik 
gelegentlich  gebrauchte  Einheit,  nämlich  der  Druck  eines  Gewichtes 
von  1  Kilogramm  auf  die  Fläche  eines  Quadratmillimeters,  ist,  da 
das  Gewicht  eines  Grammes  981  unserer  Krafteinheiten  beträgt, 
gleich  98100000  unserer  Druckeinheiten.  Eine  andere  praktische 
Druckeinheit  werden  wir  weiter  unten  kennen  lernen. 

Die  Componenten  A'^,  Y^,  Z^  sind  zwar  zunächst  nur  Rechnungs- 
grössen  ohne  die  mechanische  Bedeutung  von  Gesammtcomponenten, 
da  die  Einzelwirkungen,  die  sie  zusammensetzen,  nicht  auf  die  Theile 
eines  starren  Körpers  ausgeübt  werden;  da  aber  die  Massentheilchen, 
auf  welche  sie  stattfinden,  dem  Flächenelement  f  unendlich  nahe 
liegen,  so  treten  sie  in  die  Bewegungsgleichungen  doch  ebenso  ein,  als 
hätten  sie  einen  gemeinsamen  Angriffspunkt  und  könnten  demgemäss 
für  jede  Stelle  zu  einer  Kesultirenden  zusammengefasst  werden.  — 

Um  die  allgemeinen  Eigenschaften  dieser  Druckcomponenten  ab- 
zuleiten und  die  Rolle  zu  erkennen,  die  sie  bei  den  Vorgängen  der 
Bewegung  und  des  Gleichgewichtes  deformirbarer  Körper  spielen, 
gehen  wir  von  denselben  Sätzen  über  die  Bewegungsgrösse  und  das 
Flächenmoment  eines  Massensystem  es  aus,  welche  die  Grundlage  für 
die  Behandlung  der  starren  Körper  bildete  und  welche  in  den  Glei- 
chungen (100)  und  (102)  auf  S.  171  und  173  ausgesprochen  sind.  Um 
sie  anwenden  zu  können,  müssen  wir  bezüglich  der  inneren  Kräfte  der 
deformirbaren  Körper  die  weitere  Annahme  machen,  dass  ihre  über 
einen  beliebigen  Theil  des  Körpers  summirten  Componenten  und 
Drehungsmomente  nach  den  Coordinatenaxen  verschwinden,  was  sich 
am  einfachsten  durch  die  Festsetzung  erreichen  lässt,  dass  bei 
den  Wechselwirkungen  zwischen  zwei  kleinsten  Massen- 
theilchen Wirkung  und  Gegenwirkung  gleich  sind  und  beide 
in  der  Verbindungslinie  der  Theilchen  stattfinden.  Hiermit 
ist  sehr  wohl  vereinbar,  dass  grössere  Massen,  z.  B.  die  Elementar- 
theile  eines  Krystalles,  complicirtere  Wirkungen  auf  einander  ausüben. 

Nach  dieser  Annahme  treten  in  jenen  Fundamentalgleichungen 
bei  Anwendung  auf  einen  beliebigen  Theil  eines  deformirbaren  Kör- 
pers nur  die  von  aussen  auf  denselben  wirkenden  Kräfte  auf. 
Letztere  zerfallen  in  zwei  Gruppen;   die  erste  Gruppe  umfasst  die 
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Fernwirkungen  wie  insbesondere  die  Gravitation  oder  die  Schwer- 
kraft, die  zweite  die  Molekularkräfte  der  umgebenden  Massen. 

Die  Femwirkungen  werden  auf  innere  Punkte  des  betrachteten 
Bereiches  ausgeübt;  sie  sind  im  Allgemeinen  stetige  Functionen  des 
Ortes  und  lassen  sich  demgemäss  auf  die  Volumen-  oder  Massen- 
einheit beziehen.  Wir  bezeichnen  weiterhin  die  Componenten 
der  auf  die  Masseneinheit  an  der  Stelle  x,  y,  %  bezogenen 
Fernwirkungen  mit  X,  Y,  Z,  benutzen  diese  Buchstaben  also 
weiterhin  in  einem  anderen  Sinn  als  in  den  früheren  Entwickelungen. 
Die  Molekularwirkungen  der  das  betrachtete  Bereich  umgebenden 
Massen  erstrecken  sich  nach  dem  S.  363  Gesagten  nur  auf  eine  un- 
endlich dünne  Oberflächenschicht  und  combiniren  sich  deshalb  zu 
den  auf  die  Oberfläche  des  Bereiches  wirkenden  Druckcomponenten 
A' ,  Y,  Z  ,  die  oben  definirt  sind.  Diesen  Flächenkräften  stellt 
man  die  Componenten  X,  Y,  Z  wohl  auch  kurz  als  räumliche 
Kräfte  gegenüber. 

Bezeichnen  wir  noch  mit  dk  das  Raum-,  mit  do  das  Ober- 
flächenelement des  betrachteten  Bereiches,  mit  e  die  Dichte  an  der 
Stelle  X,  y,  Zf  so  schreiben  sich  die  beiden  Systeme  (100)  und  (102) 
in  folgender  Form: 

Je—  dk=^JeXdk  +Jxjo, 
Je^rdk^faYdk+jYJo,  (20) 

l  a-T^dk  =  leZdk+  l  Z^do, 

J"e(«-^  -x^}yk=^jt{xX-xZ)dk  +  ^{zX^-xZ;:^do,      (21) 

St{x^  -  y-g)  dk  =fe{xY-  yX)dk  +f(xY„  -  yX^ldo. 

Die  Druckcomponenten  X^,  Y^,  Z^  variiren,  wenn  wir  bei  un- 
^eänderten  Axenrichtungen  Ort  und  Lage  des  Flächenelementes 
andern,  auf  welche  sie  sich  beziehen.  Wir  können  in  Bezug  hierauf 
^ine  Reihe  von  Sätzen  ableiten,  indem  wir  die  vorstehenden  Glei- 
t^hungen  auf  Bereiche  von  bestimmter  Form  innerhalb  des  Körpers  an- 
wenden. B^r  diese  Untersuchung  ist  der  folgende  Hülfssatz  von  Nutzen. 

Bezeichnet  (p  eine  eindeutige  stetige  Function  der  Coordinaten 
ac,  y,  Xj  80  lässt  sich  das  über  einen  beliebigen  Raum  k  zu  er- 
streckende Integral 
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Fi^.  36. 


nach  X  ausführen  und  ergiebt 

wo  die  rechts  auftretenden  Werthe  von  qp  sämmtlich  für  dasselbe 
y  und  Xy  aber  für  diejenigen  Werthe  x  zu  nehmen  sind,  welche  die 
Integrationsgrenzen  für  x  bilden  (Fig.  36).     Diejenigen,  welche  sich 

auf  die  unteren  Grenzen 
a^^d^.,.  beziehen,  sind  mit 
negativem,  die,  welche  sich 
auf  die  oberen  6„  6,... 
beziehen,    sind   mit   posi- 
.  tivem  Vorzeichen  versehen. 
Die  Integration  über  r 
fasst  alle  Volumenelemente 
zusammen,  die  einem  par- 
allel    der     JT-Axe     ver- 
laufenden Elementarfade 
vom  Querschnitt  dyd%  an 
gehören;  die  beiden  noc 
übrigen  betreffen  alle  El 
mentarfäden,  in  die  sich  der  ganze  Raum  zerlegen  lässt.    Man  kan 
daher  das  zunächst  erhaltene  Doppelintegral  in  die  Form  eines  Obe 
flächenintegrales  bringen. 

Führt  man  nämlich  die  Richtung  der  inneren  Normale  n  ei 
und  beachtet,  dass  dieselbe  mit  der  +X-Richtung  an  den  untere 
Grenzen   a^    einen    spitzen,    an    den    oberen    Grenzen   h^    ein 
stumpfen  Winkel  einschliesst,  so  kann  man  dydx  als  die  Projecti 
von  Oberflächenelementen  do^  und  do^^  welche  an  allen  Stellen 
und  h^  durch  den  betrachteten  Elementarfaden  aus  der  Oberfläcl 
ausgeschnitten  werden,  betrachten  und  setzen 

dydx  ^■\-  <io^cos(»^,a:) 

=  —  dOj^cos(nj,a5) 
und  erhält  so: 

/öJ^^'  =  "'/(2^^«yaCos(n^,x)  +  2^ö,y^cos(va:)). 

Der  hierin  rechts  stehende  Ausdruck  bezieht  sich  in  sein 
ersten  Theile  auf  alle  nach  der  --.Y- Seite  liegenden  Oberfläch 
demente  do^^  in  seinem  zweiten  auf  alle  nach  der  +X-Seite  lieg^^^- 
den  do^;,  beide  zusammen  erstrecken  sich  auf  die  gesammte  Ob^f- 
fläche  und  unser  Resultat  lässt  sich  daher  schreiben 

I  -ff^dk  =  —  I  ^  cos  («, x) do, 


le 


m 
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WO  ^  kurz  den  in  dem  Oberflächenelement  do  stattfindenden  Werth 
von  qp  bezeichnet  Denkt  man  eine  der  vorstehenden  entsprechende 
Operation  mit  dtfjdy  und  dtpjdx  vorgenommen,  so  gelangt  man 
zu  dem  gesuchten  Hülfssatz: 

Für  eine  eindeutige  stetige  Function  tp  der  Coordinaten 
a^»J^»'*  gelten  zwischen  den  Integralen  über  einen  beliebigen 
Raum  k  und  denen  über  seine  Oberfläche  o  die  folgenden 
Beziehungen,  in  welchen  n  die  innere  Normale  bezeichnet: 

i-^dk  =  —-  I  ^cos(n, sc)rfo, 
J||-dÄ:  =  -J^co8(n,t/)rfo,  (22) 

I -^ dk  =  —  l  (p  cos (n, %) do . 

Vertauschen  wir  in  diesen  drei  Gleichungen  tp  resp.  mit  ö^/öx, 
dtpjdyj  dtpjdx,  addiren  sie  darnach  und  setzen  kurz 

0  +  0  +  U-^^.  m 

80  erhalten  wir: 


J A(f  dk^—  fiT^ ^^ (^' ^^  "^  "öy" ^^^ ^^ 2/)  +  -^  cos (n,  xyj  do. 

Nun  ist  die  Klammer  auf  der  linken  Seite  die  Aenderung, 
welche  (p  erleidet,  wenn  man  von  do  in  der  Richtung  der  inneren 
^Normale  um  dn  fortschreitet,  und  zwar  durch  dn  dividirt;  bezeichnet 
man  diesen  Werth,  wie  früher,  durch  dcpldn,  so  kann  man  das 
letztere  Resultat  auch  schreiben: 


Jj<pdk f^do.  (22") 

Diese  B'olgerung  aus  unserem  Hülfssatz,  welche  voraussetzt,  dass 
Sfp/dxj  dtpjdyy  dtpjdz  innerhalb  A;  eindeutig  und  stetig  sind,  ist 
von  vielfachem  Nutzen.  -^ 

Die  Grundgleichungen  (20)  und  (21)  sollen  nun  auf  einige  inner- 
halb oder  an  der  Oberfläche  des  betrachteten  deformirbaren  Körpers 
abgegrenzte  Volumina  von  specieller  Form  angewandt  werden,  welche 
eine  oder  mehrere  unendlich  kleine  Dimensionen  besitzen.  Dabei 
fassen  wir  die  Grössenordnung  der  verschiedenen  in  ihnen  enthaltenen 
Glieder  in  Betracht;  falls  einige  von  ihnen  sich  von  höherer  Ord- 
nung klein  erweisen,  als  die  übrigen,  so  werden  wir  schliessen,  dass 
die  letzteren  sich  gegenseitig  bis  auf  Grössen  der  höheren  Ordnung 
zerstören,  d.  h.  also  (bei  Vernachlässigung  von  unendlich  Kleinem 
neben  Endlichem)  in  der  Summe  Null  geben  müssen. 
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Bei  der  Auswerthung  der  Grössenordnung  setzen  wir  das  Er- 
fahruQgsresultat  voraus^  dass  sowohl  die  Beschleunigungen,  als  die 
räumlichen  Kräfte,  als  auch  die  Drucke  in  Wirklichkeit  immer  end- 
lich sind. 

Femer  werden  wir,  wie  bereits  früher,  so  auch  weiterhin  die 
Drucke  innerhalb  eines  Körpers  als  stetige  Functionen  des  Ortes 
betrachten,  also  den  Gesammtdruck  gegen  ein  unendlich  kleines 
Flächenelement  do  jederzeit  gleich  P^^do  setzen  und  denselben  wie 
eine  im  Schwerpunkt  von  do  angreifende  Kraft  behandeln. 

Wir  wenden  die  drei  Gleichungen  (20)  zuerst  auf  ein  Volumen  an, 
welches  die  Form  eines  geraden  Cylinders  hat,  dessen  Höhe  dh  un- 
endlich klein  gegen  seine  Querdimeusion  ist.  Setzen  wir  dk  =  dh  doj 
so  erkennen  wir,  dass  die  Raumintegrale  wegen  des  Factors  dh  un- 
endlich klein  von  der  Ordnung  von  dh  werden;  es  folgt  daraus,  dass 
die  Oberflächenintegrale  ebenfalls  einen  von  der  Ordnung  dh  un- 
endlich kleinen  Werth  besitzen  müssen.  Letztere  zerfallen  in  drei 
Theile,  die  sich  auf  die  Cylinderfläche  und  die  beiden  Grundflächen 
erstrecken.  Der  erste  Theil  ist  mit  dh  proportional;  es  müssen  dem- 
nach die  letzten  beiden,  für  sich  endlichen,  zusammen  ebenfalls  von 
der  Ordnung  von  dh  sein.  Da  die  inneren  Normalen  für  die  beiden 
Grundflächen  entgegengesetzte  Richtungen  haben,  so  können  wir  dio 
eine  mit  +n,  die  andere  mit  —  n  bezeichnen  und  erhalten,  wenn 
wir  mit  /"^  einen  endlichen  Factor  bezeichnen: 

die  Flächenintegrale  sind  über  die  eine  Grundfläche  zu  erstrecken. 
Da  über  Gestalt  und  Grösse  der  Grundfläche  o  gar  nichts 
vorausgesetzt  ist,  so  müssen  diese  Gleichungen  bei  jeder  Veränderung 
derselben  bestehen  bleiben,  d.  h.  es  müssen,  für  je  zwei  sich  ent- 
sprechende Punkte  der  beiden  Grundflächen  genommen,  die  Summen 
der  im  allgemeinen  endlichen  Druckcomponenten 

von  der  Ordnung  ihres  Abstandes  dh  sein. 

Hieraus  schliessen  wir,  indem  wir  unendlich  Kleines  neben  End- 
lichem vernachlässigen,  den  Satz: 

Gegen  zwei  Flächeuelemente,  welche  durch  denselben 
Punkt  mit  entgegengesetzter  Richtung  der  positiven  Nor- 
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malen    gelegt   sind,    wirken   gleich    grosse    und    entgegen- 
gesetzt gerichtete  Drucke;  es  ist  nämlich: 

^  +  „  =  -Ä_„,     y,,, r_„,      Z^„ Z_„.        (23) 

Die  Gleichungen  (21),  auf  dasselbe  Volumen  angewandt,  führen 
zu  denselben  Beziehungen. 

Wir  wenden  femer  das  System  (20)  auf  ein  kleines  Tetraeder 
an,  das  begrenzt  wird  durch  drei  durch  x,  y,  x  gelegte  Parallele 
zu  den  Coordinatenebenen  und  eine  jene  schneidende  Ebene,  deren 
äussere  Normale  mit  n  und  deren  Grösse  mit  do^  bezeichnet  werden 
mag.  Die  in  den  Gleichungen  auftretenden  Raumintegrale  sind 
ausser  mit  do^  proportional  mit  der  normal  zu  do^  gemessenen  Höhe 
dh  des  Tetraeders,  die  OberHächenintegrale  aber  nur  mit  den 
Flächenelementen  do^j  do^,  do  ,  do^,  die  unter  einander  gleiche 
Grössenordnung  haben;  die  letzteren  müssen  sich  demnach  in  der 
Summe  bis  auf  Glieder  von  der  Ordnung  von  dßi  gegenseitig  zerstören. 

Da  die  inneren  Normalen  auf  den  vier  Seitenflächen  resp.  +  x, 
+  y»  +  ^f  —  ^  sind,  so  geben  die  Integrale  über  die  Gesammtfläche 

.   A; do^  +  ä; do^  +  X^ do,_  -f  A'_^ rfo,^  =  f: do^dh 
u.  8.  f.,  wobei  /*/  einen  endlichen  Factor  bezeichnet;  da  ferner 
do^=  do^  cos  (n,  a;),       ^ö«  =  do^  cos  (»,  y\       do^  =  do^  cos  (n,  z) 
und  nach  (23) 

—  n  n'  — n  n'  — n  n 

ist,  so  erhalten  wir  auch  bei  Vernachlässigung  von  unendlich  Kleinem 
neben  Endlichem: 

X^  cos  (n,  x)  +  Xy  cos  (w,  tj)  +  A;  cos  (n,  z)  =  A„, 

Y^  cos  (n,  x)  -f  i;  cos  (n, y)  +  l\  cos  (n,  %)  =  i;,  (24) 

Z^  cos  (n,  x)  -f  Z  cos  (n,  ?/)  +  Z^  cos  (w,  ;?j)  =  Z^. 

Die  Druckcomponenten  A^^,  Y^,  Z^  gegen  ein  Flächen- 
element mit  der  Normale  n  bestimmen  sich  je  durch  die 
parallelen  Componenten  A^,  A'^,^,  X^  resp.  F,  Y .  Y^  und 
Z^,  Z  ,  Z^,  welche  theils  normal,  theils  tangential  gegen 
Flächenelemente  wirken,  deren  Normalen  in  die  +A-,  +  F-, 
+  Z-Axe  fallen,  indem  man  Repräsentanten  der  letzteren 
auf  den  bezüglichen  Axen  aufträgt  und  ihre  Projectionen 
auf  die  Richtung  von  n  summirt 

Dieser  Satz  bestimmt  den  gegen  ein  beliebiges  Flächenelement 
im  Punkt  x,  y,  x  wirkenden  Druck  P^  nach  Grösse  und  Richtung 
durch  die  neun  für  dieselbe  Stelle  geltenden  speciellen  Druckcom- 
ponenten A^,  Ay,  A^,    F^,    Fy,    F^,   Z^,   Zy,   Z^.      Die    Drucke    be- 

W.  Voigt,  Mechanik.    Zweite  Aufl.  24 
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trachten  wir  als  innerhalb  desselben  Körpers  eindeutig  und  stetig 
und  können  deshalb  den  Hülfssatz  (22)  auf  sie  anwenden.  Bildet 
man  also  das  Integral 

fx^  do  =z  \[X^  cos  (n,  i»)  +  X^  cos  (n,  y)  +  X^  cos  (n, «))  d  o 

für  die  Oberfläche  eines  beliebigen  Volumens  innerhalb  des  Körpers, 
so  kann  man  die  rechte  Seite  schreiben 


-mfH-^at  +  ^)" 


und   erhält  beim  Einsetzen  dieses  Ausdruckes   für  fX^do  in  die 
erste  Gleichung  (20): 

/(«(c;-^-)H-ii+i|-+^f).t-o. 

Da  die  Gleichung  für  jedes  Volumen  gelten  soll,  so  muss  der 
Factor  von  dk  unter  dem  Integralzeichen  verschwinden,  und  man 
erhält,  indem  man  f  Y^do  und  f  Z^do  in  gleicher  Weise  behandelt^ 
hierdurch  die  drei  Gleichungen: 

d*x  _^     y       dXj.       d  Xy  ^  d  X^ 
df  ^     ^         dx         dy         dx  * 

(f  ?/ _  öy,     dYy     dY. 

«r*  __      y       dZr        dZy       dZ. 

Die  Componenten  der  Beschleunigungen  nach  den  Co- 
ordinatenaxen,  multiplicirt  mit  der  Dichte  s,  sind  für  jeden 
Punkt  des  deformirbaren  Körpers  gegeben  durch  die  auf 
die  Volumeneinheit  bezogenen  Componenten  der  äusseren 
Kräfte,  weniger  den  Differentialquotienten  der  parallel 
wirkenden  Drucke  gegen  die  Coordinatenebenen  nach  deren 
Normalen. 

Dieses  System  liefert,  wie  wir  sehen  werden,  die  Bewegungs- 
gleichungen für  deformirbare  Körper. 

Es  ist  nützlich,  schon  hier  zu  beachten,  dass  in  den  Gleichungen 
(25)  die  Difi'erentiale  der  Coordinaten  x,  y,  x  in  doppeltem  Sinne 
auftreten,  links  als  die  Aenderungen  der  Coordinaten  des  Massen- 
elementes in  Folge  der  Bewegung,  rechts  als  willkürliche  Zuwachse, 
denen  Aenderungen  der  von  Ort  und  Zeit  abhängig  gedachten  Druck- 
componenten  entsprechen.  Bei  der  Integration  der  Gleichungen 
wird  dieser  doppelten  Bedeutung  Rechnung  zu  tragen  sein. 

Setzt  man  die  durch  (25)  gelieferten  Werthe  von  td'y/df  und 
Bd^xjdC  in  die  erste  der  Gleichungen  (21)  ein,  so  erhält  man: 


/( 
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oder,  anders  geschrieben: 

dyZ^       dyZy       dyZ.  _  dxY,  _  dxY,  _  dxY.)^  ^^ 
dx  dy  dx  dx  dy  dx  f 

Das  erste  ßaomintegral  lässt  sich  nach  dem  Hülfssatz  (22)  um- 
formen und  giebt  dann  unter  Rücksicht  auf  (24)  gerade  das  folgende 
Obertiächenint^gral  mit  negativem  Vorzeichen.    Es  bleibt  demgemäss 

o=J(z^~rjd^, 

eine  Gleichung,  die  für  jedes  beliebige  Volumen  k  nur  dann  erfüllt 
sein  kann,  wenn  der  Factor  von  dk  verschwindet  Hierdurch  und 
durch  ähnliche  Behandlung  der  zweiten  und  dritten  Gleichung  (21) 
erhält  man  das  Resultat: 

r.  =  Z,,       Z^  =  X„        X^=T^.  (26) 

Für  zwei  durch  denselben  Punkt  normal  zu  einander 
gelegte  Flächenelemente  sind  diejenigenTangentialdrucke, 
welche  normal  zu  der  Schnittlinie  der  beiden  Flächen- 
elemente stehen,  unter  einander  gleich. 

Die  Bedeutung  dieses  zunächst  überraschenden  Satzes  wird 
klar,  wenn  man  überlegt,  wie  sich  nach  den  Formeln  (21)  ein  pris- 
matisches unendlich  kleines  Volumen  innerhalb  des  Körpers  hin- 
sichtlich der  wirkenden  Drehungsmomente  verhält.  Wiederum  sind 
die  Raumintegrale,  endliche  Beschleunigungen  und  Kräfte  voraus- 
gesetzt, als  in  Bezug  auf  die  Dimensionen  des  Prismas  vom  dritten 
Grade,  unendlich  klein  gegen  jedes  der  Oberflächenintegrale,  so  dass 
diese  sich  gegenseitig  bis  auf  ein  Glied  niederer  Ordnung  zerstören 
müssen,  wenn  nicht  die  Rotationsbeschleunigungen  unendlich  gross 
werden  sollen.  In  den  Oberflächenintegralen  heben  sich  aber  die 
auf  gegenüberliegende  Flächen  wirkenden  Normaldrucke  gegenseitig 
auf,  da  sie  an  gleichen  Hebelarmen  wirken  und  entgegengesetzt 
gleich  sind;  die  bezüglichen  Tangentialdrucke  aber  haben  verschie- 
dene Hebelarme  und  können  sich  demnach  nicht  in  derselben  Weise 
zerstören;  damit  nicht  unendliche  Beschleunigungen  eintreten,  müssen 
sich  daher  die  auf  verschiedene  Flächenpaare  wirkenden  Drucke, 
welche  um  dieselbe  Axe  drehen,  compensiren. 

Durch  den  letzten  Satz  wird  die  Anzahl  der  für  einen  beliebigen 
Punkt  von  einander  unabhängigen  Druckcomponenten  auf  sechs 
reducirt 
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Sind  also  für  eine  Stelle  p  die  drei  Normaldrucke  X., 
Y.Z^  und  die  drei  Tangentialdrucke  y,=- Z  ,  Z^  =  X^,  X^^Y^ 
gegen  Parallele  zu  den  Coordinatenebenen  gegeben,  so  ist 
dadurch  der  gegen  ein  beliebig  durch  p  gelegtes  Flächen- 
element wirkende  Druck  nach  Grösse  und  Richtung  voll- 
ständig bestimmt. 

Wir  wollen  schliesslich  voraussetzen,  dass  das  körperliche  System 
aus  mehreren  homogenen  oder  stetig  veränderlichen  Theilen  bestehe^ 
welche  eine  gemeinschaftliche  stetig  gekrümmte  Grenzfläche  besitzen, 
und  wollen  die  Formeln  (20)  auf  ein  Volumen  anwenden,  das  begrenzt 
wird  durch  zwei  Oberflächen,  welche  beiderseitig  in  sehr  kleinen  Ab- 
ständen parallel  der  Grenzfläche  zwischen  zwei  solchen  Theilen  ge- 
legt sind,  und  durch  irgend  eine  auf  beiden  normal  stehende  Mantel- 
fläche, unterscheidet  man  die  Werthe  der  Componenten  für  beide 
Medien  durch  die  Indices  h  und  k  und  versteht  unter  den  Normalen  n 
die  inneren  bezüglich  des  betrachteten  Volumenelementes,  so  erhält 
man  durch  Anwendung  der  S.  368  benutzten  Betrachtungsweise 

a+(^;)»=o,     (5^,)*+(y;.)»=o,     (^j.+(2„),=o.  (2?) 

wo  der  über  die  Buchstaben  gesetzte  Strich  andeuten  soll,  dass  der 
Werth  unendlich  nahe  an  der  Grenzfläche  zu  nehmen  ist;  die  Nor- 
malen sind  für  die  zusammenstossenden  Körper  die  äusseren. 

In  der  Grenze  zweier  Medien  müssen  die  Drucke, 
welche  von  beiden  Seiten  gegen  das  Grenzflächenelement 
ausgeübt  werden,  sich  zerstören. 

Ein  häufiger  Fall  ist  der,  dass  die  Kraft,  welche  von  der  einen 
Seite  gegen  das  Oberflächenelement  ausgeübt  wird,  direct  gegeben  ist, 
so,  wenn  eine  Flüssigkeit  in  einem  Cylinder  durch  einen  belasteten 
Kolben  comprimirt  oder  ein  Draht  durch  ein  angehängtes  Gewicht 
gedehnt  wird.  In  diesem  Falle  bezeichnen  wir  die,  ebenso  wie  X^, 
r^,  Z^^  auf  die  Einheit  der  Fläche  bezogenen,  gegebenen  äusseren 
Druckcomponenten  mit  X,  Y,  Z  und  haben  dann  statt  (27)  die 
Form:  _  _      _  _ 

.Y+A'=0,        r  +  F=0,       Z+Z=0.  (27') 

In  den  Flächenelementen,  für  welche  die  äusseren 
Druckcomponenten  A',  1',  Z  gegeben  sind,  müssen  diese 
die  Werthe  der  inneren  Druckcomponenten  X.  F.Z,  unter 
n  die  äussere  Normale  des  Körpers  verstanden,  zu  Null 
ergänzen.  — 

Es  ist  von  grosser  Bedeutung,  dass  sich  der  Beweis  führen  lässt 
dass  in  den  vorstehend  abgeleiteten  Sätzen  (23)  bis  (27)  über  die 
Druckcomponenten  Alles  enthalten  ist,  was  sich  aus  den  Gleichungen 
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(20)  und  (21)  durch  Anwendung*  auf  irgend  welche  einfache  oder 
zusammengesetzte  Körper  finden  lässt.  Dies  leisten  wir,  indem  wir 
zeigen,  dass  die  Gleichungen  (20)  und  (21)  so  vollständig  in  unseren 
Sätzen  aufgegangen  sind,  dass  wir  sie  aus  ihnen  im  allgemeinsten 
vorausgesetzten  Falle  mit  Strenge  wieder  ableiten  können. 

Wir  betrachten  dazu  ein  aus  beliebig  vielen  homogenen  oder 
stetig  veränderlichen  Theilen  bestehendes  körperliches  System  und 
wenden  auf  einen  Punkt  desselben  die  erste  Gleichung  (25)  an,  multi- 
pliciren  sie  mit  dem  Raumelement  dk,  integriren  sie  über  den  ganzen 
homogenen  Theil  k.  und  summiren  sie  darnach  über  alle  Theile. 

Wir  erhalten  so: 

U)  (0  (0 

die  Anwendung  des  Hülfssatzes  (22)  auf  das  letzte  Integral  ergiebt 
in  Rücksicht  auf  (24) 

^^'^^JeXdk  +  '^Jxjo, 

wo  das  Oberflächenintegral  sämmtliche  Oberflächenelemente  aller 
Theile  betriflH;  und  n  die  innere  Normale  auf  ihnen  bezeichnet. 
Diejenigen  Elemente  do,  welche  der  Grenze  zwischen  zwei  Theilen 
angehören,  kommen  auch  zweimal  vor,  und  die  sie  betreff'enden 
Glieder  heben  sich  nach  (27)  hinweg;  es  bleiben  sonach  nur  die 
Glieder,  welche  sich  auf  die  äussere  Begrenzung  des  betrachteten 
körperlichen  Systemes  beziehen.  Damit  ist  aber  die  erste  Gleichung 
(20)  in  allgemeinster  Fassung  zurückgewonnen,  und  in  gleicher  Weise 
lässt  sich  die  zweite  und  die  dritte  bilden. 

Fassen  wir  hingegen  die  zweite  und  die  dritte  Gleichung  (25) 
mit  den  Factoren  —  z  und  +  y  zusammen  und  integriren  sie  über 
das  betrachtete  körperliche  System,  so  ergiebt  sich: 


d  y         dt 


(0 

oder  wegen  (26)  auch: 
^^jB(yZ^xy)dk 
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Hier  lässt  sich  das  letzte  Integral  durch  den  Hülfssatz  (22)  um- 
formen, so  dass  man  unter  Rücksicht  auf  (24)  erhält: 

Von  dem  Oberflächenintegral  bleibt  wegen  (27)  nur  der  Theil, 
welcher  sich  auf  die  äussere  Begrenzung  des  betrachteten  Systemes 
bezieht,  und  demnach  stellt  die  erhaltene  Gleichung  die  erste  des 
Systemes  (21)  in  allgemeinster  Fassung  dar;  ebenso  können  die 
übrigen  gebildet  werden. 

Hiernach  sind  die  Gleichungen  (20)  und  (21)  in  der 
That  vollständig  in  die  Sätze  (23)  bis  (27)  aufgegangen,  und 
diese  enthalten  Alles,  was  allgemein  über  die  Druckcompo- 
nenten  ausgesagt  werden  kann.  — 

Wir  ziehen  aus  denselben  nun  einige  Folgerungen,  welche  die 
Art  der  Vertheilung  der  Druckkräfte  um  einen  Punkt  zu  veran- 
schaulichen geeignet  sind. 

Sei  durch  die  Stelle  x,  y,  x,  die  wir  kurz  den  Punkt  p  nennen 
wollen,  ein  Flächenelement  gelegt,  dessen  Orientirung  durch  die  Cosinus 
cos(n,  x)  =  a,  cos(n,  y)  =  ß,  cos(n,  z]  =  y  der  Winkel  bestimmt  ist> 
welche  seine,  wie  oben  festgesetzt,  positiv  gerechnete  Normale  n  mit 
den  Coordinatenaxen  einschliesst;  der  Druck  P^^,  welcher  gegen  das- 
selbe ausgeübt  wird,  schliesst  dann  Winkel  mit  den  Coordinaten- 
axen ein,  deren  Cosinus  a\  ß",  y   nach  (19")  gegeben  sind  durch: 

«'  =  -$^,    /?'  =  --",    r'=  f--  (28) 

Denkt  man  sich  eine  den  Druck  P^  repräsentirende  Länge  r  auf 
der  Richtung  dieses  Druckes  aufgetragen,  so  hat  der  Endpunkt  dieser 
Strecke  nach  den  letzten  Formeln  die  Coordinaten  l'  =  X^,  17'  =  F^ 
C  =  Z^.  Wechseln  wir  die  Orientirung  des  Flächenelementes,  d.  h.  die 
Richtung  von  n,  so  ändern  sich  X^,  T^,  Z^  und  demnach  die  Coordi- 
naten I',  7/,  cT;  der  Endpunkt  von  P^  beschreibt  dabei  eine  Ober- 
fläche, deren  Gestalt  wir  jetzt  untersuchen  wollen. 

Wir  haben  nach  (24)  und  (28)  zunächst,  da  /  =  P^  gemacht  ist, 

aP^=^^'^X^a  +  X^ß  +  X\y, 

ß'P^^  =  n'=  Y^a+Y^^ß+l\y,  (280 

und  erhalten  hieraus  die  Gleichung  der  Oberfläche,  wenn  wir  a,  ß,  /, 

die   sich   auf  eine  bestimmte  Lage  von  n  beziehen,  unter  Zuhülfe- 

nahme  der  Beziehung 

a'  +  ß'+f^l 
eliminiren. 
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Dies  geschieht,  indem  wir  die  Gleichungen  (28')  nach  a,  ß,  y 
auflösen,  wodurch  die  Formeln 

/S  =  r^.+  ^>.+  r^o  (28") 

y  =  l'^e+ ^'^x  +  Ci^s  ♦ 

entstehen  mögen,  und  die  Summe  ihrer  Quadrate  addiren.  Wir  er- 
halten so  die  Gleichung: 

1  =  d».  r  +  9.  ^'  +  ?.  D*  +  {?.  r + ;».  V + ?.  rr        ,oq^ 

in  der  die  ^^  und  q^  allein  von  den  Dnickcomponenten  X^, .  .  ,  X^ 
und  mit  ihnen  von  der  Orientirung  des  Coordinatensystemes  ab- 
hängen.    Hieraus  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

Legt  man  in  einem  deformirbaren  Körper  durch  einen 
gegebenen  PunktFlächenelemente  in  allen  möglichenLagen 
und  trägt  für  die  gegen  sie  wirkenden  Druckkräfte  P^  Re- 
präsentanten auf  deren  Richtungen  auf,  so  erfüllen  die 
^Endpunkte  dieser  Strecken  ein  dreiaxigesEllipsoid,  welches 
man  als  das  erste  Druckellipsoid  bezeichnet 

Richtungen  und  Grössen  der  Drucke  verhalten  sich  hier- 
nach symmetrisch  in  Bezug  auf  drei  zu  einander  normale 
^Lichtungen,  in  welchen  sie  die  grössten,  resp.  kleinsten 
Werthe  annehmen;  diese  Richtungen  heissen  die  Haupt- 
druckaxen  für  den  gegebenen  Punkt. 

Die  Lage  der  Hauptdruckaxen  bestimmt  sich  durch  dasselbe 
Verfahren,  welches  S.  355  zur  Bestimmung  der  Hauptdilatations- 
axen  angewandt  worden  ist. 

Führt  man  gemäss  (28')  Polarcoordinaten  durch  die  Formeln 

ein,  so  erhält  man  aus  (29): 

Wp^  +  ß'q^  +  fq^y  +  («'(?.  +  ß'p.  +  y'q.y  +  («  ^a  +  (Tq.  +  /p.)'  =  ^. ,  (290 
was  wieder  abgekürzt  werde  in 

Diese  Gleichungen  unterscheiden  sich  von  (8")  und  (8'")  nur  da- 
durch, dass  auf  der  rechten  Seite  1  an  Stelle  von  i?*  steht 

Die  a,  ß",  y\  welche  die  Richtungen  der  Hauptdruckaxen  be- 
stimmen, berechnen  sich  demgemäss,  wie  oben,  aus  den  Gleichungen 

p,A  +  q,B  +  q.G—  Qa=  0, 

q,A  +  p,B+q,G-uß'^Q,  (30) 

q,A  +  q,B  +  p,C-Qr'=Q 
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unter  Rücksicht  auf  die  Beziehung: 

«"  +  /?'* +  /'=!. 
Letztere  Gleichungen  werden  aber  identisch  erfüllt  durch 

A  +  Qd  =  0, 

5+(>/?'  =  0,         (>'  =  +(>^  (30') 

sie  bestimmen  demgemäss  zugleich  die  Lage  der  Hauptaxen  für  die 
Fläche  zweiten  Grades 

;>.«"  +  V^r  +  V^r'^  +  2^,/9>'  +  "Iq.ya  +  2^.a'/9'  =  ±  ;^,        (31) 

welche  kurz  das  zweite  Druckellipsoid  genannt  wird,  obgleich  sie 
nicht  stets  ein  Ellipsoid  zu  sein  braucht,  da  jp»,  p„  p,  grösser  und 
kleiner  als  Null  sein  können ;  R  bezeichnet  eine  willkürliche  Constante. 
Das  erste  und  das  zweite  Druckellipsoid  sind  also  coaxial. 

Das  zweite  Druckellipsoid  erscheint  auf  seine  Hauptaxen  bezogen, 
wenn  durch  die  Wahl  des  Coordinatensystemes,  was  wir  wieder  durch 
den  Index  "*  andeuten  wollen,  q^  =  q^  =  ^,'*  =  0  gemacht  ist. 

Setzen  wir  dies  voraus,  so  wird  das  System  (28")  zu: 

die  Einführung  dieser  Werthe  in  (28')  ergiebt: 

r = A;>,"r + AVK  V + A>.T, 

da  aber  dies  System  für  alle  |',  f/,  f  gelten  soll,  so  folgt  hieraus, 
dass  für  ein  mit  dem  System  der  Hauptdruckaxen  zusammenfallendes 
Coordinatensystem  gilt: 

Pi  =  ~X~^  *         P*  ^  ~Y~ö  9         P»  —  ~^~^  i  \y^  ) 

aber 

^;=0,      Z;=0,     A7=0.  (31'") 

Fallen  die  Coordinatenaxen  in  die  Hauptdruckaxen,  so 
verschwinden  die  gegen  die  Coordinatenebenen  wirkenden 
tangentialen  Druckcomponenten,  und  es  bleiben  nur  die 
normalen  übrig. 

Auf  die  Hauptdruckaxen  bezogen  werden  daher  die 
Gleichungen  der  beiden  Hauptdruckellipsoide: 

T  -  ? U      ^—.  4-  —^  _.  =  1 

(Ax)  [lu)  (A)  . 

t'i  „'2  y'i  \y^} 

TT  -i J-  -^ L  ->-       =4-  /?• 
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die  Axen  des  zweiten  sind  also  den  Quadratwurzeln  aus 
denen  des  ersten  proportional. 

Man  erkennt,  dass  das  sogenannte  zweite  Druckellipsoid  zu  einem 
Hyperboloid  wird,  wenn  eine  der  Grössen  XJ,  Y%  Z/  negativ  ist. 
Damit  auch  in  diesem  Falle  der  Punkt  p  rings  von  der  bezüglichen 
Fläche  umhüllt  werde,  ist  erforderlich,  dass  man  die  beiden  Vor- 
zeichen von  R  benutzt,  also  die  Druckfiäche  aus  dem  ein-  und  dem 
zweischaaligen  Hyperboloid  zusammensetzt  — 

Das  zweite  Druckellipsoid  gewinnt  seine  eigentliche  Wichtigkeit 
erst  bei  Beantwortung  der  Frage  nach  der  Lage  der  resultirenden 
Druckkraft  P^^,  welche  gegen  ein  gegebenes  Flächenelement  wirkt 

Denkt  man  die  Hauptdruckaxen  zu  Coordinatenaxen  gewählt, 
so  gelten  zwischen  den  Richtungscosinus  a,  ß,  y  der  Normalen  auf 
dem  Flächenelement  und  den  Richtungscosinus  a ,  /?',  /  der  Druck- 
kraft nach  (28')  und  (31'")  die  Beziehungen: 

«'P„  =  «x;,      ß-p^^ßY;,      r'Pn  =  rz:,  (33) 

aus  denen  folgt; 

a:ß':/=aX;:ßY;:rZ:.  (33') 

Diese  Formeln  haben  dieselbe  Gestalt  wie  (12");  man  kann 
also,  das  aus  jenen  gezogene  Resultat  den  hier  vorliegenden  um- 
ständen anpassend,  folgende  Regel  aussprechen,  welche  durch  die 
S.  357  gegebene  Figur  35  erläutert  wird. 

Um  die  Richtung  und  die  Grösse  des  Druckes  zu  finden, 
welcher  in  einem  gegebenen  Medium  an  der  Stelle  p  gegen 
ein  gegebenes  Flächenelement  wirkt,  construire  man  die  der 
betreffenden  Stelle  entsprechenden  beiden  Druckellipsoide, 
lege  an  das  zweite  eine  Tangentenebene  parallel  dem  ge- 
gebenen Flächenelement  und  ziehe  durch  die  Berührungs- 
stelle q  einen  Radiusvector  von  p  bis  zu  dem  ersten  Druck- 
ellipsoid; die  hierdurch  abgegrenzte  Streckejö^  repräsentirt 
nach  Richtung  und  Grösse  die  gesuchte  Druckkraft 

Diese  Construction  ergiebt  unmittelbar,  dass  im  Allgemeinen 
nur  gegen  Flächenelemente,  welche  normal  zu  den  Hauptdruckaxen 
stehen,  die  Drucke  senkrecht  wirken. 

üeber  den  Sinn,  in  welchem  man  hierbei  die  Druckkraft  rechnen 
muss,  entscheidet  am  einfachsten  die  Anwendung  auf  die  speciellen 
Fälle,  dass  die  Normale  in  eine  Hauptdruckaxe  fällt  Ist  z.  B.  -X^*<  0, 
so  wirkt,  wenn  die  Normale  in  die  +X-Richtung  fällt,  die  Druck- 
kraft parallel  der  —A'-Axe  und  das  Flächenelement  erleidet  eine  Zug- 
kraft; ist  A^*'>0,  so  wirkt  im  gleichen  Fall  die  Druckkraft  parallel 
der  -f-  X-Axe  und  das  Flächenelement  erleidet  eine  Druckkraft 
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Die  Anwendung  dieser  Begel  wollen  wir  an  der  Betrachtnng 
des  Schnittes  beider  Druckflächen  mit  der  XF- Ebene  zeigen  für 
den  Fall,  dassZ^*'>0,  5r*'<0  ist,  also  die  Schnittcurve  des  zweiten 
sogenannten  Druckellipsoides  zwei  Hyperbeln  giebt  (Figur  37). 

Wir  gehen  von  der  Lage 
der  Normale  in  der  +X-Axe 
aus,  welcher  eine  der  Nor- 
malen Wi  parallele  Kraft  P^ 
entspricht ;  der  zugehörige 
Schnittpunkt  ist  in  der  Figur 
mit  (I)  bezeichnet  Drehen 
wir  die  Normale  in  positiver 
Richtung,  so  wandert  der 
Berührungspunkt  der  zu  ihr 
senkrechten  Tangentenebene 
und  mit  ihr  die  Richtung  der 
Kraft  in  entgegengesetzter 
Richtung;  P,  und  w,  ent- 
sprechen dem  Berührungs- 
punkt (2).  Wird  das  Flächen- 
element der  Asymptote  par- 
allel, so  rückt  der  Schnitt- 
punkt (3)  in's  Unendliche; 
Fig.  37.  ihm  entspricht  P,  und  n,.  Bei 

weiterer  Drehung  gelangt 
man  zu  dem  Punkte  (4),  zu  welchem  P^  und  n^  gehören.  Liegt  endlich 
die  Normale  n^  in  der  +  F-Richtung,  so  fällt  der  Schnittpunkt  (5) 
in  die  —  F-Axe  und  ihr  parallel  wird  die  Kraft  P,,  in  üeberein- 
stimmung  mit  der  Annahme,  dass   F  *  <  0  sein  soll.  — 

Eine  besondere  Behandlung  verlangen  die  speciellen  Fälle,  dass 
eine  oder  zwei  der  Hauptdruckkräfte  verschwinden. 

Sei  zunächst  nur  Z/=0,  so  folgt  aus  |'=aP^,  7/=/9'P^, 
(^'  =  y  p^  und  aus  den  Gleichungen  (33) 

«'p„  =  «.Y/,      ß'p„  =  ßY,;,      r'Pn  =  rZ'„ 

dass  f  und  y'  gleich  Null,  aber 


=  r 


von  Null  verschieden  isi 

Demgemäss  laaten  die  Gleichungen  der  beiden  Druckellipsoide: 


I. 
IL 


,'S 


r  + 


(7,7 


,'« 


+ 


=  1  -  y-, 


(34) 
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Das  erste  Druckellipsoid  wird  also  zu  einer  elliptischen  Scheibe 
in  der  XF-Ebene,  deren  Centrum  dem  Werthe  y=l,  deren  Peri- 
pherie dem  Werthe  ^^  =  0  entspricht,  während  der  äusseren  ähnliche 
Ellipsen  mit  kleineren  Axen  für  andere  Werthe  y  gelten.  Das  zweite 
Druckellipsoid  verwandelt  sich  je  nach  dem  Vorzeichen  von  X^^  und 
Fy*  in  eine  Ellipse  oder  in  zwei  Hyperbeln  in  der  X7-Ebene  von 
willkürlichen  absoluten  Dimensionen.  Diese  Hülfscurve  ist  dann 
folgendermaassen  zu  benutzen,  um  die  Richtung  und  Grösse  des 
gegen  ein  gegebenes  Flächenelement  wirkenden  Druckes  zu  finden. 

Man  legt  parallel  der  Schnittgeraden  des  Flächenelementes  mit 
der  XY'Ebene  eine  Tangente  an  jene  Curve  (H)  und  zieht  vom 
Centrum  durch  den  Berührungspunkt  einen  Radiusvector  bis  zu 
derjenigen  Ellipse  (I),  welche  durch  das  dem  gegebenen  Flächen- 
element entsprechende  y  bestimmt  ist.  Die  so  erhaltene .  Strecke 
repräsentirt  nach  Grösse  und  Richtung  die  gesuchte  Druckkraft. 

Hieraus  folgt,  dass,  wenn  eine  Hauptdruckkraft  ver- 
schwindet, für  jede  Lage  des  Flächenelementes  der  Druck 
in  der  Ebene  der  beiden  übrigen  liegt,  sowie  ferner,  dass 
für  alle  Flächenelemente,  welche  jene  Ebene  in  derselben 
Geraden  schneiden,  die  Drucke  gleiche  Richtung,  aber  um 
80  grössere  Stärke  besitzen,  je  mehr  ihre  Normale  gegen 
dieRichtungdes  verschwindendenHauptdruckes  geneigt  ist. 

Verschwinden  zwei  Hauptdrucke,  z.  B.  X^""  und  Y%  so  muss 
^,  tj'  und  a,  ß  gleich  Null,  also  /  =  1,  aber 


=  a 


Von  Null  verschieden  sein. 

Die  Gleichungen  der  beiden  Druckellipsoide  werden  also: 


j-'« 


(-2.7  ^         '  '  (34') 

n.  _g_  =  ±  7?. 

Die  erste  Gleichung  giebt  ein  System  von  Strecken  parallel 
^er  Z'^-Axe  und  schreibt  sich,  da  cT  hier  wegen  y'  =  1  mit  F^ 
identisch  ist: 

Hieraus  folgt,  dass,  wenn  zwei  Hauptdrucke  ver- 
schwinden, der  gegen  ein  beliebig  gelegenes  Flächen- 
element wirkende  Druck  stets  in  die  Richtung  des  nicht 
verschwindendenHauptdruckes  fällt  und  mit  dem  Cosinus 
des    Winkels,    den    dessen    Richtung   mit    der    Richtung 
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der  Normale  zum  Flächenelement  einschliesst,  propor- 
tional ist  — 

Sollen  aus  den  Werthen  der  Druckcomponenten  X^^  Y^',  .  . . 
für  ein  Coordinatensystem  X\  Y\  Z'  die  entsprechenden  X  ,  Y ,  .  . , 
für  ein  anderes  X.  Y,  Z  berechnet  werden,  so  hat  man  folgender- 
maassen  zu  verfahren. 

Ist  wieder 

X  =  xa,  +  ya^  +  za,,  x  ^  x  a,  +  y  ß,  +  %  /,, 

y  =  xß,  +  yß,  +  zß,,  (35)     y==xa,  +  y' ß,  +  x  y,,         (351 

-'  =  XY,  +yy^  -[-  xy^,  z  =  x  a,  +  .v'/S,  +  x  y„ 

so  ist  auch:  ,^ 

A  =  A   a.^  Y  ß,  +  Z  y,, 

Y^X'a,+  Y'ß^  +  Z'y,,  (35") 

Z  =  A'ir.+  7'/?,  +  Z>.. 

Wir  haben  also,  wenn  wir  mit  {X\,  {Y\,  ...  die  Componenten 
bezeichnen,  die  parallel  den  Axen  A",  Y\  Z\  aber  auf  Flächen- 
elemente  normal  zu  A,   Y,  Z  wirken,  zunächst: 

A;  =  {XXa,  +  {Y\ß,  +  {Z\y,  u.  s.  f. 

Bestimmt   man   hierin    die  (A')^,.  ..  mit   Hülfe  des  System  es  (24), 

so  ergiebt  sich 

A^  =  ( Ay  cos {X, x)  +  Xy  cos (a:, y)  +  A/  cos  (x, z'))  a, 
+  (  y;  cos  {y,x')  +  F;  cos  {y,  y)  +  7/  cos  {y,  z^))  ß, 
+  {Z^  cos {z,x)  +  Zj^'  cos  {z, y')  +  Z^ cos {z,  z*))  y, ,  u.  s.  f., 

also  bei  Einführung  der  in  (35)  benutzten  Abkürzungen  für  cos(a;,ic')... 

X.  =  (AV  «.  +  X;  ß,  +  AV  y,)  a. 

+  (r;«.+  r;/?.+  r/y.)/?. 

+  (z;  a.  +  z;/?.  +  z;y,)y„  u.  8.  f. 

Führt  man  diese  Rechnung  bei   allen  Componenten   durch,  bo 
gelangt  man  zu  folgendem  System: 

x^=  a.«  XJ+  /?.'  r;  +  r;  z;  +  2ßr/,  r;  +  2  y, «.  z;  +  2  «,  /?,  x;, 
Y^ = a.«  .y;  +  /S.'  r;  +  y/  z;  +  2  /?.  y,  7;  +  2  y. «.  z;  +  2a.ß,  x;, 
z,  =  «.•  .y;  +  /?.•  r;  +  y:  z:  +  2ß,r,  y;  +  2  y. «.  z;  +  2  «.  /?.  j^;, 
y,  =  a,a.AV  +  /9./?,r;  +  y,y.z; 

+  iß,  r.  +  y,  /?.)  y;  +  (y. «.  +  «,  y.)  z;  +  («,  ß,  +  ß, «.)  a;,  (36) 
z^=.a,a,xj  +  ß.ß,Y;  +  r,r,z; 

+  iß,  r.  +  r.  /?.)  5;'  +  iy. «.  +  ß.  y.)  z;  +  («.  /?,  +  ß. «.)  x;, 
a;  =  «. «,  a;  +  /?.  ß,  r;  +  y.  /,  z; 

+  (/?.  y.  +  r.  ß.)  Y^  +  (y,  a,  +  «.  y,)  z;  +  (c,  /?.  +  /9. «.)  a;. 
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Dieses  System  zeigt  eine  grosse  Aehnlichkeit  mit  dem  für  die 
Deformationen  geltenden  (17)   und   lässt  sich  wie  jenes  umkehren. 
Man  gelangt  dadurch  zu  dem  neuen  System: 

^x'=  ^^  ^x+  ««*  ^y+  <  ^t+  2  ^,  a.  r,+  2  a,  a,  Z^+  2  a,  a,  A;,  (36') 

u.  s.  f. 

Fällt  das  Axenkreuz  X',  Y\  Z'  in  die  Hauptdruckaxen,  so  ist 

f;=  0,  z;= 0,  Ay=  o,  av= x;,  r;=  r;,  z;=  z;,  wobei  x:,  r;,  z; 

die  frühere  Bedeutung  haben,  und  das  System  (36)  wird  zu 
Wir  bemerken  beiläuiig,  dass  aus  diesen  Formeln  folgt 

x^  +  r^  +  z,  =  x;  +  r;  +  z;  =  x;  +  r;  +  2;.       (36'") 

Vergleicht  man  diese  Transformationsformeln  mit  dem  System  (42) 
auf  S.  22  und  ebenso  die  S.  375  an  das  erste  Druckellipsoid  ange- 
knüpften Bemerkungen  mit  dem  S.  20  Entwickelten,  so  gelangt 
man  schliesslich  noch  zu  folgendem  Resultat: 

Die  Normaldrucke 

sind  Tensor  com  ponenten  erster,  die  Tangen  tialcomponenten 

^x>    ^x>    ^y 

sind   solche   zweiter  Art   nach   den    Coordinatenaxen;    das 
zugehörige  Tensortripel  ist  dasjenige  der  Hauptdrucke 

§  31.    Mechanik  idealer  Hüssigkeiten.    Aufstellung  der  Grund- 
gleichungen;  Bedingungen  des  Gleichgewichtes. 

Die  Erscheinungen  des  Gleichgewichtes  und  der  Bewegung  von 
deformirbaren  Körpern  zerfallen  hinsichtlich  der  Anwendung,  welche 
die  in  den  beiden  letzten  Abschnitten  abgeleiteten  allgemeinen  Re- 
sultate auf  sie  finden,  in  mehrere  Gruppen  je  nach  den  An- 
nahmen über  den  Zusammenhang  zwischen  den  Druck- 
kräften und  den  Deformationen,  welche  ihre  Erklärung 
nöthig  macht 

Diese  Annahmen  sind  am  einfachsten  in  den  Gebieten,  welche 
man  als  die  gewöhnliche  Hydrostatik  und  Hydrodynamik 
bezeichnet  Zu  diesen  rechnet  man  die  Phänomene  des 
Gleichgewichtes  und  der  Bewegung  von  solchen  tropfbaren 
oder  gasförmigen  Flüssigkeiten,  welche  zwar  einer  Vo- 
lumen-, nicht   aber  einer  Gestaltänderung   einen   von   der 
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Trägheit  unabhängigen  Widerstand  entgegensetzen.  Da 
die  in  der  Natur  vorhandenen  Flüssigkeiten  ein  solches  Verhalten 
nicht  in  aller  Strenge  zeigen,  vielmehr  jeder  Art  von  Deformation 
einen  Reibungswiderstand  entgegensetzen,  kann  man  diejenigen,  mit 
welchen  sich  die  gewöhnliche  Hydrodynamik  beschäftigt,  auch  ideale 
Flüssigkeiten  nennen. 

Um  die  hervorgehobene  Eigenschaft  zur  Bestimmung  der  Druck- 
kräfte zu  verwerthen,  betrachten  wir  ein  unendlich  niedriges  cylindri- 
sches  Volumenelement  innerhalb  der  Flüssigkeit  und  überlegen,  dass, 
wenn   auf  dessen   Grundflächen   tangentiale  Drucke   wirken,    'diese 
nach   (23)   beiderseitig    gleich    und   entgegengesetzt   gerichtet   sind, 
also    die   ihnen    anliegenden  Flüssigkeitstheile   an   einander   hin  zu 
schieben  bestrebt  sind,  ohne  ihr  Volumen  zu  ändern.     Findet  nun 
eine  solche  Bewegung  keinen  Widerstand  in  der  Flüssigkeit,  so  er- 
leiden  die  Th eilchen,   auf  welche   die  Kräfte  wirken,   wegen   ihrer 
unendlich   kleinen    Masse    unendliche    Beschleunigungen.     Da   wir 
letztere  aber  als  in  der  Natur  unmöglich  betrachten,  so  gelangen 
wir  zu  dem  Satz: 

Innerhalb  einer  Flüssigkeit,  welche  einer  Verschiebung 
ihrer  Theile,  die  ohne  Volumenänderung  vor  sich  geht, 
keinen  Widerstand  entgegensetzt,  müssen  die  tangentialen 
Druckkräfte  verschwinden,  können  also  allein  normale 
Drucke  wirken. 

Wendet  man  hiemach  die  Formeln  (24)  auf  eine  ideale  Flüssig- 
keit an,  so  ergeben  sie 

.Y^  cos  (n,  x)  =  X  ^ ,     Yy  cos  (n,  y)=  Y^,     Z^  cos  (n,  z)  =  Z^. 

Da  nun  aber  nach  obigem  Satze  die  Resultirende  P^  normal  zu 
dem  Flächenelement  wirkt,  so  ist  auch  bei  Vertauschung  der  Be- 
zeichnung P^  mit  p 

X^  =  p  cos  (n,  x),       Y^  =  p  cos  (n,  y),       Z^=P  cos  (n,  x), 
und  die  Combination  beider  Systeme  ergiebt 

Hierin  liegt  folgender  weiterer  Satz: 

In  einer  idealen  Flüssigkeit  sind  die  normalen  Drucke 
in  jedem  Punkt  von  der  Lage  des  Flächenelementes,  gegen 
welches  sie  wirken,  unabhängig.  Der  Normaldruck  gegen 
die  Flächeneinheit,  den  wir  weiter  kurz  mit  p  bezeich- 
nen, ist  hier  also  nur  eine  Function  des  Ortes,  nicht  der 
Lage  der  Fläche. 

Nach    diesen   Eesultaten    reduciren   sich   die   allgemeinen  Be- 
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wegungsgleichungen  (25),  in  denen  wir,  um  nicht  x,  y,  z  in  doppelter 
Bedeutung  zu  benutzen,  passend  die  Geschwindigkeitscomponenten 

dx  dy  dx 

einfuhren,  auf: 

«^  =  e.Y-^.        ,?'4  =  6r_^,        e^  =  «z-^.         (37) 
dt  dx  dt  dy  dt  dx  ^     ' 

Da  in  diesen  drei  Formehi  fünf  Unbekannte,  nämlich  w,  v,  w,  6 
und  py  vorhanden  sind,  so  bedarf  man  zu  deren  Bestimmung  noch 
zweier  weiteren  Bedingungen. 

Die  eine  von  diesen  liefert  der  Ausdruck  des  allgemeinen  Ge- 
dankens, dass,  soweit  ein  Entstehen  oder  Verschwinden  von 
Flüssigkeit  ausgeschlossen  wird,  die  Dichte  c  und  das  Vo- 
lumen k  eines  Baumelementes  so  zusammenhängen  müssen,  dass  bei 
allen  Veränderungen  seine  ganze  Masse  w  =  6ä  unverändert  bleibt, 
also  gilt: 

d(^k)  =^  Bdk  +  kdt  =  0      oder      —  H — -  =  0, 

falls  das  Zeichen  d  die  in  der  Zeit  dt  statttindende  Aenderung  be- 
zeichnet    Nun  ist  aber  nach  (15): 

dk        t.  ,  ,  ddx    ,    ddy    ^    ddx 

k  X  '    ^y  '      Ä        dx  dy  dx 

'wir  erhalten  daher,  wenn  wir  wieder  die  Geschwindigkeiten  w,  v,  w 
einführen,  die  Beziehung: 

du         dv         di€         l  de        ^  ^oox 

und  damit  den  gesuchten  Zusammenhang  zwischen  u,  v,  w  und  «.  Die 
gefundene  Formel  trägt  den  Namen  der  Continuitätsgleichung. 

Die  zweite  der  ergänzenden  Bedingungen  pflegt  eine  specielle 
Eigenschaft  der  Dichte  «  für  die  behandelte  Flüssigkeit  auszu- 
drücken. 

Der  einfachste  Fall  ist  der,  dass  die  Dichte  sich  bei  dem 
betrachteten  Vorgang  weder  räumlich  noch  zeitlich  in 
merklicher  Weise  ändert,  d.  h.  dass  gilt: 

6  =  Const  (38') 

Dem  schliesst  sich  der  zweite  an,  dass  die  Dichte  eine  vorge- 
geschriebene  Function  allein  der  Coordinaten  ist,  dass 
also  gilt: 

Dies  tritt  z.  B.  angenähert  dann  ein,  wenn  eine  Flüssigkeit  sich 
zwischen   ungleich   temperirten   Wänden   so   langsam   bewegt,   dass 


384  Mechanik  deformirbarer  Körper. 

ihre  Temperatur  an  jeder  Stelle  merklich  dieselbe  ist,  als  wenn  die 
Flüssigkeit  ruhte;  es  gilt  streng,  wenn  sie  factisch  in  Buhe  ist 
Auch  der  Fall  einer  mit  dem  Ort  in  vorgeschriebener  Weise  wechseln- 
den chemischen  Natur  gehört  hierher. 

Der  wichtigste  Fall  ist  der  dritte,  dass  die  Dichte  eine  vor- 
geschriebene Function  allein  des  Druckes  ist,  dass  also  gilt 

6  =  F{p).  (38-) 

Die  Bedingungen  (38")  und  (38'")  umfassen  natürlich  (88')  als 
speciellen  Fall;  doch  ist  es  vortheilhaft,  die  letztere  für  sich  zu 
stellen.  Complicirtere  Fälle  als  die  vorgenannten  mögen  hier  aus- 
geschlossen bleiben. 

Bei  tropfbaren  Flüssigkeiten  betrachtet  man  für  die  meisten 
Anwendungen  die  Dichte  als  con staut;  für  andere  stellt  man  ihre 
Abhängigkeit  vom  Druck  p  und  der  Temperatur  r  durch  Interpola- 
tionsformeln dar,  am  einfachsten  durch  lineare,  z.  B.  durch 

€  =  €o  (I  -  /9  (r  -  ro)  +  r[p-'  Po)), 

in  welchen  6o  die  Dichte  bei  dem  Druck  p^  und  der  Temperatur  t, 
bezeichnet,  ß  und  y  aber  Constant^  sind. 

Bei  gasförmigen  Flüssigkeiten  ist  für  die  meisten  Anwen- 
dungen die  entsprechende  Abhängigkeit  in  genügender  Schärfe  durch 
das  Gesetz  von  Mabiotte  und  Gay-Lussac  dargestellt,  welches  lautet: 

^^      P_i±az^^  (391 

hierin  ist  s^  wiederum  die  dem  speciellen  Druck  p^  und  der  speciellen 
Temperatur  r«  entsprechende  Dichte. 

Das  Gesetz,  dem  die  Temperatur  innerhalb  der  Flüssigkeit  folgt, 
bestimmt  sich  im  Zustand  der  Ruhe  ziemlich  einfach  nach  den 
Grundsätzen  der  Wärmetheorie  durch  die  äusseren  Umstände,  denen 
die  Flüssigkeit  unterworfen  ist.  Für  den  Fall  der  Bewegung  com- 
pliciren  sich,  besonders  bei  den  Gasen,  die  Verhältnisse  in  Folge 
einer  Eigcnthümlichkeit,  deren  hier,  gewisser  Anwendungen  wegen, 
Erwähnung  gethan  werden  muss. 

Nach  der  Erfahrung,  auf  die  bereits  S.  179  hingewiesen  worden 
ist,  bewirken  mechanische  Einwirkungen  in  deformirbaren  Körpern 
häufig  Wärmeentwickelungen,  in  denen  ein  Theil  der  an  ihnen  ge- 
leisteten Arbeit  fortbesteht.  So  erwärmen  sich  z.  B.  alle  Körper, 
wenn  man  auf  sie  einen  allseitig  gleichen  Druck  ausübt;  bei  den 
sogenannten  festen  und  bei  den  tropfbar  flüssigen  Körpern  ist  diese 
Erwärmung  meist  sehr  gering,  so  dass  sie  sich  der  Wahrnehmung 
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fast  entzieht,  bei  gasförmigen  ist  sie  relativ  bedeutend.  Dieser  Um- 
stand ist  für  unsere  Ueberlegungen  von  Wichtigkeit. 

Während  nämlich  eine  tropfbare  Flüssigkeit,  die  ursprünglich 
gleiche  Temperatur  besass  und  überall  mit  gleich  warmen  Körpern 
in  Berührung  ist,  bei  der  Bewegung  ihre  Temperatur  und  daher 
ihre  Dichte  merklich  beibehält,  treten  bei  einem  Gase  unter  den- 
selben Umständen,  da  die  Bewegung  im  Allgemeinen  jedes  Theilchen 
einer  Druckänderung  unterwirft,  Temperaturdifferenzen  auf,  die  sich 
in  sehr  complicirter  Weise  durch  Leitung  und  Strahlung  ausgleichen 
und  auf  die  Dichte  sehr  merklich  einwirken.  In  Folge  dessen  müssen 
wir  weiterhin  auf.  eine  strenge  Behandlung  der  Bewegungserschei- 
üungen  der  Gase  verzichten  und  beschränken  uns  in  einigen  ein- 
fachen Beispielen  auf  zwei  extreme  Fälle;  erstens;  die  Wärmeleitung 
ist  so  vollständig,  dass  die  Temperatur  als  stets  und  überall  gleich 
angesehen  werden  kann,  dann  gilt  nach  (39'): 

6  =  Cp,  (39") 

worin  G  eine  Constante  ist;  zweitens:  die  Wärmeleitung  ist  so  gering, 
dass  von  ihr  vollständig  abgesehen  werden  kann ;  dann  gilt  nach  Be- 
trachtungen der  mechanischen  Wärmetheorie 

6"  =  C>,  (39'") 

"wobei  X  das  Verhältniss  der  specifischen  Wärmen  des  Gases  bei 
constantem  Druck  und  constantem  Volumen,  (f  eine  Constante  be- 
zeichnet   X  hat  für  Luft  nahe  den  Werth  ]/2  =  1,41.  — 

Die  vorstehenden  fünf  Gleichungen,  nämlich  die  vier  in  (37), 
(38)  und  die  fünfte  von  (38')  bis  (39"')  in  verschiedener  Weise  ge- 
gebene, bestimmen  das  Verhalten  der  Flüssigkeit  in  jedem  Punkte; 
sie  stellen  die  Hauptgleichungen  für  die  Mechanik  idealer  Flüssig- 
keiten dar.  Zu  ihnen  kommen  die  Bedingungen,  welche  für  die 
Begrenzungsflächen  aus  den  allgemeinen  Betrachtungen  auf  S.  361 
und  S.  372  folgen. 

Die  Flüssigkeit  kann  von  einer  anderen  Flüssigkeit  oder,  was 
der  für  uns  wichtigere  Fall  ist,  von  einem  starren  Körper  begrenzt 
werden;  in  jedem  Fall  müssen  nach  (18')  die  Verrückungs-  und  so- 
mit auch  die  Geschwindigkeitscomponenten  normal  zur  Grenze  für 
die  beiderseitig  einem  Element  der  Oberfläche  anliegenden  Massen 
gleich  sein;  es  muss  also,  falls  ü,  v,  w  und  ?7^.,  r^,  w^  die  Compo- 
nenten  parallel  den  Coordinateuaxen  sind,  gelten: 

{^--'ü^ cos (n, oj)  +  (y  —  rj cos ^i^ y)  -f-  {w  —  w^^ cos {n,  \)  =  0.     (40) 
Zugleich    müssen    nach    (27)  die   von   beiden  Seiten  gegen  die 

W.  Voigt,  Mechanik.    Zweite  Aufl.  25 
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Grenze  wirkenden  Drucke  gleich  gross  und  entgegengesetzt  gerichtet 

sein,  es  muss  also  gelten: 

p  =  p,.  (40') 

Wird  die  Grenze  durch  einen  starren  Körper  gebildet^  der 
jedem  beliebigen  Druck  eine  ihm  gleiche  Keaction  entgegensetzt 
so  giebt  die  letzte  Formel  keine  Bedingung  für  p,  sondern  nur  die 
Bestimmung  der  Wirkung,  welche  der  Körper  seitens  der  Flüssigkeit 
erfährt  Ist  die  Flüssigkeit  tropfbar  und  durch  ein  Gas  begrenzt, 
innerhalb  dessen  man  unter  gewissen  Voraussetzungen  den  Druck 
als  constant,  bei  hinreichend  starker  Verdünnung  gleich  Null  an- 
sehen kann,  —  besitzt  sie,  wie  man  in  einem  weiteren  Sinne  sagt, 
eine  freie  Oberfläche,  —  so  giebt  die  erste  Gleichung  keine  Be- 
dingung für  die  Flüssigkeitsbewegung,  wohl  aber  die  zweite,  welche 

die  Form  gewinnt: 

p  =  Const 

Die  Gleichung  F{x,y,  Zyt)  =  0  für  die  Oberfläche  der  Flüssig- 
keit bestimmt  sich,  soweit  diese  nicht  durch  gegebene  feste  oder 
bewegte  Wände  vorgeschrieben  ist,  aus  der  Bedingung  (18),  welche 
hier  die  Form  annimmt 

dt  ox  ay  dx  ^       ' 

wenn  daneben  noch  der  Werth  von  F  für  einen  beliebigen  Zeit- 
punkt gegeben  ist 

Ist  die  Oberfläche  von  unveränderlicher  Gestalt  und  Lage,  also 
ü^  ==  T>^  =z  Wj^  z=  0,  so  tritt  an  Stelle  von  (40)  die  Bedingung: 

w  cos  (n,  x)  +  V  cos  {n,  y)  +  w  cos  (n, :;)  =  0.  —  (40'") 

Wir  wenden  uns  nun  von  diesen  allgemeinen  Betrachtungen  zu 
dem  speciellen  Problem  des  Gleichgewichtes  einer  Flüssigkeit, 
d.  h.  zur  Entwickelung  der  Bedingungen,  unter  welchen  eine  be- 
liebigen Kräften  unterworfene  Flüssigkeit  überhaupt  ruhen  kann, 
und  zur  Untersuchung  der  charakteristischen  Eigenschaften  der  mög- 
lichen Gleichgewichtszustände. 

Für  den  Fall  der  Ruhe  sind  u,  v,  w  gleich  Null;  demzufolge 
nehmen  die  Hauptgleichungen  (37)  die  Form  an: 

*A'=-^^,         eY=^,         bZ=P-,  (41) 

OX  ^  oy  ^  ox  ^  ^     ' 

wobei  nun  s,  X,  Y,  Z,  und  p  zeitlich  constant  sind.  Gleichung  (38) 
wird  durch  eine  von  der  Zeit  unabhängige  Dichtigkeit  identisch  er- 
füllt; es  kommen  also  nur  noch  die  Beziehungen  (38')  bis  (39'")  in 
Betracht 
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Von  den  Oberflächenbedingungen  sind  die  auf  die  Geschwindig- 
keiten bezüglichen  im  Falle  der  Buhe  identisch  erfüllt;  die  für  den 
Druck  aufgestellten  bleiben  in  Gültigkeit. 

Man  bemerkt;  dass  je  nach  der  Eigenschaft  von  6  die  Kräfte 
X,  Yj  Z  verschiedenen  Bedingungen  genügen  müssen,  damit  die 
Gleichungen  (41)  überhaupt  erfüllt  werden  können,  Gleichgewicht 
also  möglich  ist. 

Ist  6  constant  oder  eine  Function  des  Druckes  j9  allein, 

so  kann  man  setzen 

1  ^  dll^ 

e  dp 

WO  auch  n  nur  von  p  abhängt,  und  die  Gleichungen  (41)  schreiben: 

^       dH  V       dU  r.       dn 

Hier  müssen  also  die  Componenten  X,  F,  Z  der  auf  die  Massen- 
einheit bezogenen  Kräfte  die  Form  von  partiellen  DiflFerential- 
quotienten  derselben  Function  nach  den  Goordinaten  haben,  und 
man  kann  den  Satz  aussprechen: 

Eine  Flüssigkeit,  deren  Dichte  eine  Function  des 
Druckes  allein  oder  aber  constant  ist,  kann  nur  unter  der 
Wirkung  von  Kräften  im  Gleichgwicht  verharren,  welche 
Potentiale  besitzen. 

Die  Bedingungen  für  die  Existenz  eines  Potentiales  zu  gegebenen 
Componenten  -X,  F,  Z  erhält  man  nach  den  Formeln  (82')  des  ersten 
Theiles  oder  direct  durch  Elimination  von  77  in  der  Gestalt: 

■      (41') 

Ist  hingegen  die  Dichte  «  eine  Function  nur  der  Goordi- 
naten, so  müssen  die  Producte  «X,  €  7,  cZ,  d.  h.  die  Componenten 
der  auf  die  Volumeneinheit  bezogenen  Kräfte,  die  Form  von  Diflfe- 
rentialquotieuten  einer  Function  nach  den  Goordinaten  haben;  die 
Bedingungen  hierfür  sind  entsprechend  durch  Elimination  von  p  zu 
erhalten  und  lauten: 


dY        dZ 

dZ        dX 

dX        dY 

dx   ~   dy  ' 

dx   ""    dx   ' 

dy    ""    öa; 

dBY        deZ 

d  B  Z        d  e  X 

deX        de} 

dx    ~    dy    ' 

dx    ~    dx    ' 

dy    ""     dx 

Hieraus  kann  man  eine  Bedingung  ableiten,  welcher  die  Kräfte 
allein  für  jedes  beliebige  Gesetz  e  =  f{x,y,  x)  genügen  müssen,  in- 
dem man  e  eliminirt.  Fasst  man  nämlich  vorstehende  Gleichungen 
in  der  ausführlichen  Form 


1 
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^  dx     '    ^    ö* 

dx              dx 

d  X    ,    V   ö  fi 

dX    ,    ^    de 
dy              dy 

(41") 


mit  den   Factoren   X,   Y,  Z  zusammeD   und   bedenkt,  dass   6  nicht 
stets  Null  sein  kann,  so  erhält  man: 

^r(dY  dZ\        ,        ^(dZ  dX\^^(dX  dY\  r.  f.y,,. 

Eine    Flüssigkeit,    deren    Dichte    eine    Function    der- 
Coordinaten   allein   ist,   kann   im    Gleichgwicht   nur   untetr: 
der   Wirkung   von   Kräften   verharren,    welche  dieser   Be 
dingung    genügen.      Die    Dichtigkeit    und    die   Kräfte    zu        ^^ 
sammen    haben   überdies   noch  zwei  der  Gleichungen  (41'   ""*^"^ 
zu  erfüllen. 

Haben  die  Kräfte  ein  Potential  </>,  das  natürlich  ebenso  wü  ^yüle 
die  Kräfte  K,  X,  Y,  Z  in  diesem  Theil  auf  die  Masseneinheir  ^it 
bezogen,  also  in  anderem  Sinne  als  früher  zu  verstehen  ist,  so  i^mr  ist 
die  letzte  Bedingung  identisch  erfüllt  und  die  Gleichungen  (41^Är  1") 
reduciren  sich  auf: 

de       de       de  ^^    ^   rw        ^  ^      ^^      ö<l> 

X      dy      dx  dx        dy       dx 

öe^^a^  öe^,^    5  0  de  _  rp  ^  d  0 

öa?  ~"         dx^  dy  ~'         dy^  dx'~  dx^ 

und  somit 

worin  F  eine  Function  von  x,  y,  %  bezeichnet 

Da  in  der  letzten  Formel  links  ein  vollständiges  DiflFerentS^Ä^ 
steht,  so  muss  der  Ausdruck  rechts  gleichfalls  ein  solches  darstelle'  -^5 
d.  h.  es  darf  jf^  die  Coordinaten  x,  y,  z  nur  in  der  Verbindung  * 

enthalten,  und  dasselbe  gilt  offenbar  dann  auch  für  6.     Daher  fol ^ 

der  Satz: 

Wirken  auf  eine  Flüssigkeit,  deren  Dichte  eine  Fun       c- 
tion  der  Coordinaten  ist,  Kräfte,  welche  ein  Potential  habe       d? 
80  ist    Gleichgewicht   nur   möglich,    wenn    in  Flächen  co    ^ä" 
stauten  Potentiales  auch  die  Dichte  constant  ist 

Hieraus  folgt  unter  Anderem,  dass   die   Zwischengrenzen  v^o/^ 
Flüssigkeiten,  welche  verschiedene  Dichte  besitzen,  unter  der  ^ir- 
kung  eines  Potentiales  im  Zustande  des  Gleichgewichtes  stets  PoteB- 
tialäächen  sein  müssen.  — 


oder 
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§  32.   Mechanik  idealer  Flüssigkeiten.    Bestimmung  des  Druckes  und 
der  Gestalt  einer  ruhenden  Flüssigkeit;  Beispiele. 

Sind  für  eine  ideale  Flüssigkeit  die  Verhältnisse  der  Kräfte 
und  das  Gesetz  der  Dichtigkeit  derartig  gegeben,  dass  Gleichgewicht 
stattfinden  kann,  so  bietet  sich  die  doppelte  Aufgabe,  das  Gesetz, 
welchem  der  Druck  im  Inneren  folgt,  abzuleiten  und  die  Gestalt 
der  freien  Oberfläche  —  wenn  eine  solche  möglich  ist  —  zu  finden. 

Die  erste  Aufgabe  erfordert  die  Bestimmung  von  p  aus  den 
Gleichungen  (41);  diese  sind  hierzu  mit  den  Factoren  dz,  dy,  dz 
zusammenzufassen  und  ergeben  so,  wenn  überhaupt  Gleichgewicht 
möglich  ist,  die  nach  dem  Vorstehenden  jederzeit  entweder  direct 
oder  nach  Division  mit  e  integrable  Gleichung: 

e(Xdx  +  Ydy  +  Zdx)  =  dp.  (42) 

Hierin  bezeichnet  dp  die  Aenderung  des  Druckes  längs  des- 
jenigen Linienelementes  ds,  dessen  Projectionen  auf  die  Coordinaten- 
axen  dx,  dy,  dz  sind;  dasselbe  ds  tritt  auf  der  linken  Seite  der 
Gleichung  auf,  wenn  man  dort  die  Componente  P  der  Kraft  parallel 
ds  einfuhrt,  also  schreibt: 

ePds  =  dp.  (42') 

Denkt  man  sich  ein  cylindrisches  Volumenelement  vom  Querschnitt  q 
mit  der  Axe  in  ds  gelegt,  so  spricht  die  aus  (42 )  folgende  Gleichung 
iPqds  =  qdp  den  einleuchtenden  Satz  aus,  dass  der  Druck  auf 
die  erste  Grundfläche  um  so  viel  kleiner  ist  wie  der  auf 
die  zweite,  als  die  auf  das  Volumenelement  qds  parallel 
der  Axe  ausgeübte  Kraft  ePqds  beträgt. 

Integriren  wir  die  Formel  (42')  über  ein  beliebiges  innerhalb 
der  Flüssigkeit  von  einer  Stelle  (0)  bis  zu  einer  Stelle  (1)  verlaufen- 
des Ourvenstück,  so  erhalten  wir: 

(1) 
p,+j6Pds=p,.  (42") 

(0) 

Diese  Gleichung,  die  für  jedes  e  und  P  gilt,  mit  welchem  über- 
haupt Gleichgewicht  vereinbar  ist,  gestattet  natürlich  eine  Ausrechnung 
tiur  dann,  wenn  e  und  P  als  Functionen  der  Coordinaten  gegeben 
^ind;  in  diesem  Falle  wird  sie  gelegentlich  mit  Vortheil  statt  der 
lianptgleichungen  (41)  als  Ausgangspunkt  für  die  Lösung  specieller 
I^robleme  benutzt  und  führt  dann  den  Namen  des  Canalprincipes. 

Der  Druck  an  der  ganz  beliebigen  Stelle  (1)  erscheint  in  (42") 
Zusammengesetzt  aus  dem  Druck  in  (0)  und  dem  hiervon  durchaus 
unabhängigen  Zuwachs,   welcher  die   Folge   der  äusseren  Kraft  ist. 
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In  diesem  Sinne  hat  man  den  bekannten  Satz  zu  verstehen,  dass 
der  Druck  sich  in  einer  ruhenden  Flüssigkeit  von  jeder 
Stelle  aus  nach  allen  Seiten  hin  mit  gleicher  Stärke  fort- 
pflanzt 

Fehlen  äussere  Kräfte,  so  ist  der  Druck  überall  der  gleiche. 
Dasselbe  gilt  angenähert,  wenn  die  Dichte  der  betrachteten  Flüssig- 
keit sehr  gering  und  darum  fePds  neben  dem  Gesammtdruck  zu 
vernachlässigen  ist,  so  z.  B.  bei  einem  Gasquantum,  welches  an  der 
Oberfläche  der  Erde  der  Schwere  unterworfen  ist  Hierauf  be- 
ruht, dass  manKörper  auch  von  beträchtlicher  Ausdehnung, 
die  sich  in  der  Erdatmosphäre  befinden,  in  vielen  Fällen 
als  an  allen  Stellen  dem  gleichen  Druck  unterworfen  an- 
sehen kann. 

Verläuft  die  Curve  s  zwischen  zwei  Stellen,  an  welchen  der 
gleiche  Druck  herrscht,  z.  B.  von  der  freien  Oberfläche  zur  freien 
Oberfläche,  oder  aber  von  einem  inneren  Punkt  zu  demselben  zurück, 
so  wird  aus  der  Gleichung  (42")  specieller: 

(1) 
JePds  =  0.—  (42'"> 

10) 

Im  Falle  die  Kräfte  ein  Potential  </>  haben,  ist  nach  dens. 
Früheren  jederzeit  durch  Integration  aus  (42')  ein  Resultat  von  der* 
Form  abzuleiten 

P  =  ^(*,  o);  (43;> 

darin  bezeichnet  c  die  Integration sconstante,  welche  sich  bestimmt, 
wenn  der  Druck  an  irgend  einer  Stelle  gegeben  ist  Hieraus  folgt 
der  Satz: 

Haben  die  wirkenden  Kräfte  ein  Potential,  so  sind  die 
Flächen  constanten  Druckes  Potentialflächen,  stehen  also 
überall  normal  zu  der  Richtung  der  resultirenden  Kraft 

Dies  gilt  insbesondere  auch  für  die  Oberfläche,  welche  eine 
tropfbare  Flüssigkeit  nach  einem  Gase  oder  nach  dem  leeren  Räume 
hin  begrenzt,  und  welche  man,  wie  oben  gesagt,  kurz  ihre  freie 
Oberfläche  nennt;  denn  dort  ist  nach  dem  Früheren  der  Druck 
coustant,  z.  B.  gleich  Null  gegeben.  Da  die  Flächen  constanten 
Potentiales  freie  Oberflächen  einer  Flüssigkeitsmenge  sein  können, 
führen  sie  auch  den  Namen  Niveau  flächen.  Besitzt  die  Flüssig- 
keit mehrere  getrennte  freie  Obertiächenstücke,  auf  denen  verschie- 
dene Drucke  lasten,  so  sind  dieselben  auch  Theile  verschiedener 
Niveauflächen,  deren  Lagen  durch  die  Werthe  der  in  ihnen  statt- 
findenden Drucke  sich  bestimmen. 
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Ist  die  Dichte  als  Function  nur  der  Coordinaten  gegeben,  so 
nimmt  die  Gleichung  (43)  die  specielle  Form  an 

p^cjsdip,  (43') 

ist  sie  nur  eine  Function  des  Druckes^  so  die  andere 

*^^  =  c  -  0.  —  (43") 


n 


e 

Wir  gehen  nun  zu  Anwendungen  der  oben  entwickelten  allge- 
meinen Resultate  über. 

1.  Es  sei  eine  Flüssigkeit  mit  nur  von  den  Coordi- 
naten^ nicht  aber  vom  Drucke  abhängiger  Dichte  €  unter 
der  Wirkung  der  Schwere  gegeben. 

Das  Potential  der  Schwere  ist,  falls  die  Z-Axe  vertical  nach 
oben  positiv  gerechnet  und  nach  S.  135  über  die  willkürliche  addi- 
tive Constante  verfügt  wird, 

iD  =  +  gx.; 

es  ist  also  Gleichgewicht  nur  möglich,  wenn  die  Dichte  (und  somit 
der  Druck)  in  horizontalen  Ebenen  constant,  also  eine  Function  von 
;  allein  ist. 

Die  Gleichung  (43')  nimmt  in  diesem  Pralle  die  Gestalt  an 

p  ■■=  c—gfedz,  (44) 

wobei  die  Constante  o  bestimmt  ist,  wenn  für  eine  Höhe  z  =  x^  der 
Druck  vorgeschrieben  ist.  Besitzt  die  Flüssigkeit  eine  freie  Ober- 
fläche, so  wird  in  dieser  p  gegeben  sein,  z.  B.  gleich  p^;  dann  lüsst 
sich  obige  Gleichung  schreiben 

«0 

P  =Po+  gf^dz  (44') 

und  giebt,  wenn  man  beide  Seiten  mit  der  Grösse  q  eines  an  der 
betrachteten  Stelle  in  beliebiger  Lage  construirten  Flächenelementes 
7  multiplicirt,  den  einfachen  Satz: 

Der  Druck,  den  ein  beliebiges  Flächenelement  7  inner- 
halb einer  schweren  Flüssigkeit  erleidet,  unterscheidet 
sich  von  dem  auf  das  gleiche  Element  der  freien  Ober- 
flächewirkenden qpt,  um  das  Gewicht  der  Flüssigkeitssäule, 
die  über  dem  an  seiner  Stelle  horizontal  gelegten  Flächen- 
element lasten  würde. 

Im  Vorstehenden  ist  stillschweigend  angenommen  worden,  dass 
die  Dichte  eine  eindeutige  Function  von  z  ist;  es  kommen  indessen 
auch  Fälle  vor,  wo  das  Gegentheil  stattfindet.  Besteht  z.  B.  die 
freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit  aus  mehreren  getrennten  Stücken, 
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80  sind  in  den  ihnen  benachbarten  Räumen  FlUBsigkeit«ii  verschie- 
dener Dichtigkeiten  möglich,  wie  z.  B.  in  den  sogenannten  commuiii- 
cirenden  ü-förniigen  Röhren. 

7.  Will  man  diesen  Fall  mit  Hülfe  der 

Gleichung  (44)  erledigen,  ao  hat  man  den 
Raum  der  Flüssigkeit  in  Stücke  zu  zer- 
legen, in  deren  jedem  die  Dichte  eine 
eindeutige  Function  von  ^  ist,  am  besten 
durch  Poteutialtlächen ,  und  diese  geson- 
dert zu  behandeln. 

In  Figur  38  ist  die  horizontale  Flache 
durch  nb,  die  wir  als  Xy-Ebene  wählen, 
eine  solche  Grenze,  und  wir  können  dem — 
nach   filr  die   Über  ah  liegenden   Hiium^^ 
die  zwei  Formeln  aufstellen; 
p'=  rr—gjidx,       p"  =  c"  —  gje"di. 
Wendet  man  sie  auf  die  freien  Obei^ — 

flächen  an,  wo  der  Druck  resp.  p,,  p..  sein  möge,  und  auf  die  Fläch 

ah,  wo  er  p„  heisse,  so  ergiebt  sich 


Fig.  3a. 


;-.  =  -?/* 


di, 


P..  =  -9J^"dx,, 


(44 


woraus  durch  Elimination  von  j)„  folgt: 

"•-'■•-»(/■■''-■ -/''H- 

0  0 

Einfacher  erledigt  sich  das  Problem  mit  Hülfe  des  in  Gleichun 
(42")  ausgesprochenen  Canatprincipeü,   da  bei  demselben   über   de= 
Verhalten  von  e  gar   nichts  vorausgesetzt  ist.     Die  Gleichung  gieB 
in  unserem  Falle,  da  P,  d.  h.  die  Componente  der  Schwere  nach 
gleich   -gid-^jds)  ist,  ^^^ 

p,~p,  =-gjs~ds; 
II) 
der  Integrationsweg  ist  eine  innerhalb  der  Flüssigkeit  beliebig  vcr; 
der   freien    OberHäche  (1)   zu  (2)   verlaufende   Curre,    z,   B,  a/Jj' 
Diese  zerlegen  wir  in   die   drei  Theile  aß,  ßy,  yS,  von  denen  d  * 
mittlere  keinen  Beitrag  zum  Resultat  giebt,  da  die  zwischen  denselb« 
Horizontalebenen   liegenden   Curvenelemcote   sich   in  ihrer  Wirku^: 
aufheben;  die  anderen  Theile  abtT  liefern  das  vorige  Resultat: 


p,-p,  =~g\^Jt-d^+Je"dxj. 
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Ist  die  Dichte  constant,  so  giebt  diese  Formel: 

P.-P.  =  ^9{K-Ky,  (44'") 

die  Höhendifferenz  h,  —  h^  =  h  misst  also  die  Druckdifferenz  /?,  —  p,. 
Bei  dem  Barometer  ist  der  Druck  auf  die  eine  Flüssigkeits- 
i=».\        Oberfläche  verschwindend,  (/?,  =  0),  also: 

l  ^i       bei  dem  offenen  Manometer  gleich  dem  in  der  freien  Luft  herr- 
schenden p^,  also: 

P^  =  Pa  +  ^9h\ 

bei  dem  geschlossenen  Manometer  befindet  sich  über  der  Fläche(l) 

ein  in  ein  verticales  Rohr  gefasstes  Luftquantum,  dessen  Druck  von 

dem  Räume  abhängt,   der  ihm   gewährt  ist     Setzt  man  die  ganze 

^änge  des  Rohres  von  der  XT- Ebene  ab  gleich  H  und  den  Druck, 

^en   das  Gas  ausübt,  wenn  es  diesen  Raum  erfüllt,  gleich  p,  so  ist 

cZer    Druck  /?,,  wenn  die  Flüssigkeit  in  dem  Rohr  bis  ä,  steht, 

H 

^^o»  nach  (39")  sind  bei  gleicher  Temperatur  die  Drucke,  welche 
^^ri  Gasquantum  ausübt,  den  eingenommenen  Räumen  indirect  pro- 
I^^^^^tional;  also  folgt  hier: 

Die   Bequemlichkeit,  welche   das   liierdurch   erklärte  Verfahren 

"^^^itzt,  Drucke  durch  die   Höhe  von   Hüssigkeitssäulen  zu  messen, 

^^-t;   zu  einer  zweiten   technischen  Druckeinheit  geführt,  welche  von 

^j  C5»^  Q^gjj  erwähnten  abweicht    Da  der  mittlere  Luftdruck  im  Meeres- 


\ 


^^'^«au  durch  eine  Quecksilbersäule  von  0®  C.  Temperatur  und  ca.  76  cm 
*^^lie  gegeben  wird,  so  nennt  man  den  von  dieser  ausgeübten  Druck 
^^njenigen  einer  Atmosphäre.  In  wissenschaftlichen  Druckein- 
^^iten  ergiebt  sich,  da  die  Dichte  des  Quecksilbers  bei  0^  C.  gleich 
^>€  zu  setzen  ist,  der  Druck  einer  Atmosphäre 

p^=:  13,6.981.76  =  1014000; 

^     technischen  Einheiten  ist  sie  gleich  dem   Gewicht  von  1,034  kg 
^^^nd  von  1  kg)  pro  Quadratcentimeter.  — 

Sind    in   unserem    obigen    Beispiel   die  Drucke   auf  die   beiden 
^^ien  Oberflächen  gleich,  so  folgt  aus  (44'): 

I  e  (Ix  =  I  6"  di, 

0  ü 

Sind  nur  zwei  Flüssigkeiten  von  den  constanten  Dichten  €,  und  €« 
^*^    dem  Gefass,  und  ist  in  der  Figur  38  aj\  ihre  Grenze,  so  giebt  dies 
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oder 

Die  Höhendiflferenzen  (ä,  —  ä/)  und  (fe,  —  ä/)  sind  direct  messbare 
Grössen,  und  ihre  Beobachtung  kann  nach  dieser  Formel  dazu  dienen, 
das  Verhältniss  der  Dichtigkeiten  e./ß,  zu  berechnen. 

2.  Wirkt  auf  die  Flüssigkeit  eine  Centralkraft,  die 
von  einem  ruhenden  Attrationscentruin  ausgeht,  so  sind  die 
Flächen  constanten  Potentiales  und  daher  die  constanter  Dichte  und 
Constanten  Druckes  concentrische  Kugeln. 

Ist  die  Kraft  eine  Anziehung  nach  dem  NBWTON'schen  Gesetz, 
so  ist 

r 

WO  M  die  anziehende  Masse,  r  ihre  Entfernung  von  der  betrachteten 
Stelle  und  f  die  Constante  des  NEWTON'schen  Gesetzes  bezeichnet. 
Wir  wollen  jetzt  annehmen,  die   Flüssigkeit  sei  ein   Gas  von 
nahe  constanter  Temperatur  und  folge  daher  dem  Gesetz  (39") 

so  wird  nach  Gleichung  (43'): 


fU 

Cj    p    =^-^ 
also 

1    .-,_^         ...      fif 


i/?=«  + 


Ist  die  anziehende  Masse  die  Erde,  deren  Wirkung  auf  äussejr« 
Punkte  nach  S.  344  dieselbe  ist,  als  wäre  ihre  Masse  in  ihro:i3i 
Centrum  concentrirt,  und  ist  der  Druck  an  ihrer  Oberfläche,  d.  1*. 
für  r  =  R,  gleich  p^  gegeben,  so  ergiebt  sich,  da  fMjR"  =  g  ist: 


ln(^«)=^C/f(;-^),      also       p  =  p.e'^'^^'l^-'l^\      (4 


;-^') 


Dies  ist  das  Gesetz,  nach  welchem  der  Druck  in  der  ruhen  de  i^ 
Erdatmosphäre  mit  wachsender  Entfernung  r  vom  Erdcentrum  ab- 
nehmen würde,  wenn  man  sowohl  den  Antheil  der  Masse  der  Atmc^- 
Sphäre  an  der  Gravitation,  als  auch  die  in  der  Atmosphäre  vorhat^' 
denen  TemperaturdiflFerenzeu  ignoriren  dürfte.  Ersteres  ist  unbe?- 
denklich  erlaubt,  so  lange  es  sich  nur  um  angenäherte  Betrachtung^ ^^ 
handelt.  Letzteres  wird  in  der  Nähe  der  Erde  nur  auf  klein^^ 
Entfernungen  gestattet  sein,  aber  von  einem  gewissen  Abstände  Ju^^ 
kann  man  vielleicht  die  Temperatur  als  nahe  gleich  der  im  Weitet»-  ^ 
räum  stattfindenden  ansehen,  und  wenn  man  unter  po,  g,  R  die  fe^ 
jene  Stelle  geltenden  Werthe  versteht,  gilt  die  Formel  auch  danP^- 
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Das  Wesentlichste  ihres  Inhaltes  ist  die  Eröffnung  der  Mög- 
lichkeit, dass  der  Druck  mit  unendlich  wachsendem  r  nicht  unter 
jede  Grenze  hin  abnimmt,  sondern  sich  einem  definitiven  Werthe 

p^  =  p,e-^^*  (45") 

annähert  Dies  würde  aussagen,  dass  die  Erdatmosphäre  keine 
Grenze  hätte,  dass  vielmehr  der  ganze  Weltenraum  mit  sehr  ver- 
dünntem Gase  erfüllt  wäre.  Die  Verdünnung,  wie  sie  durch  die 
vorstehende  Formel  für  jt?»  gegeben  wird,  ist  wahrscheinlich  so  un- 
geheuer, dass  von  dieser  Seite  kein  Einwand  gegen  die  gezogene 
Folgerung  zu  fürchten  sein  würde. 

Es  ist  nämlich  nach  ihrer  Definition  durch  Formel  (39")  die 
Constante  C  gleich  t^jpoj  worin  €„  und  p^  zwei  bei   derselben  Tem- 
peratur, wie  €  und  /?,   einander  entsprechende  Werthe  von  Dichte 
und  Druck  bezeichnen;    führt  man  die  Dichte  des   Quecksilbers  € 
und  die  p^,  entsprechende  Barometerhöhe  h^  ein,  so  ergiebt  sich 

gCR=  -*^. 

Wegen  des  enormen  Werthes  des  Verhältnisses  Rjho  ist  ver- 
muthlich  eoR/e^ho  eine  beträchtliche  Zahl  und  da  sie  in  (45")  mit 
negativem  Vorzeichen  im  Exponenten  steht,  das  Resultat  filr  je?» 
äusserst  klein. 

Ist  der  Weltraum  mit,  gleichviel  wie  dünnem,  Gase  erfüllt,  so 
kann  man  (bei  den  oben  erwähnten  Vernachlässigungen)  aus  dem 
Druck  an  der  Oberfläche  eines  Weltkörpers  Schlüsse  ziehen  auf 
denjenigen  an  der  Oberfläche  anderer.  Hierfür  ist  in  der  Formel  (45) 
nur  an  Stelle  des  Potentiales  fM/r  des  einen  Centrums  dasjenige 
aller  wirkenden  Centren  zu  setzen,  wodurch  man  erhält: 

lln(p)  =  c+r2-^--  (46) 

Von  den  Gliedern  der  Summe  rechts  giebt  nun  wegen  der 
grossen  gegenseitigen  Entfernung  der  Weltkörper  an  der  Oberfläche 
des  einen  (MJ  von  ihnen  nur  dasjenige  einen  merklichen  Beitrag, 
welches  dessen  Masse  als  Factor  enthält,  und  man  wird  daher, 
indem  man  die  Formel  das  eine  Mal  auf  die  Oberfläche  von  Jf^, 
das  andere  Mal  auf  die  von  Jf^  anwendet  und  die  Diflferenz  bildet, 
das  angenäherte  Resultat  erhalten 

'°(S)-''^(*-t)-  w 

worin  für  f  auch  g  B^/M  gesetzt  werden  kann,  unter  M  und  R  Masse 
und  Badius  der  Erde  verstanden. 
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Man  erhält  so 

eine  Formel,  welche  zeigt,  dass  schon  bei  ganz  unbedeutenden 
Werthen  der  Differenz  MjjR^^  —  ^^/^ä  ^^^  Drucke  p^^  und  Pj^  sich  sehr 
stark  von  einander  unterscheiden  müssen,  dass  also  Weltkörper  mit 
nur  etwas  kleineren  oder  grösseren  Massen  als  die  Erde  sehr  viel 
dünnere  oder  dichtere  Atmosphären  besitzen  müssen,  als  diese.  Es 
ist  bekannt,  dass  die  Beobachtung  dies  bestätigt 

3.  Wir  wollen  nun  eine  in  einem  Geföss  befindliche  tropfbare 
Flüssigkeit  betrachten,  die  unter  der  Wirkung  der  Schwere  um 
eine  verticale  Axe  derartig  in  Rotation  versetzt  ist,  dass  sie 
in  allen  Theilen  eine  constante  Winkelgeschwindigkeit  (o  besitzt 

Beziehen  wir  dieselbe  auf  ein   mit  ihr  rotirendes  Coordinaten- 
system,  so  können  wir,  weil  alle  ihre  Theile  relativ  zu  diesem  System 
ruhen,   nach  dem  S.  85  Entwickelten  von  der  absoluten  Bewegang 
abstrahiren,  wenn  wir  zu  den  gegebenen  Kräften   die   Wirkung  der 
Centrifugalkraft  hinzufügen. 

Die  gegebene  Kraft  ist  die  Schwere,  deren  Potential  nach  S.  39 1 
gleich  gx  ist,  falls  man  die  positive  Seite  der  in  die  Rotationsaxe 
fallenden  Z-Axe  nach  oben  legt.  Die  Centrifugalkraft  stellt  eine 
Abstossungskraft  dar,  die  von  der  Rotationsaxe  hinweggerichtet  ist 
und,  auf  die  Masseneinheit  bezogen,  die  Grösse  (ü*yx*4-.y'  =  ß>*  « 
besitzt,  wobei  e  den  senkrechten  Abstand  von  der  Rotationsaxe  b^3- 
zeichnet;  ihr  Potential  ist  demnach  gleich  —^ofe". 

Somit  lautet  das  Gesammtpotential 

Q>  =^gz  —  \(o*e* 
und  die  Gleichung  (43')  nimmt  die  Form  an 

Die  Dichtigkeit  «  muss  in  den  Flächen   von   den  Gleichunger:^^^^ 

0=-c',    d.    h. 

(unter  c   eine  Constante  verstanden)  constant  sein;  dasselbe  gilt  vob^^^ 
Druck  p.   Diese  Flächen  sind  parallele  Rotationsparaboloide  mit  de      ^ 
Z-Axe  als  Axe.  Eine  von  ihnen  ist  die  freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit     ' 
dieselbe  bestimmt   sich   etwa  durch  die  Coordinate  des  Punktes,  i^^ 
welchem    sie   die   Z-Axe   schneidet,    oder  durch   daö   Quantum  de?-*" 
Flüssigkeit,  welches  zwischen  ihr  und  der  Gefässwand  hegen  soll. 
Falls  6  constant  ist,  gilt  für  den  Druck  nach  (47)  die  Formel' 

p  =  G  —  e{gz  —  J-«"c').  (47'9 
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Die  Gestalt  des  Gefässes,  in  welchem  sich  die  rotireüde  Flüssig- 
keit befindet,  kommt  in  dieser  ganzen  Betrachtung  nicht  vor;  die 
Form  der  freien  Oberfläche  ist  also  von  ihr  unabhängig,  und  nur 
ihre  Ausdehnung  wird  durch  das  Gefäss  bestimmt,  indem  dieses 
aus  dem  unendlichen  ßotationsparaboloid  das  für  das  specielle 
Problem  maassgebende  Stück  ausschneidet 

Ist  das  gegebene  Flüssigkeitsquantum  so  gross,  dass  es  bei  einer 
gegebenen  Rotationsgeschwindigkeit  nicht  mehr  zwischen  der  Wan- 
dung des  Gefässes  und  einem  der  theoretisch  gegebenen  Rotations- 
paraboloide  Platz  hat,  so  wird  die  überschüssige  Flüssigkeit  über 
den  Rand  geschleudert. 

Sei  z.  B.  das  Gefäss  ein  Cyliuder  vom  Radius  R  und  der  Höhe 
H,  und  sei  dasselbe  im  Ruhezustand  bis  zur  Höhe  h  mit  Flüssigkeit 
gefüllt,  sodass  die  vorhandene  Masse 

M=nBR*h 

ist     Dieselbe  Masse  hat  während  der  Rotation  im  Abstand  e  von 
der  Axe  eine  Tiefe  r,  so  dass  dann 

R 

M  =  2n  sj  xede 

0 

ist;  für  ^  ist  nach  (47')  der  Werth  (^  oö^e'  —  c)lg  zu  setzen,  und  in 
Folge  dessen  bestimmt  sich  aus 

die  Constante 

G  =\a)'R  -gh. 

Hiemach  wird  die  Gleichung  der  freien  Oberfläche: 

iß>*(iE'-cT-(7(Ä-^)  =  0; 
in  der  Axe  ist 

an  der  Cylinderwand 


^9 

Diese  Constantenbestimmung  hat  nur  so  lange  einen  Sinn,  als 
x^  <  //bleibt;  ist  dieser  Weiih  IT  erreicht,  so  muss  bei  wachsendem  oa 
immerfort  z^  =  H  sein,  wodurch  sich 

also  die  Gleichung  des  die  freie  Oberfläche  bildenden  Paraboloides  zu 

lor  (^R^  ^  e')  -  g{H "  ^  =  0 
bestimmt 
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Die  im  Cylinder  zurückgebliebene  Masse  M  ist  danii: 

sie  steht,  wenn  die  Rotation  aufhört,  im  Cylinder  in  einer  Höhe 

Die  vorstehenden  Formeln  setzen  voraus,  dass  die  Flüssigkeit 
auch  während  der  Rotation  den  Boden  des  Gefässes  vollständig 
bedeckt;  im  anderen  Falle  erfordern  sie  leicht  anzubringende  Cor- 
recturen. 

4.  Eine  Flüssigkeit  unter  der  Wirkung  eines  Attractions- 
centrums  und  der  Rotation  um  eine  durch  dasselbe  gehende 
Axe  ^  steht  nach  oben  abgeleiteten  Formeln  unter  einem  Potential 

«>  =  -(-^  +  i«»'6J;  (48) 

demgemäss  sind  auch  die  Flächen  constanter  Dichte  und  constanten 
Druckes  gegeben  durch 

.    f^+  lo)'e'^e\  (481 

Ein  rotirender  Weltkiirper,  dessen  flüssige  Oberflächenschicbt 
verschwindende  Dichte  gegenüber  den  dem  Gentrum  nahen  Massen 
hat,  würde  dieser  Formel  angenähert  entsprechende  Verhältoisse 
zeigen. 

Setzen  wir  e  =  r  cosy,  so  wird  die  Gleichung  (48')  zu 

fM  =  (c  -  ^  cj'  r'  cos*  (p)  r ;  (48") 

sie  giebt  für  9)  =  0,  d.  h.  ftlr  äquatoriale  Richtungen^  im  AllgemeineD 

drei  Wurzeln  r,  fiir  (p  =  ^n,  d.  h.  für  die  Richtung  der  Drehungs- 

axe  A,  stets  nur  eine,  nämlich 

fM 

letztere  kann  also  passend  zur  Bestimmung  der  einer  bestimmten 
Fläche  individuellen  Constanten  c  benutzt  werden.  Während  r^  von 
Null  bis  Unendlich  wächst,  nimmt  zugleich  c  von  UnendUcb  bis 
Null  ab. 

Die  qp  =  0  entsprechenden  drei  Wurzeln  sind  reell  für  Wertbe 

eine  dieser  Wurzeln  ist  immer  negativ  und  kommt,  da  wir  unter  r 
die  stets  positive  Entfernung  verstehen,  nicht  in  Betracht    Für 
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sind  zwei  Wurzeln  complex,  die  reelle  negativ,  sodasa  die  betreffenden 
Potentialflächen  eine  normal  zur  Drehungsaxe  durch  das  Wirkungs- 
centrum  gelegte  £-Äxe  überhaupt  nicht  schneiden. 

Die  Grenze  zwischen  beiden  UattungeD  von  Flächen  bildet  die- 
jenige,  fiir  welche 


ist;  Bie  giebt  eine  Doppelwurzel; 


'\/t 


Demgemäss  wird  das  ganze  System  der  Potentialflächen  ein  System 
Ton  Heridianscbnitten  geben,  wie  es  die  Figur  39  verdeutlicht;  der 
Punkt  q  entspricht  der  ^ 

Doppelwarzel.  Ober- 
flächen, fUr  welche 
8c'  <  21ü}'r',  oder 
aber  unter  Benutzung 
des  Werthea  von  r^ 
auch  8c"<27<w'/^Jf* 
ist,  sind,  da  sie  sich 
nicht  im  Endliehen 
schliesBen,  bei  dem 
gegebenen  Problem 
nicht  möglich  und  er- 
fordern, um  die  Be- 
dentang  von  Begren- 
znngaflächen     zu 


Fig.  39. 


halten,  feste  Wände,  welche  die  Flüssigkeit  in  einem  Theil  ein- 
scbliessen.  Hieraus  folgt,  dass,  wenn  man  annehmen  dürfte  (was 
indess  unzweifelhaft  nicht  erlaubt  ist),  dass  die  Atmosphäre  eines 
Weltkörpers  bis  in  die  fernsten  Theile  vollständig  an  dessen  Rota- 
tion Theil  nehme,  deren  Ausdehnung  jedenfalls  innerhalb  der  durch 
8e"  =  270)'/"' JT  gegebenen  Oberfläche  liegen  milsste. 

5.  Zwei  starre,  in  concentriscben  Schichten  homogene  Kugeln, 
welche  sich  unter  einer  gegenseitigen  Anziehung  in  Kreisen  um  ein- 
ander bewegen  und  von  denen  die  eine  (oder  jede)  von  einer  Flüssig- 
keit umgeben  ist,  deren  Masse  verschwindend  gegen  die  der  festen 
Kerne  is^  stellen  eine  Anordnung  dar,  die  (abgesehen  von  der  hier 
fehlenden  Rotation  um  ihre  Äxe)  der  durch  die  Erde  mit  dem  sie 
oberflächhcb  bedeckenden  Meer  und  durch  die  Sonne  oder  den  Mond 
gegebenen  Übereinstimmt  und  demnach  eine  gewisse  Vorstellung 
über  das  Zustandekommen  von  Ebbe  und  Fluth  gewährt 
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a 

A 


Fig.  40. 


Denken  wir  den  Schwerpunkt  0  des  ganzen  Systemes  ruhend, 
so  rotiren  die  Centren  beider  Kugehi  mit  gleichförmigen  Geschwindig- 
keiten in  Constanten  Abständen  um  eine  durch  ihn  gehende  Axe  a; 

ruht,  wie  ange- 
nommen ,     die 

Flüssigkeit 
gegen  ein  mit 
^^  ihnen  rotiren- 
des  Coordina- 
tensystem,  so 
kann  man  die 

Einwirkung 
der  Bewegung 
durch  die  Ein- 
führung   der    Centrifugalkraft   ersetzen    und   erhält   als   gesammtes 
Potential  nach  früheren  Formeln: 

^ /■(n'  +  '^')~^'"'''-  ^^^' 

Die  Flächen  constanter  Dichte   und  constanten  Druckes  haben 
daher  die  Gleichung: 

f[^  +  ^)  +  \a,'e'  =  o'.  (490 

Wir  wollen  sie  untersuchen  fiir  Punkte,   welche  nahe  der  an- 
ziehenden Masse  M,  liegen, 

Nach  der  Ifigur  (40)  haben  wir 

r,'=  r,'+  E*—  2r,Ecos<f',         cosqp  =  co8t/'sin»V-, 
e'  =  6,'  +  r,"  sin'  «7-  —  2  c,  r,  sin  i^'  cos  «//, 

und  darum  folgt  aus  (49)  durch  Entwickelung  bis  auf  die  Glieder 
zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  rjE: 


f^ 


^+4(i-f2cosT-Ä-H|i:co. 


>)' 


+  \  co^  (c,*  +  r,*  sin*  i^  —  2e,  r,  cos  (f)  =  c. 
Da  O  der  Schwerpunkt  ist,  so  gilt 


^1  = 


und  für  die  Winkelgeschwindigkeit  w  folgt  aus  der  Gleichung  (9»'] 
des  ersten  Theiles  die  Beziehung: 


(i) 


=  (V)- 
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Setzt  man  dies  ein  und  vereinigt  die  constanten  Theile  links 
mit  der  Constanten  d  rechts  zu  C,  so  erhält  man: 

Beschränkt  man  sich  auf  die  erste  Näherung  und  ignonrt  die 
Glieder  mit  r^jE*,  so  findet  sich  r»  constant  ^  IjC  und  es  werden 
die  Potentialflächen  zu  Kugeln;  in  zweiter  Näherung  kann  man  in 
den  kleinen  Gliedern  r,  als  constant  =  1  /  C"  =  /?  ansehen  und  er- 
hält so  Tj  als  gerade  Function  von  tp  und  &]  hieraus  folgt  dann 
eine  in  Bezug  auf  mit  a,  b,  c  parallele  Axen  durch  das  Centrum 
der  Kugel  M,  symmetrische  (angenähert  ellipsoidische)  Gestalt  der 
Potentialflächen. 

Die  Halbaxen  R^,  Rj^,  R^  parallel  diesen  Richtungen  nehmen 
die  Werthe  an: 

^«  =  ^(^"-S:(l))* 

^  =  ^  (^  +  Ä  (1)1 '  (^^') 

Wenn  die  Kugel  3f,  mit  der  sie  umgebenden  J'ltissigkeit  um 
eine  Axe  durch  ihr  Centrum  rotirte,  so  würde  nach  S.  399  eine  Ab- 
plattung der  Flüssigkeitshülle  parallel  dieser  Axe  eintreten.  Man 
darf  annehmen,  dass  bei  der  Beschränkung  auf  die  Corrections- 
glieder  erster  Ordnung  diese  Abplattung  sich  der  oben  berechneten 
Qestaltenänderung  einfach  superponirt. 

Bei  einer  Rotation  um  eine  zur  a-Axe  parallele  durch  das 
Centrum  würde  dann  die  Differenz  JR^  —  E^  die  Höhendifferenz 
zwischen  Fluth  und  Ebbe  an  einem  Punkt  des  Aequators  darstellen. 
Ersetzt  man  in  dem  hierfür  geltenden  Ausdruck,  der  neben  R  sehr 
klein  ist,  l/C  durch  den  Näherungswerth  R,  so  nimmt  er  die 
Form  an 

«.  -  ^»  =  ^  (I)'  (5«") 

Und  liefert,  wenn  man  unter  der  Masse  Jf,  die  Erde  versteht,  unter 

J/,  aber  resp.  Mond  oder  Sonne,  nach  den  S.  305  angegebenen  Zahlen 

die  Werthe 

0,55  m     und     0,24  m. 

Berücksichtigt  man,  dass  die  Erdaxe  gegen  die  Ebene  der  Bahn 
Von  Erde  und  Mond  geneigt  ist,  so  fallen  die  Zahlen  noch  etwas 
grösser  aus.    Da  die  Berechnung  in  diesem  Falle  etwas  complicirter 

W.  VoiOT,  K«ohtiük.    Zwdt«  Aafl.  26 
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ist,  so  soll  auf  sie  nicht  eingegangen  werden;  die  Resultate  stimmen 
angenähert  mit  der  Beobachtung  auf  Inseln  im  Grossen  Ocean,  wo 
die  Wirkung  der  das  Meer  begrenzenden  Continente  als  unerheblich 
angesehen  werden  kann. 

§  33.  Mechanik  idealer  Flüssigkeiten;  Gesammtdrucke  ruhender 
Flüssigkeiten  gegen  starre  Körper;  Schwimmen  unter  der  Wirkung 

der  Schwere. 

Befinden  sich  starre  Körper  in  Berührung  mit  einer  Flüssig- 
keit, u.  zw.  entweder  mit  allen  Theilen  ihrer  Oberfläche  (im  Falle 
sie  in  jene  untergetaucht  sind),  oder  nur  mit  einigen  (im  Falle  sie 
nur  eingetaucht  sind  oder  aber  Theile  der  sie  umschliessendeo 
festen  Wand  bilden),  so  geben  die  in  der  Flüssigkeit  wirkenden 
Druckkräfte  Veranlassung  zu  Componenten  und  Drehungsmomenten, 
welche  die  starren  Körper  erfahren,  und  welche  einfache  und  merk- 
würdige Gesetze  befolgen. 

Wir  wollen  diese  Wirkungen  untersuchen  unter  der 
Voraussetzung,  dass  die  Anwesenheit  des  festen  Körpers 
die  auf  die  Flüssigkeit  ausgeübten  Kräfte  nicht  ändert, 
z.  B.  von  ihm  keine  Attraction  auf  die  Flüssigkeit  ausgeübf;  wird; 
in  diesem  Falle  ist  seine  Oberfläche  nichts  als  eine  der  Flüssigkeit 
gewährte  Begrenzung. 

Da   der  Druck  normal   gegen  die  Oberflächenelemente  do  des 

starren  Körpers  wirkt,  so  werden,  wenn  mit  n  die  Normale  zu  do  in 

der  Richtung  von  der  Flüssigkeit  zu  dem  starren  Körper  bezeichnet 

wird,  für  die  Componenten-  und  Moraentensummen,  die  ein  beliebiges 

endliches  Stück  o  seiner  Oberfläche  erfährt,    folgende  Gleichungen 

gelten: 

X'  =  j  p  cos  (n,  x)  do, 

(o) 


Y'  =  l  p  cos  (n,  y)  do, 


(o) 


Z'  =  I  pcos(w,  x)do, 


io) 


(51) 


IJ  =  i  p  ^y  COS  (n,  r)  —  ;  cos  (w,  y))  do, 


(«>) 


il/'  z=  I  p(^z  cos  (n,  x)  —  X  cos  {n,  ä))  do, 


o) 


jV'  =  l  p  (x  cos  (n,  y)  —  //  cos  (n,  x))  do. 


{o) 
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Ist  die  OberHäche  o  geschlossen,  also  entweder  diejenige  eines 
die  Flüssigkeit  enthaltenden  Gefasses  oder  aber  die  eines  in  sie  unter- 
getauchten Körpers,  so  liegt  es  nahe,  die  vorstehenden  Oberflächen- 
integrale mit  Hülfe  des  allgemeinen  Satzes  (22)  auf  S.  367  in  Integrale 
über  den  von  der  Oberfläche  o  umschlossenen  Kaum  zu  verwandeln. 

Dem  steht  entgegen,  dass  in  den  Fällen,  wo  die  Flüssigkeit 
den  Körper  umgiebt,  in  dessen  Innerem  der  Druck  p  zunächst  gar 
nicht  definirt  ist  Indessen  lässt  sich  auf  Grund  der  Annahme,  dass 
die  Anwesenheit  des  starren  Körpers  die  auf  die  Flüssigkeit  aus- 
geübten Kräfte  in  keiner  Weise  ändern  soll,  folgende  üeberlegung 
anstellen.  Denkt  man  den  Inhalt  des  Körpers  beseitigt  und  nur 
seine  Oberfläche  als  starre  Wand  erhalten,  so  kann  man  den  ent- 
standenen Hohlraum  jederzeit  so  mit  Flüssigkeit  der  den  Aussen- 
raum  einnehmenden  Art  erfüllen,  dass  jedes  Wandelement  von  beiden 
Seiten  unter  der  Wirkung  der  gegebenen  Kräfte  den  gleichen  Druck 
erfährt  und  dass  schliesslich  auch  die  starre  Wand  beseitigt  werden 
kann.  Diese  mit  der  äusseren  im  Gleichgewicht  befindliche  Flüssig- 
keit nennt  man  die  durch  den  Körper  verdrängte,  obgleich  sie 
eigentlich  durch  den  Körper  nicht  verdrängt,  sondern  genauer  durch 
ihn  ersetzt  wird;  denn  man  muss  offenbar  nach  dem  Vorstehenden 
den  Körper  dadurch  in  die  Flüssigkeit  eingeführt  denken,  dass  man 
zunächst  eine  starre  Oberfläche  von  geeigneter  Gestalt  entstehen 
lässt^  die  von  ihr  umschlossene  Flüssigkeit  beseitigt  und  die  Substanz 
des  Körpers  an  ihre  Stelle  bringt 

Nach  dem  Gesagten  können  wir  dann  innerhalb  des  von  o  um- 
schlossenen Raumes,  gleichviel  ob  derselbe  wirklich  Flüssigkeit  ent- 
hält oder  nicht,  für  den  Druck  die  Beziehungen 

f^-  =  8A',         |^  =  «r,         !-^  =  6Z  (51') 

als  gültig  betrachten. 

Die  Anwendung  des  Hülfssatzes  (22)  auf  die  Oberflächenintegrale 
(51)  ist  unter  diesen  Voraussetzungen  gestattet;  es  ist  aber  zu  be- 
merken, dass  in  jenen  Integralen  die  Normale  n,  im  Falle  die  Flüssig- 
keit sich  innerhalb  o  befindet,  die  äussere  auf  k  ist,  im  Falle 
ausserhalb,  die  innere.  Demgemäss  erhalten  wir  unter  Rück- 
sicht auf  die  Beziehungen  (öT)  folgende  Formeln: 

X'  =  ±  JeXdk,  r  =  ±  JsYdkj  Z'  =±  JsZdk, 

ik)  (k)  (k) 

L'  =±fB{yZ-xY)dk,         M'  =  ±J  B{zX--xZ)dk,       (52) 

(*)  (k) 

iV'=±  fB{xy-yX)dk; 
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sie  stellen  Summen  von  Componenten  und  Drehungsmomenten  über 
den  von  dem  Körper  eingenommenen  Saum  dar,  die,  obwohl  es  sich 
um  Kräfte  handelt,  die  auf  die  Flüssigkeit  ausgeübt  werden,  so  ge- 
bildet sind,  als  wirkten  sie  auf  einen  festen  Körper.  Hierauf  be- 
ruhen die  aus  ihnen  zu  entnehmenden  Sätze. 

Ist  die  Oberfläche  von  der  Flüssigkeit  erfüllt,  so  gilt  das 
obere  Vorzeichen  und  €  ist  die  wirklich  in  dk  vorhandene  Dichte, 
X,  Y,  Z  sind  die  wirklich  auf  die  Masseneinheit  in  dk  wirkenden 
Componenten;  die  Gleichungen  (52)  enthalten  dann  folgenden  Satz: 

Eine  geschlossene  starre  Oberfläche,  die  mit  Flüssig- 
keit erfüllt  ist,  erfährt  Componenten  und  Drehungs- 
momente, welche  gleich  denjenigen  sind,  die  sich  aus  den 
auf  die  Flüssigkeit  wirkenden  Kräften  berechnen  würden, 
wenn  die  Flüssigkeit  starr  wäre. 

Ist  die  Oberfläche  von  der  Flüssigkeit  umgeben,  so 
gilt  das  untere  Vorzeichen  und  e,  X,  F,  Z  sind  die  Werthe,  welche 
in  dk  für  die  vom  Körper  verdrängte  Flüssigkeit  gelten  würden. 
Wir  können  daher  folgendes  weitere  Resultat  aussprechen: 

Eine  von  einer  Flüssigkeit  rings  umgebene  starre  Ober- 
fläche erfährt  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  Com- 
ponentensummen  und  Drehungsmomente,  welche  entgegen- 
gesetzt sind  denjenigen,  welche  sich  aus  den  auf  die  ver- 
drängte Flüssigkeit  wirkenden  Kräften  berechnen  würden, 
wenn  die  Flüssigkeit  einen  starren  Körper  bildete. 

Dass  in  diesen  beiden  Fällen  die  Wirkungen  entgegensetzt 
gleich  sein  müssen,  übersieht  man  am  einfachsten,  wenn  man  in 
einer  im  Gleichgewicht  befindlichen  Flüssigkeit  die  Theilchen,  welche 
eine  geschlossene  Oberfläche  erfüllen,  in  starre  Verbindung  gebracht 
denkt;  hierdurch  kann  das  Gleichgewicht  nicht  geändert  werden,  die 
starre  Oberfläche  muss  also  von  aussen  und  innen  entgegengesetzte 
Wirkungen  erfahren,  und  dies  überträgt  sich  unmittelbar  auf  den  Fall, 
dass  der  äussere  oder  der  innere  Raum  mit  einem  starren  Körper 
ausgefüllt  ist,  vorausgesetzt,  dass  dieser,  wie  angenommen,  seinerseits 
keine  Wirkung  auf  die  Flüssigkeit  ausübt 

Für  den  Fall,  dass  die  Flüssigkeit  nur  der  Schwerkraft  unter- 
worfen ist,  muss  sie  in  horizontalen  Ebenen  constante  Dichte  und 
Constanten  Druck  besitzen;  die  verdrängte  Flüssigkeit  wird  hier 
dadurch  erhalten,  dass  man  das  ausserhalb  des  Körpers  stattfindende 
Gesetz  der  Dichte  auch  durch  den  vom  Körper  erfüllten  Raum  hin- 
durch fortgesetzt  denkt.  Da  ferner  parallele  Kräfte  sich  jeder- 
zeit durch  eine  Einzelkraft  vollständig  ersetzen  lassen,  so  gelten 
folgende  Sätze: 


r 
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'  Eine     mit    schwerer     Flüssigkeit    erfüllte     starre    ge- 

schlossene Oberfläche  erfährt  eine  Kraft,  welche  dem  Ge- 
wicht der  eingeschlossenen  Flüssigkeit  gleich  ist  und  durch 
deren  Schwerpunkt  geht. 

Eine  von  schwerer  Flüssigkeit  umgebene  starre  ge- 
sclilossene  Oberfläche  erfährt  eine  Kraft,  welche  dem  Ge- 
richt der  verdrängten  Flüssigkeit  gleich  und  entgegen- 
gesetzt gerichtet  ist  und  durch  deren  Schwerpunkt  geht. 

Dieser  letztere  Satz  führt  den  Namen  des  Archimedischen 
^^i'incipes  und  die  darin  besprochene  Kraft  den  Namen  des  hydro- 
statischen Auftriebes.  — 

Die  Luft  ist  eine  Flüssigkeit,  innerhalb  deren  alle  Körper  sich 
befinden,  mit  denen  wir  gewöhnlich  operiren;  der  von  ihr  herrührende 
"^ciftrieb  giebt  bei  vielen  physikalischen  Beobachtungen  eine  Fehler- 
quelle, welche  Berücksichtigung  verlangt. 

Bei  Wägungen  werden  die  auf  die  Waage  ausgeübten  Kräfte 
^virch  sie  verringert.  Bezeichnen  wir  Masse,  Volumen  und  Dichte 
^^^8  zu  wägenden,  homogen  angenommenen  Körpers  mit  M^^  V^  und 
^^  die  der  Gewichtsstücke  mit  Jlf  ,  F  und  6^,  die  Dichte  der  Luft 
^^at  €j,  80  wird  unter  Voraussetzung  gleicher  Hebelarme  die  Waage 
einspielen,  wenn 

F.(6,-«J=  r^(«,-*,)       oder       mA\  -  Aj  =  m^{\  -  A) 

^Bt,  aber  nicht,  wenn  M^  =  M  ist,  ausgenommen,  dass  die  Dichten 
^er  Gewichtsstücke  und  der  Körper  die  gleichen  sind. 

Das  Gewicht  eines  Körpers  im  leeren  Raum  i/^^,  vermindert 
-  ^m  den  Betrag  des  Auftriebes  der  Flüssigkeit,  in  welcher  er  sich 
l>efindet,  nennt  man  das  scheinbare  Gewicht  des  Körpers  in 
dieser  Flüssigkeit  Mit  dem  scheinbaren  Gewicht  der  Körper  in 
X^uft,  d.  h.  mit  der  Grösse  Mj^g[\  —  eje^^),  operiren  wir  bei  Wägungen 
<ler  Regel  nach  ausschliesslich. 

Das  Drehungsmoment,  welches  die  Schwere  auf  ein  Pendel 
ausübt,  wird  durch  den  Auftrieb  der  Luft  verringert  und  erhält,  falls 
^er  Schwerpunkt  der  Masse  und  der  Schwerpunkt  des  Volumens  in 
derselben  Ebene  durch  die  Drehungsaxe  liegen,  ä  und  s  ihre  Ab- 
stände von  letzterer  sind,  y>  deren  Winkel  gegen  die  Verticale  ist, 
fien  Werth: 

Um  diese  und  ähnliche  Einflüsse  in  Rechnung  zu  ziehen,  ist 
die  Kenntniss  der  Dichte  der  Luft  für  die  bei  der  Beobachtung  statt- 
findenden Umstände,  d.  h.  für  die  beobachtete  Temperatur  und  den 
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beobachteten  Barometerstand,  erforderlich.  Das  Gesetz  von  Mariotth=^ 
und  Gay-Lussac,  welches  nach  (39')  lautet: 


giebt  diese  Grösse  für  alle  Verhältnisse  an,  wenn  sie  für  irgend  ein 
Temperatur  r«  und  einen  Druck  p^  bestimmt  ist 

Ihre  Bestimmung  geschieht  unter  Benutzung  des  Auftriebes,  ii 
dem  man  ein  Gefäss  von  bekanntem  Volumen  erst  offen,  dann  g< 
schlössen  und  evacuirt  wägt 

Ist  das  von  der  Substanz  des  Gefässes  erfüllte  Volumen  r,  ih: 
Dichte  €,  das  Volumen  des  umschlossenen  Hohlraumes  F,  die  Dich 
der  umgebenden  Luft  bei  der  abgelesenen  Temperatur  und  dem  a. 
gelesenen  Druck  c^  so  wird  das  scheinbare  Gewicht  ö«  ini  geöffhel 
Zustande  sein  ^  ,  . 

im  geschlossenen  und  evacuirten 

O^  =  V^(6-6j)-  F^6p 

die  Differenz  beider  bestimmt  €,. 

Den  Gewichtsverlust,  welchen  starre  Körper  in  tropfbaren  Flüs^i  ^- 
keiten  erleiden,  benutzt  man,  um  ihre  eigene  Dichte  oder,  wenn  di  ^^se 
bekannt  ist,  die  Dichte  der  Flüssigkeit  zu  bestimmen. 

Die  Wägung  des  Körpers  in  Luft  giebt  das  scheinbare  GewL<3lt 

in  der  Flüssigkeit  von  der  Dichte  Bf 

O,  =  Vg(ej^  —  Bf). 

Aus  diesen  zwei  Beobachtungen  kann  man  zwei  Grössen  1:>^- 
stimmen,  z.  B.  «^  und  V,  falls  s^  und  Bf  bekannt  sind;  es  gelten  d^^JCin 
die  Gleichungen: 

Ö\  -  0;  -  V  -  .;>  -g        -^^^f-  ^0' 

Haben  die  Stücke  des  Gewichts-  oder  besser  des  Massensat^^^, 
welche  die  scheinbaren  Gewichte  O,  und  O^  ergeben,  durchweg  glei^^^® 
Dichte,  so  ist  das  Verhältniss  OJiO^  —  G^)  vom  Auftrieb  der  1-*^*^ 
unabhängig,  nämlich  gleich  dem  Verhältniss  der  durch  die  Bezoi^*^" 
nung  der  Gewichtsstücke  direct  gegebenen  Massen  3/|/(3/,  —  i/-).  Ü^^ 
Verhältniss  {G,  —  0«)/g  hingegen  ist  von  dem  Auftrieb  auch  jxt^ter 
dieser  Voraussetzung  abhängig  und  hat  den  Werth  (J/,  —  i/,)  (1  —  «j  /^^^' 

Bei  diesen  Beobachtungen  ist  der  Einfluss,    den  Temperatur- 
änderungen  auf  alle   Dichten   und   den  Druckänderungen   auf   ^'^ 
Dichte  der  Luft  ausüben,  nach  dem  früher  S.  384  Gesagten  in  Rech- 
nung zu  ziehen.  — 


r 
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Ist  die  Flüssigkeit  nur  in  ihrem  unteren  Theile  tropfbar,  im 
oberen  aber  gasförmig,  so  gelten  die  Sätze  S.  405  unverändert;  ignorirt 
man  dabei  die  Dichte  des  Gases  neben  derjenigen  der  Flüssigkeit, 
d.  h..  betrachtet  man   den  mit  Luft  erfüllten  Theil  als  leer,  so  ist 
die    Gestalt  des  oberen  Theiles  der  geschlossenen  Oberfläche  ganz 
obne  Einfluss.    Derselbe  kann  auch  ganz  fehlen,  wie  bei  einem  Ge- 
f^8,  das  oben  offen  und  mit  Flüssigkeit  erfüllt  ist;  trotzdem  findet 
sich  die  Gesammtkraft,  die  das  letztere  durch  die  Schwere  erleidet, 
gleich  dem  Gewicht  der  in  ihm  enthaltenen  Flüssigkeitsmenge.    Ein 
^^if  der  Oberfläche  einer  tropfbaren  Flüssigkeit  schwimmender  Körper 
^rtcidet  aus  dem  gleichen  Grunde  einen  Auftrieb  gegeben  durch  das 
G^e wicht  der  von  ihm  verdrängten  tropfbaren  Flüssigkeit,   welcher 
*^    deren  Schwerpunkt  angreift.     Diesen  specielleren  Satz  legt  man 
^^r  Theorie  des  Gleichgewichtes  oberflächlich  schwimmen- 
der Körper  zu  Grunde. 

Schwimmende  Körper  stehen  also  unter  der  Wirkung  ihres 
«wichtes,  das  im  Schwerpunkt  ihrer  Masse,  und  des  Auftriebes, 
^^r  im  Schwerpunkt  der  verdrängten  Flüssigkeit  angreift.  Nach  den 
^^  §  20  angestellten  allgemeinen  Betrachtungen  ist  zum  Gleich- 
gewicht nothwendig  und  hinreichend,  dass  diese  in  entgegengesetzten 
^'vichtungen  wirkenden  Kräfte  einander  gleich  sind  und  die  Verbin- 
^Xingslinie  ihrer  Angriffspunkte  ihrer  Richtung  parallel  ist.  Der 
^!örper  wird  also  so  tief  einsinken,  dass  der  erzielte  Auftrieb  seinem 
^o^ewicht  gleich  ist,  und  eine  solche  Lage  einnehmen,  dass  die  Ver- 
t>iiidungslinie  beider  Schwerpunkte  vertical  steht.  Er  wird  unter- 
sinken, wenn  auch  bei  vollständigem  Eintauchen  der  Auftrieb 
^em  Gewicht  nicht  gleich  kommt 

Von  besonderem  Interesse  ist  bei  schwimmenden  Körjiern  die 
^rage  nach  der  Stabilität  des  Gleichgewichtes. 

Das  Gleichgewicht  ist  absolut  stabil,  wenn  bei  jeder  unendlich 
Icleinen  Lagenänderung  des  schwimmenden  Körpers  gegen  die  Flüssig- 
)ceit  Kräfte  entstehen,  die  dieser  Bewegung  entgegenwirken.  Die 
"Verrückungen,  welche  die  Lage  des  Körpers  gegen  die  Flüssigkeit 
andern,  sind  ausschliesslich  verticale  Verschiebungen  und  Drehungen 
xim  horizontale  Axen;  horizontale  Verschiebungen  und  Drehungen 
XLjn  verticale  Axen  ändern  dieselbe  ersichtlich  nicht. 

Man  erkennt  nun  leicht,  dass,  die  singulären  Fälle  ausgenommen, 
^o  durch  tieferes  Eintauchen  des  Körpers  dem  Eindringen  der 
Flüssigkeit  Hohlräume  im  Körper  geöffnet  werden,  die  Menge  der 
verdrängten  Flüssigkeit,  und  daher  auch  der  Auftrieb,  durch  eine 
verticale  Verschiebung  nach  unten  immer  zunimmt,  bei  einer  nach 
oben  abnimmt,  während  das  Gewicht  des  Körpers  ungeändert  bleibt, 
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dass  demnach  gegenüber  verticalen  Verschiebungen    das   Gleich- 
gewicht immer  stabil  ist. 

Es  handelt  sich  also  für  uns  nur  um  die  Wirkungen  von 
Drehungen  um  horizontale  Axen,  welche  letztere  wir  ohne  Beschrän- 
kung der  Allgemeinheit  in  die  Flüssigkeitsoberfläche  legen  können; 
denn  die  Drehung  um  eine  andere  horizontale  Axe  kann  nach  S.  190 
stets  durch  Zufügung  einer  parallelen  Verschiebung  in  diese  ver- 
wandelt werden. 

Stelle  in  der  Figur  41  die  Gerade  ab  die  Ebene  normal  zur 
Figur  dar,   in  welcher  bei  der  Gleichgewichtslage  (von  der  aus  die 

Drehung  stattfindet),  die  Flüssigkeits- 
Oberfläche  den  schwimmenden  Körper 
schneidet ;  sei  ferner  «  der  Schwerpunkt 
des  Körpers,  a  der  des  verdrängten 
Volumens  Flüssigkeit,  dann  ist  nach 
dem  Früheren  sa  normal  zu.  ab. 

Die  Drehung  des  Körpers  ans 
der  Gleichgewichtslage  heraus  finde 
in  negativer  Sichtung  um  die  Axe 
statt,  welche  im  Punkte  A  normal  zur 
Ebene  der  Figur  steht;  der  unend- 
lich kleine  Drehungswinkel  sei  &. 
Nach  der  Drehung  schneidet  dem- 
Fig.  41.  gemäss    die    Flüssigkeitsgrenze    den 

Körper  in  einer  durch  a'fe'  darge- 
stellten Ebene  normal  zur  Figur;  es  ist  also  ein  keilförmiges  Volu- 
men k,  aus  der  Flüssigkeit,  ein  anderes  A;,  durch  die  Drehung  in 
die  Flüssigkeit  gekommen. 

Nennen  wir  für  ein  Element  dq  des  Querschnittes  die  Coordi- 
nate  normal  zur  Axe  A  in  der  Ebene  der  Flüssigkeitsgrenze  r,  so 
sind  diese  Volumina  resp. 

k,  =  -/^  Crdq,  k^  =  +  0'  Crdq, 

wo  das  erste  Integral  über  die  linke,  das  zweite  über  die  rechte 
Querschnittshälfte  genommen  ist;  ersteres  ist  mit  negativem  Zeichen 
zu  nehmen,  denn  auf  der  linken  Seite  ist  r  <  0. 

Die  Drehung  verändert  das  eingetauchte  Volumen  nicht,  wenn 


Ä;,  =  A;,,     d.  h.       j  rdq=^0 


(9i  +  Qt) 


ist,  oder  wenn  die  Axe  durch  den  Schwerpunkt  des  Querschnittes  ^ 
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gelegt  ist;  in  diesem  Falle  haben  wir  also  eine  rein  drehende 
Wirkung,  erhalten  also  auch  keine  verticale  Kraftcomponente,  son- 
dern nur  ein  Moment  um  die  Ajce  Ä^  und  wir  wollen  denselben 
daher  weiterhin  voraussetzen. 

Sei  das  Gewicht  des  Körpers  Q,  das  der  verdrängten  Flüssigkeit 
/  y  and  denken  wir  ersteres  in  s,  letzteres  in  a  angreifend,  so  geben 
beide  zusammen  ein  Moment,  welches  gegenüber  den  wirklich  statt- 
findenden um  die  Wirkung  des  Keiles  k,  zu  gross,  um  die  des 
K^eiles  k^  zu  klein  ist;  denn  k,  ist  aus  der  Flüssigkeit  aus-,  k^  in 
dieselbe  eingetaucht 

Bezeichnet  man  den  normalen  Abstand  der  Schwerpunkte  s  und  g 
▼on  a  h  mit  s  und  o-,  die  Entfernung  des  Fusspunktes  p  des  Lothes 
«  €r  von  A  mit  l  und  beachtet,  dass  &  ein  unendlich  kleiner  Winkel 
sein  soll,  so  ist  das  Moment  von  O 

daB  von  r 
^a^  von  k, 

^a^  von  ifc, 

iV.  =  -{-  gei'^  fr^dq. 
(<h) 
'■^ie  Resultante  aller  dieser  Momente  wird  unter  Rücksicht  darauf, 
Oa^o  dasjenige  von  k^  abzuziehen,  das  von  k^  zuzuaddiren  und  G  =  jTist: 


N=(g{s-^(t)+  gefr' dg  ]  »9-. 


Wenn  der  Factor  von  &  grösser  als  Null  ist,  so  wirkt  das  ent- 
standene Moment  der  Drehung,  die  in  negativem  Sinne  angenommen 
entgegen,  so  ist  also  das  Gleichgewicht  gegenüber  einer 
rehung  um  die  Axe  A  stabil;  ist  der  Factor  kleiner  als  Null,  so 
es  labil,  ist  er  gleich  Null,  so  indififerent 
Das  Gleichgewicht  ist  absolut  stabil,  wenn  für  jede 
^  Tirch  den  Schwerpunkt  des  Querschnittes  q,  in  welchem 
^  ie  freie  Flüssigkeitsoberfläche  den  Körper  schneidet,  ge- 
^  ^gte  Axe  die  Beziehung  gilt: 

a(fi  -  0-)  +  ^6  Cr'dq  >  0.  (53) 

Führt   man   das  Volumen   V  der  verdrängten   Flüssigkeit   ein 

^^nd  bedenkt^  dass 

0==gBV 
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ist,  80  schreibt  sich  diese  Bedingung  auch: 

V{6'-fT)+fr'dq>i).  (53') 

Das   Integral   hat   die   Bedeutung  des  Trägheitsmomentes  des 
Querschnittes  q  um  die  Axe  A  und  ist  eine  stets  positive  Grösse. 
Man  erkennt,  dass  das  Gleichgewicht  stets  stabil  ist,  falls 

ist,  also  der  Schwerpunkt  des  Körpers  tiefer  liegt  als  derjenige  der 
verdrängten  Flüssigkeit. 

Dieses  findet  bei  homogenen  Körpern  aber  niemals  statt  In- 
dessen ist,  auch  wenn  der  Schwerpunkt  des  Körpers  höher  liegt, 
stabiles  Gleichgewicht  noch  möglich,  wenn  der  Abstand  o-  —  «  vom 
Schwerpunkt  der  verdrängten   Flüssigkeit  der  Ungleichung  genügt: 

a  —  s  <  y  j  r^dq, 

ig) 

Diese  Ungleichung  lässt  sich  noch  anschaulicher  machen,  wenn 
man  aus  dem  Volumen  der  verdrängten  Flüssigkeit  einen  Cylinder 
bildet  von  einer  Grundfläche,  welche  gleich  dem  Querschnitt  q  ist, 
in  welchem  die  Flüssigkeit  beim  Gleichgewicht  den  festen  Körper 
schneidet;  derselbe  besitzt  eine  Höhe  A  (die  mittlere  Eintauchtiefe 
des  Körpers)  gegeben  durch 

V==qX. 

Führt  man  dann  noch  den  Trägheitsradius  x  des  Querschnittes  q 
durch  die  Gleichung 

j  r*dq  =  qx' 

iq) 

ein,  so  lautet  die  Bedingung  des  stabilen  Gleichgewichtes: 

.X{(T^s)<x\  (53") 

Das  Gleichgewicht  eines  unter  der  Wirkung  der 
Schwere  schwimmenden  Körpers  ist  absolut  stabil,  wenn 
für  jede  durch  den  Schwerpunkt  des  Querschnittes  q  gelegte 
Axe  das  Quadrat  des  Trägheitsradius  grösser  ist  als  das 
Rechteck  gebildet  aus  dem  Abstand  {(r  —  s)  des  Schwer- 
punktes der  verdrängten  Flüssigkeit  von  demjenigen  des 
Körpers  und  der  mittleren  Eintauchtiefe  A. 

Wir  machen  von  diesem  wichtigen  Gesetz  nunmehr  eine  An- 
wendung. 


§  33.    Gesammtdrucke  gegen  starre  Körper. 
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Sei  der  Körper  ein  homogener  gerader  Kreiscylinder  von  dem 
Radius  R  und  der  Länge  L,  dann  besteht  nach  Figur  42  die  Be- 
ziehung 


(T^iL  + 


■sr*» 


Fig.  42. 


and  gilt  also 

dagegen  ist  direct  gegeben 

Für  einen  kreisförmigen  Querschnitt  ist  nach 
Formel  (40)  des  zweiten  Theiles 

x^  =  \R% 
^nd  die  Bedingung  der  Stabilität  wird  daher  zu 

Hierin    bestimmt   sich  5    durch   das    Verhältniss    der   Dichtig- 
keiten €  des  Körpers  und  s'  der  Flüssigkeit;  denn  aus  der  Bedingung 

ö  =  r 

7tLR'eg  =  n(^L  -{-  s)R'egy 

LB  =  {\L  +  s)e      oder     s=^^^-^'^^ 
Hiemach  wird  die  obige  Ungleichung  zu 

Der  beginnenden  Instabilität  entspricht  ein  Werth  des  Verhält- 
^^i^ses  jB/L  gegeben  durch 


^rd  hier 
^s    gilt  also: 


(H= 


2«(e'  -  e) 


6 


f  2 


Die  Dichten  von  Kork  und  Wasser  verhalten  sich  etwa  wie  1 : 4, 
^in  Cylinder  von  Kork  wird  also  aufrecht  im  Wasser  schwimmen, 
^'enn  das  Verhältniss  von  Radius  zu  Höhe  grösser  ist  als  j/S/S,  d.  h. 
S^l-össer  als  ca.  0,6.  Für  Eis  und  Wasser,  wo  c:«'  =  9: 10  ist,  muss 
Entsprechend  (Ä/L)'  >  y0,18,  d.  h.   >   0,42  sein. 

Setzt  man  e/e  =  ß,  wobei  0  <  ß  <  \  sein  muss,  so  lautet  die 
^bige  Ungleichung 

(  f.  )'>  2/9(1-/9); 

cJie  rechte  Seite,  als  Function  von  ß  betrachtet,  nimmt  einen  grössten 
Werth  an  für  /9  =  1/2,  einen  kleinsten  für  /9  =  0  oder  /9  =  1.  Da 
die  Stabilität  um  so  grösser  ist,  je  mehr  die  linke  Seite  die  rechte 
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an  Grösse  überwiegt,  so  giebt  der  Werth  ß  =  1/2  ein  Dichtigkeits- 

verhältniss    an,    für   welches    die   Stabilität    des    Schwimmens    ein 

Minimum  ist;  sehr  grosse  und  sehr  kleine  Werthe  von  ß  sind  vor- 

theilhafter. 

Eine  homogene  Kugel  oder   ein   homogener  Kreiscylinder  mit 

horizontaler,  nicht  zu  kurzer  Axe  schwimmt,  wie  die  directe  An- 

schauung  lehrt,  bezüglich  einer  Drehung  stets  im  indifferenten  Gleici- 

gewicht;  soll  das  unsere  Formel  ausdrücken,  so  muss  sie,  auf  diese 

Fälle  angewandt, 

A  (rr  —  .s)  =  x' 

ergeben.     In  der  That  lässt  sich  durch  eine  einfache  Rechnung  er- 
weisen, dass  dies  stattfindet.  — 

Der  erste  der  S.  404  angegebenen  Sätze  lässt  sich,  speciell  auf 
die  Wirkung  der  Schwerkraft  angewandt,  auch  in  folgender  Form 
aussprechen : 

Eine  geschlossene,  mit  Flüssigkeit  erfüllte  Ober- 
fläche erfährt  unter  der  Wirkung  der  Schwere  Druckkräfte, 
deren  verticale  Componenten  die  Summe  gftdk  über  das 
umschlossene  Volumen  und  deren  horizontale  Componenten 
die  Summe  Null  ergeben. 

Wir  wollen  ihn  anwenden,  um  Folgerungen  über  den  Druck 
gegen  nicht  geschlossene  Flächenstticke  zu  ziehen,  indem  wir 
diese  in  geeigneter  Weise  zu  geschlossenen  Flächen  ergänzen.  Dabei 
ist  es  vortheilhaft,  zu  beachten,  dass  die  gegen  die  eine  Seite  o  einer 

in  einer  Flüssigkeit   befindlichen   Ober- 
->j^  tiäche    ausgeübten    Drucke    gleich   und 
entgegengesetzt  sind  denen,  welche  die 
andere  o   erfährt. 

Um  die  Verticalcomponente  Z^  des 

Druckes  zu  bestimmen,   den    die   nicht 

geschlossene  Fläche  o  (Figur  43)  erfahrt, 

construiren   wir   über    ihrer   Bandcurre 

einen   verticalen    Cylinder  cc,   der  aus 

einer  willkürlichen  Horizontalebene  durch 

OXy  in  welcher  der  Druck  /?«  herrsche, 

das  Stück  (o  ausschneidet 

Bezeichnet  man  das  zwischen  o  und  ro  liegende  Volumen  mit  ä:, 

so  ergiebt  der  obige  Satz,  da  die  auf  die  Cylinderfläche  wirkenden 

Drucke  keine  verticale  Componente  liefern: 


Fig.  43. 


^o  +  ^o,  =  gjedk 


(54) 


(k) 
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Nun  ist  aber 


also  findet  sich 


'^cö  =  —  (opoj 


Z^^^oyp.+gjsdk,  (54') 

und  dies  enthält  einen  Satz^   der  sich  leicht  in  Worte  fassen  lässt. 

Schneidet  die  Oberfläche  o  den  verticalen  Cylinder,  so  sind  die 
ausserhalb  liegenden  Volumina  (in  der  Figur  k')  mit  negativem  Vor- 
zeichen einzuführen,  denn  fiir  sie  ist  die  Fläche  o  die  äussere 
Fläche  und  der  Druck  gegen  diese  giebt  als  Resultante  einen  Auf- 
trieb parallel  —  Z, 

Ist  die  Flüssigkeit  nur  in  ihrem  unteren  Theil  tropfbar,  in 
ihrem  oberen  gasförmig,  so  legt  man  m  passend  in  die  Grenzfläche 
beider  Theile;  Po  ist  dann  der  Druck,  unter  dem  sich  das  Gas  be- 
findet 

Um  eine  horizontale 6 esammtcomponente,  z.B.  diejenige  parallel 
der  X'Axe,  von  den  Drucken  zu  bestimmen,  welche  o  erfährt,  con- 
struiren  wir  parallel  der  ^-Richtung  über  der  Randcurve  von  o 
einen  Cylinder  c^c^  bis  zu  einer  beliebigen  zur  -X-Axe  normalen  Ebene, 
z.  B.  der  FZ-Ebene,  welcher  aus  dieser  die  Fläche  m^  ausschneide. 
Der  obige  Satz  ergiebt  dann  auf  das  zwischen  o  und  a>,  liegende 
Volumen  k,  angewandt 

Z,  +  X«,  =  0     oder    X^  =  +X^^.,  (54") 

was  ebenfalls  einen  einfachen  Satz  enthält. 

Es  mag  schliesslich  noch  ausdrücklich  hervorgehoben  werden, 
dass  die  Drucke,  welche  auf  ein  nicht  geschlossenes  Flächenstück 
wirken,  im  Allgemeinen  nicht  zu  einer  einzigen  Kraft  zusammen- 
setzbar sind,  sondern  auch  noch  Drehungsmomente  ergeben,  für 
welche  analoge  einfache  Sätze,  wie  die  vorstehenden,  durch  die- 
selben Mittel  zu  erhalten  sind. 

§  34.    Mechanik  idealer  Flüssigkeiten.   Entwickelung  der  Bewegungs- 
gleichungen.     Allgemeines  über  Fotentialbewegungen,  insbesondere 

incompressibler  Flüssigkeiten. 

Wir  wenden  uns  nunmehr  zu  der  Betrachtung  der  Bewegungs- 
erscheinungen, welche  ideale,  d.  h.  reibungsfreie  Flüssigkeiten  zeigen 
können.  Die  allgemeinen  Gesetze  derselben  sind  in  den  Glei- 
chungen (37)  bis  (40'")  enthalten;  wir  wollen  sie  in  der  Weise 
benutzen,  dass  wir  in  ihnen  die  Geschwindigkeitscompo- 
nenten  u,  v,  w  als  Functionen  von  x,  y,  %  und  i  ansehen, 
also   nicht   sofort   ein  jedes   Massentheilchen    auf    seinem 
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Wege  verfolgen,  sondern  in  erster  Linie  untersuchen,  was 
für  eine  Bewegung  zu  beliebiger  Zeit  an  beliebiger  Stelle 
stattfindet.  Es  mag  einleitend  auseinandergesetzt  werden,  welche 
Resultate  über  die  Flüssigkeitsbewegung  zu  erschliessen 
sind,  wenn  u,  v,  w  in  ihrer  Abhängigkeit  von  Xj  y,  %  und  i 
bekannt,  entweder  willkürlich  vorgeschrieben  oder  aus 
den  für  sie  geltenden  Bedingungen  abgeleitet  sind. 

Versteht  man  unter  rf«,  dy^  dz  die  Projectionen  des  in  rf/ von 
einem  Flüssigkeitstheilchen  zurückgelegten  Linienelementes,  so  gilt 
nach  der  Definition  von  w,  v,  w 

dxidyidz  =^  u:v:w.  (55) 

Sind,  wie  angenommen,  u,  v,  w  bekannte  Functionen,  so  stellt  diese 
Proportion  bei  constantem  t  die  beiden  Differentialgleichungen  einer 
Curve  dar,  deren  P]lemente  an  jeder  Stelle  in  die  Richtung  der 
dort  stattfindenden  Strömung  fallen;  man  nennt  dieselbe  eine  Strom- 
linie. Solche  Linien  lassen  sich  für  jeden  Zeitmoment  durch  jedes 
Flüssigkeitstheilchen  legen. 

Ln  allgemeinen  Fall,  dass  w,  v,  w  die  Zeit  t  enthalten,  sind  die 
Stromlinien  mit  der  Zeit  veränderlich  und  geben  in  Folge  lüervon 
nicht  die  Bahnen  der  einzelnen  Flüssigkeitstheilchen  an,  obwohl  jedes 
ihrer  Elemente  den  Weg  ds  eines  auf  demselben  befindlichen 
Theilchens  für  ein  Zeitelement  di  darstellt.  Aber  während  das 
Theilchen  das  Element  ds  durchläuft,  verändert  sich  die  durch 
dessen  Anfangspunkt  gehende  Stromlinie,  so  dass  das  Theilchen  am 
Ende  von  di  dieselbe  bereits  verlassen  hat. 

Eine  Ausnahme  bildet  der  specielle,  aber  wichtigste  Fall  der 
sogenannten  stationären  Bewegung,  bei  der  u^  v,  w  und  auch  c 
und  p  Functionen  der  Coordinaten  allein  sind,  der  gesammte  Zu- 
stand der  Flüssigkeit  an  jeder  Stelle  also  dauernd  derselbe  bleibt; 
hier  geben  die  Stromlinien  wirklich  die  Bahnen  der  Flüssigkeits- 
theilchen an,  und  die  Integration  der  Differentialgleichungen  (55) 
liefert  dann  demgemäss  eine  weitgehende  Veranschaulichung  der 
Flüssigkeitsbewegung. 

Wir  wollen  nun  unter  einem  Strom  faden  einen  Canal  ver- 
stehen, der  von  denjenigen  Stromlinien  erfüllt  wird,  die  irgend  ein 
Flächenelement  q  normal  durchsetzen.  Begrenzen  wir  ein  Stück 
eines  solchen  Stromfadens  durch  zwei  normale  Querschnitte  q^  und  q^ 
und  bezeichnen  wir  die  Dichten  und  Geschwindigkeiten  in  letzteren 
mit  €,,€,  und  F^,  F,,  so  sind  die  in  dt  durch  sie  tretenden  Flüssig- 
keitsmengen resp.  gleich  ^,6,  V,dt  und  q^^^V^dt\  der  Ueberschuss  der 
austretenden  über  die  eintretende  Menge  ist  somit  für  den  betrachteten 
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Abschnitt,  da  durch  seine  Wände  nach  der  Definition  des  Strom- 
fadens  Flüssigkeit  nicht  hindurchgeht,  gleich  (9,  c,  F,  —  q^  e^  F.)  d  L 

Ist  die  Dichte  der  Flüssigkeit  überhaupt  unveränderlich,  oder 
ist  der  Zustand  stationär,  so  muss  dieser  Ausdruck  für  jede  Lage 
der  Querschnitte  q,  und  q^  in  dem  Stromfaden  verschwinden ;  durch 
jeden  Querschnitt  des  Stromfadens  muss  somit  die  gleiche  (auf  die 
Zeiteinheit  bezogene)  Gesammtströmung  q%V  gehen.  Dies  ergiebt 
das  Resultat,  dass  unter  den  gemachten  Annahmen  €  r,  oder  bei 
constanter  Dichte  V  selbst,  dem  Querschnitt  des  Stromfadens  in- 
direct  proportional  sein  muss.  Schliesst  man  unendliche  Werthe 
von  6  V  oder  V  als  physikalisch  unmöglich  aus,  so  ergiebt  sich 
hieraus,  dass  ein  Stromfaden,  der  irgendwo  einen  endlichen  Quer- 
schnitt besitzt,  an  keiner  Stelle  einen  unendlich  kleinen  Querschnitt 
haben  kann.  Wir  können  dies  Resultat  auch  folgendermassen  aus- 
sprechen: 

In  einer  Flüssigkeit  von  unveränderlicher  Dichte  oder 
von  stationärem  Bewegungszustand  kann  ein  Strorafaden 
weder  beginnen  noch  endigen,  sondern  muss,  soweit  er 
nicht  von  einem  bewegten  festen  Körper  ausgeht,  ent- 
weder in  sich  zurücklaufen  oder  aus  dem  Unendlichen 
kommen  und  in's  Unendliche  gehen.  Ist  im  Unendlichen  6  V 
oder  V  unendlich  klein,  so  wird  q  daselbst  unendlich  gross.  — 

Die  Betrachtungen,  welche  wir  in  §  29  über  unendlich  kleine 
stetige  Verrückungen  angestellt  haben,  werden  direct  auf  die  Be- 
wegung der  Flüssigkeit  anwendbar,  falls  wir  die  Verrückungs- 
componenten  öx,  dy,  dz  als  die  in  der  unendlich  kleinen  Zeit  dt 
Während  der  Bewegung  wirklich  stattfindenden   deuten,    also   setzen 

Sx=iuStj         Sy  =  vöt,         Sz  =  wät, 

Demgemäss    werden  jetzt    die    Deformationsgeschwindig- 
keiten der  Flüssigkeit  definirt  sein  durch 

du  ^     i         dv^     ,  dw  __     , 

'dx  "  ^«'      ~d~y  ""  ^y'  ä^  ""  ^* '                        (55') 

ör  dw  ,         dw         d  u   ,         du         dv   , 

"äT  ■*"  Ty"""^*'       ä^"^  ö"^  ■"^■''  "d^  '^   Öx  "^y' 

^nd  ebenso  ihre  Rotations-  oder  Wirbelgeschwindigkeiten 

X^dXjdty         fi  =  (ifilöt,         v^Svlöt 
^urch 

Die  in  den  Bewegungsgleichungeu  (37)  auftretenden  vollständigen 
X)ifferentialquotienten  dujdt,  dvjdt,  dwjdt,  welche  für  ein  gegebenes 
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Flüssigkeitstheilchen  die  in  Folge  der  Zeit-  und  Ortsänderung  statt- 
findenden Beschleunigungen  darstellen,  sind  nach  unserer  Annahme 
in  die  den  einzelnen  Ursachen  entsprechenden  Theile  zu  zerlegen, 
und  wir  erhalten,  indem  wir  nach  dem  Schema 

dy/  ^  dfp       dfpdx       dy/dy       dy/dx 
dt  ""  d7  ■*"  äx  rf7  "^  äy  rf7  "^  äi  rf7 ' 

dtp   ,       dw   ^      dw   ,       dw 
dt  dx  oy  ox 

verfahren,  für  die  Hauptgleichungen  (37)  die  folgende  Form: 

dt  dx  dy  dx  ~~  b  dx^ 

dv    ,        dv     ,       dp    ,        dv         ^r         l    dp  ,cm 

dw    .       dw    ,       dtc    ,       die         „        l    dp 
Zu  ihnen  kommt  die  Gontinuitätsgleichung  (38),  d.  h. 

du        dv    .    dw    ^     l    de        ^  ,-«« 

die  sich  unter  Anwendung  der  obigen  Formel  für  dtp I dt  auf  defdi 
auch  schreiben  lässt 

deu    ,     der     ,     d  ew    .    de        ^  ,jrß,^ 

Die  Dichte  e  wollen  wir  nur  als  Function  des  Druckes  betrachten; 
wir  ersetzen  daher  die  Formeln  (38')  bis  (39'")  durch  die  eine 

6  =  F{p), 
oder,  was  dasselbe  bezeichnet,  wir  setzen 


/^  =  ^(p)- 


(56'") 


worin  77  eine  Function  von  p  allein  bezeichnet. 

Was  die  Oberflächenbedingungen  angeht,  so  werden  wir  uns 
hauptsächlich  auf  die  Fälle  beschränken,  dass  die  Begrenzung  der 
Flüssigkeit  durch  starre,  aber  mit  den  Geschwindigkeiten  Uj^y  v^^,  w^^ 
beliebig  bewegte  Flächen  geschieht;  es  gilt  an  letzteren  nach  (40) 
die  Gleichung 

(w  —  wj  cos  (n,  x)  +  (v  —  Vj^)  cos  (n,  y)  +  {w  —  w^  cos  (n,  x)  =  0,     (57 

während  der  Druck  daselbst  jeden  Werth  annehmen  kann. 

Ausserdem  ist  der  Fall  von  Interesse,  dass  längs  gewisser,  die 
Flüssigkeit  (zwar  nicht  factisch,  aber  doch  für  die  theoretische  Be- 
trachtung) begrenzenden  Flächenstücke  die  Bewegung  —  in  der  Regel 
die  des  Einströmens  oder  Ausströmens  —  vollständig  vorgeschrieben 


§34.    £ntwickelung  der  allgemeinen  Bewegongsgleichangen.         417 

ist;  dies  kann  z.  B.  bei  einem  sonst  geschlossenen  Gefäss  mit  zwei 
OeflFnuDgen  stattfinden,  wenn  für  beide  die  Art  des  Eintretens  und 
des  Austretens  der  Flüssigkeit  gegeben  ist  Hier  sind  längs  der 
betreffenden  Flächen 

w  =  «oj         ^  =  «^o>  ^  =  M'o  (57') 

selbst  vorgeschrieben,  während  über  den  Druck  nichts  festgesetzt 
ist  Sind  die  Oefifnungen  sehr  klein  gegen  das  Gefäss  selbst,  so  hat 
in  allen  merklichen  Entfernungen  das  Detail  der  in  ihnen  statt- 
findenden Ein-  oder  Ausströmung  keinen  Einfluss  auf  die  dadurch 
erregte  Bewegung,  sondern  nur  die  während  dt  durch  jede  Oefl'nung 
tretende  Flüssigkeits menge. 

An  sogenannten  freien  Oberflächen  ist  der  Druck  als  constant 
vorgeschrieben,  und  die  Geschwindigkeiten  müssen  durch  Formel  (40'') 
die  Gleichung  der  freien  Oberfiäche  bestimmen;  im  Falle  des  statio- 
nären Zustandes  muss  an  ihr  Gleichung  (57)  bei  verschwindenden 
Uj^f  ^fc>  ^jk  gelten.  — 

Die  Construction  von  möglichen,  d.  h.  mit  den  vorstehenden 
Formeln  vereinbaren  Flüssigkeitsbewegungen  ist  relativ  einfach,  wenn 
man  die  wirkenden  Kräfte,  d.  h.  also  X,  Y,  Z  verfügbar  hält 

Aus  ganz  beliebig  als  stetige  Functionen  von  x,  y,  x  und  t  von- 
geschriebenen  Ausdrücken  flir  w,  v,  w  kann  man  mit  Hülfe  von  (56') 
oder  (56")  ein  zulässiges  Gesetz  für  6  finden,  daraus  nach  (56'")  j>  be- 
rechnen und  aus  allen  diesen  Grössen  nach  (56)  X,  r,  Z  bestimmen. 

Ist  die  Dichte  6  constant,  so  giebt  (56')  eine  Beschränkung  für 
die  Wahl  der  u,  v,  w\  dafür  bleibt  jetzt  p  ganz  willkürlich. 

Ein  solcher  Weg  führt  im  Allgemeinen  aber  nicht  zu  interessan- 
ten Bewegungen,  da  die  so  bestimmten  Kräfte  X,  F,  Z  nur  in  seltenen 
Fällen  realisirbar  sind.  Wir  beschränken  das  Problem,  ge- 
winnen aber  dadurch  die  Aussicht  auf  interessantere  Fälle, 
wenn  wir  die  Annahme  einführen,  dass  die  Kräfte  ein  Po- 
tential </>  haben  sollen;  hier  nehmen  die  Formeln (56)  die  folgende 
Gestalt  an: 

du    ,        du    ,       du    ,        du  d{0  +  n) 

dt  dx  dy  dx  dx 

dv    .        dv    .       dv    .        dv  d(0  +  n)  ,^q, 

dw    ,   dw    .  dw    ,    dw  d(0+Jl) 

ot  dx  dy  dx  d  x 

sie  reduciren  sich  auf  eine  einzige  Gleichung,  wenn  w,  v,  w  gleich 
den  partiellen  Difl^erentialquotienten  einer  und  derselben  Function  (p 
von  Xy  y,  X'  und  t  sind,  also  gilt: 
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dcp  dcp  dq>  /Ko^ 

ax  ^  oy  ^  0%  ^     ' 

Diese  von  Lagrange  eingeführte  Function  heisst  nach  v.  Helm- 
HOLTZ  das  Geschwindigkeitspotential  der  Flüssigkeitsbewegung; 
eine  Strömung,  die  den  Ausdrücken  (58')  für  die  Geschwin- 
digkeiten entspricht,  nennt  man  eine  Potentialbewegung. 
Setzt  man  diese  Beziehungen  in  die  erste  Gleichung  (58)  ein, 
so  nimmt  dieselbe  die  Gestalt  an: 

dtdx       dx  dx*        dy  dxdy       dx  dxdx  ""  dx 

oder  aber 


d 
dx 


dt  "^ 


m-m-m: 


d{0  +  n) 

dx 


Aehnlich  lauten  die  anderen,  und  man  gelangt,  wenn  man  sie 
mit  den  Factoren  dx,  dy,  dz  zusammenfasst  und  integrirt,  zudem 
Resultat,  dass 


dq> 
Jt 


+ 


sein  muss,  worin  T  eine  zunächst  unbestimmte  Function  der  Zeit  t 
allein  bezeichnet,  welche  bei  der  Integration  nach  rc,  y,  z  statt  einer 
Integrationsconstanten  auftritt. 

Diese  Formel  stellt  gewissermaassen  die  Gleichung  der  leben- 
digen Kraft  für  die  Masseneinheit  einer  in  ihrer  Bewegung  den 
gemachten  Annahmen  entsprechenden  Flüssigkeit  dar.  Denn  bedenkt 
man,  dass  der  in  der  Klammer  stehende  Ausdruck  nach  (58')  das 
Quadrat  der  Geschwindigkeit  V  ergiebt,  so  kann  man  die  Gleichung(59) 
schreiben 

|P  +  0  +  i7=T-  dcp  I  dt,  (591 

wo  nun  \  P  die  lebendige  Kraft  der  Masseneinheit  darstellt^  0  das 
Potential  der  äusseren,  auf  die  Masseneinheit  wirkenden  Kräfte  be- 
deutet und  das  nur  von  p  abhängige  77  wegen  seiner  Verbindung 
mit  </>  sich  als  das  Potential  des  Druckes  ergiebt.  Der  links 
stehende  Ausdruck  lässt  sich  auch  als  die  Energie  der  Massen- 
einheit der  Flüssigkeit  an  der  Stelle  x,  y,  z  unter  der  Wir- 
kung der  äusseren  Kräfte  ansehen. 

Diese  Energie  wechselt  örtlich  nur  wegen  des  rechts  stehenden 
Gliedes  dcp /dt,  zeitlich  ausserdem  auch  wegen  7';  im  Falle  des— 
stationären  Zustandes  ist  sie  nicht  nur  zeitlich,  sondern  auch  örtlicht^ 
constant,  denn  hier  wird  nach  der  Ableitung  der  Formel  (59)  T  ivmt 
einer  Integrationsconstante,  während  dcp /dt  gleich  Null  genommer». 
werden  kann.  — 
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Führt  man  das  Geschwindigkeitspotential  aach  in  die  Bedingungen 
(56'),  (50")  und  (57)  ein,  so  lauten  dieselben 


öa|^         ds^^         da|^        , 

^^  +._.^  +_^A  +^'=0 


dx  dy  dx  dt 

oder 

d'(p       d'<p       d'<p        l  dB  _  ^ 
dx'  "^  dy"'  "^  ö*'  "^  e   dt  ""     ' 

und 


(59") 


(59'") 


oder  ^  -  AT 

wobei  iV]^  die  Geschwindigkeit  des  starren  Oberflächenelementes  in 
der  Richtung  seiner  Normalen  bezeichnet. 

Durch  die  Einführung  des  Geschwindigkeitspotentiales  wird  die 
Anzahl  der  Unbekannten  in  den  Gleichungen  (56)  bis  (57)  von 
f&nf  auf  drei  herabgesetzt;  von  ihnen  kann  e  überdies  durch  die 
Beziehung  (56")  sogleich  eliminirt  werden,  sodass  in  den  neuen 
Gleichungen  (59)  bis  (59'")  nur  qp  und  p  übrig  bleiben. 

Wir  wollen  uns  hier  auf  den  Fall  beschränken,  dass  die  Flüssig- 
keit incompressibel,  also  €  von  p  unabhängig  und  demgemäss 

i7  =  jp/6 
ist.     Hier  nimmt  Gleichung  (59")  die  Gestalt  an: 

Aus  ihr  bestimmt  sich  bei  für  die  ganze  Oberfläche  vorgeschrie- 
benen Nj^,  wie  eine  besondere  Betrachtung  zu  zeigen  vermag,  qp  voll- 
ständig bis  auf  eine  additive  Function  der  Zeit  allein,  die  als  aus 
den  Ausdrücken  (58')  für  die  Geschwindigkeitscomponenten  ver- 
schvdndend  und  in  (59)  mit  dem  noch  unbestimmten  T  zusammen- 
tretend, ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  fortgelassen  werden 
kann. 

Die  Gleichung  (59')  lautet  jetzt 

/^  =  e(T-0-^J-ir);  (60') 

sie  bestimmt  bei  gegebenem  Druck  p  das  Potential  </>  der  äusseren 
Kräfte  bis  auf  eine  additive  Function  der  Zeit  allein,  die  ohne  Ein- 
fluss  auf  die  Werthe  der  Kraftcomponenten  X,  Y,  Z  ist,  da  diese 
ja  durch   —d0/dx,  —  ö</>/öt/,  -^d^^jdx  gegeben  werden. 

Jede  Potentialbewegung  ist  hiernach  durch  eine  Poten- 
tialkraft zu  erhalten  möglich. 

27* 
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Ist  die  äussere  Kraft  und  somit  das  Potential  </>  vorgeschrieben, 
so  bestimmt  die  letzte  Gleichung  den  Druck  bis  auf  eine  additive 
Function  der  Zeit  allein.  Diese  lässt  sich  eliminiren,  wenn  für  irgend 
eine  Stelle  o  der  Druck  p  =  Po  vorgeschrieben  ist     Es  gilt  dann 

p-p,  =  6((</>,-^  </>)  +  A(y,  «  qp)  +  ^(F,«  _  n)-         (60") 

Hierin  ist  nach  S.  391  €/'</>o  — </>J  gleich  der  Differenz  p  —  p\ 
der  hydrostatischen  Drucke  in  der  beliebigen  Stelle  n  und  der 
speciellen  o;  das  zweite  und  dritte  Glied  der  IQammer  geben  sonach 
den  Einfluss  der  Bewegung  auf  die  Differenz  p  —  po  an. 

Der  einfachste  Fall  ist  der  der  stationären  Bewegung  ohne 
die  Einwirkung  äusserer  Kräfte;  hier  wird  die  letzte  Glei- 
chung zu 

P-p.  =  i{v;'-v*)y  (60'") 

der  Druck  findet  sich  also  um  so  kleiner,  je  grösser  die  Geschwin- 
digkeit an  der  betrachteten  Stelle  ist.  Da  bei  negativen  Drucken 
die  Flüssigkeiten  im  Allgemeinen  zerreissen,  so  sind  dergleichen 
hier  auszuschliessen;  sie  lassen  sich  übrigens  durch  geeignet  ge- 
steigerte Oberflächendrucke  jederzeit  verhindern. 

Man  erkennt  leicht,  wie  sich  die  Verhältnisse  ändern,  wenn  e 
nicht  absolut  constant  ist,  aber  die  Bewegung  derartig  stattfindet, 
dass  es  für  jedes  Theilchen  seinen  Werth  behält,  also  gilt  de /dt  =  0.  — 

Wenn  das  Geschwindigkeitspotential  tp  irgend  welchen  gestellten 
Bedingungen  entsprechend  gefunden  ist,  so  bestimmen  sich  nach 
(58')  die  Geschwindigkeitscomponenten  u,  v,  w  für  jede  Stelle  und 
zu  jeder  Zeit;  aus  ihnen  findet  sich  die  Grösse  und  die  Richtung 
der  resultirenden  Geschwindigkeit.  Soll  die  Geschwindigkeit  überall 
endlich  bleiben,  so  muss  tp  eine  stetige  Function  des  Ortes  sein. 
Die  Gleichungen  der  Stromcurven  finden  sich  durch  Integration  der 
Differentialgleichungen 

111  öo)    d(p    dq> 

dx:dy:dz  =  -^::r^:^' 

^  ox    oy    ax 

Anschaulich  erhält  man,  auch  ohne  diese  Rechnung  auszuführen, 

ein  Bild  des  Bewegungszustandes  zu  einem  beliebigen  Zeitpunkt  mit 

Hülfe  der  Oberflächen 

cp  =  Const; 

denn  da  die  Geschwindigkeitscomponenten  (abgesehen  vom  Vor- 
zeichen) ebenso  durch  das  Gescjiwindigkeitspotential  (p  definirt  sind, 
wie  die  Kraftcomponenten  durch  das  Kräftepotential  </>,  so  kann 
man,  die  S.  136  für  letztere  gegebenen  Sätze  übertragend.  Folgendes 
aussprechen : 
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Construirt  man  das  ganze  unendliche  System  der 
Potentialflächen  9  =  C  für  Werthe  der  Constanten,  die  sich 
nm  denselben  unendlich  kleinen  Betrag  SC  unterscheiden, 
80  giebt  an  jeder  Stelle  die  Richtung  der  Normalen  von 
kleineren  zu  grösseren  Potentialwerthen  die  Richtung  der 
dort  stattfindenden  Strömung^  und  bildet  die  Länge  des 
Normalenelementes  dN  zwischen  den  beiden  benachbarten 
Potentialflächen  durch  ihren  reciproken  Werth  das  Maass 
für  die  Grösse  der  ebenda  stattfindenden  Geschwindigkeit, 
gemäss  der  Beziehung 

^JL^  V  — 

dN  "  ^' 

Die  Deformationsgeschwindigkeiten  gewinnen  bei  Existenz  eines 
Geschwindigkeitspotentiales  die  Werthe: 


^-"■"ä^'        yy~'~d7*        ^«~ä^' 


X 


__  o 


^'^'"^dydx'  ^^'^^dxdx'         ^y~'^dxdy 

Die  Lage  der  Hauptdilatationsaxen  ist  nach  S.  355  dadurch 
definirt,  dass  die  auf  sie  bezogenen  Werthe  y\  x^  oi^  verschwinden; 
dies  gestattet,  ihre  Lage  in  unserem  Fall  bequem  zu  beurtheilen. 

Beschränken  wir  uns  nämlich  auf  das  S.  347  definirte  Bereich  B 
eines  beliebigen  Punktes,  so  kann  man  (f  jederzeit  in  die  Reihe 
entwickeln 

»-''•+ä(te).+''(5j).+f(a 

+  if(rJ^+"-(^^i"(S).+"f(|£).+«(a).+l«(Ä).- 

in  welcher  mit  den  Gliedern  zweiter  Ordnung  abzubrechen  ist 

Die  Oberflächen  qp  =  Const.  sind  dann  innerhalb  B  Oberflächen 
Zweiten  Grades  und  ihre  Axen  liegen  parallel  denjenigen  Richtungen, 
für  welche 

dydx       dxdx       dxdy 

ist     Hieraus  folgt  der  Satz: 

Die  Hauptdilatationsaxen  sind  an  jeder  Stelle  p  par- 
allel den  Hauptaxen  derjenigen  Fläche  zweiten  Grades, 
mit  welcher  die  Oberfläche  tp  =  C  innerhalb  des  jenem 
Punkte  zugehörigen  Bereiches  B  zusammenfällt  — 

Was  die  Darstellung  der  Begrenzung  der  Flüssigkeit  durch 
das  System  der  Potentialflächen  anbetrifft,  so  ergiebt  die  Glei- 
chung (59"'),   dass   für  eine   ruhende   feste   Wand   nur   die   Be- 
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dingung  öqp/ön  =  0  zu  erfüllen  ist,  welche  aussagt,  dass  die  Potential- 
Hächen  die  Wand  überall  senkrecht  schneiden  müssen.  Demnach 
kann  jede  die  Potentialflächen  überall  normal  durchsetzende  Fläche 
als  eine  feste  Begrenzung  der  Flüssigkeit  gewält  werden.  Im  all- 
gemeineren Falle  einer  ihrerseits  bewegten  Wand  bleibt  die  Be- 
dingung dfpjdn  =  Nj^  bestehen. 

Für  eine  freie  Oberfläche  muss  p  einen  constant  gegebenen 
Werth  besitzen,  also  auch  77  constant  sein.  Die  Gleichung  (59) 
liefert  daher  eine  Bedingung,  welche  die  an  der  Oberfläche  statt- 
findende Geschwindigkeit  V  (oder  aber  den  normalen  Abstand  be- 
nachbarter Potentialflächen,  von  welchem  der  Satz  auf  S.  421  redet) 
in  Verbindung  bringt  mit  dem  Potential  der  äusseren  Kräfte  (P 
und  der  Aenderung  des  Geschwindigkeitspotentiales  mit  der  Zeit 
d(f)jdt.  Die  analytische  Erfüllung  dieser  Bedingung  bietet  grosse 
Schwierigkeiten  dar.  Fehlen  die  äusseren  Kräfte  und  ist  (p  von  der 
Zeit  unabhängig,  so  hat  die  freie  Oberfläche  die  Bedingung  zu 
erfüllen,  dass  die  auf  ihr  liegenden  Schnittcurven  mit  dem  durch 
SC  gegebenen  System  von  Potentialflächen  überall  gleiche  normale 
Abstände  haben  müssen.  — 

Die  Bedingungen  dafür,  dass  ein  Geschwindigkeitspotential  fär 
eine  gegebene  Bewegung  existirt,  sind  aus  den  Gleichungen 


u  = 

d  gp 

"  dx 

> 

d  q> 

w  = 

d  q> 

dx 

durch  Elimination 

von 

"f 

zu  bilden  und  lauten: 

dv 

dw 

die        du 

du 

dv 

dx         dy  dx         dx  dy        dx 

Combinirt  man  hiermit  die  in  (55")  enthaltenen  Definitionen 
der  Wirbelcomponenten,  so  erhält  man  den  Satz: 

Eine  gegebene  Flüssigkeitsbewegung  besitzt  ein  Ge- 
schwindigkeitspotential nur  soweit  und  so  lange,  als  die- 
selbe keine  Wirbel  enthält 

Wir  werden  in  einem  späteren  Abschnitt  nachweisen,  dass,  wenn 
eine  Flüssigkeit,  welche  unter  der  Wirkung  von  Kräften  steht,  die 
ein  Potential  haben,  zu  irgend  einer  Zeit  nirgends  Wirbelbewegungen 
enthält,  sie  auch  nie  dergleichen  annimmt.  Daraus  folgt  dann  auch, 
dass,  wenn  eine  solche  Flüssigkeit  zu  irgend  einer  Zeit  nicht 
wirbelt,  ihre  Bewegung  zu  aller  Zeit  ein  Geschwindigkeitspotential 
besitzt.     Dies   gilt   ebenso    gut   für   die    ganze   Ausdehnung   einer 

_  ■ 

Flüssigkeit,  als  für  einen  Theil  derselben;  in  der  That  werden  wir 
uns  weiter  unten  mit  solchen  Potentialbewegungen  beschäftigen» 
welche  in  einem  Theil  einer  Flüssigkeit  bestehen  in  Verbindung 
mit  Wirbeln,  welche  den  anderen  erfüllen. 
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Dabei  ist  zu  betonen,  dass  ein  Wirbel  nicht  identisch  ist  mit  dem, 
was  man  gewöhnlich  unter  Rotation  versteht,  und  dass  demgemäss 
keineswegs  jede  Bewegung,  bei  welcher  alle  Theilchen  einer  Flüssig- 
keit geschlossene  Bahnen,  z.  B.  Kreisbahnen  um  dieselbe  Axe  be- 
schreiben, eine  Wirbelbewegung  ist;  das  Charakteristische  der 
Wirbelbewegungen  liegt,  wie  die  Formeln(55")  zeigen,  über- 
haupt nicht  in  den  absoluten  Geschwindigkeitswerthen, 
sondern  in  dem  Gesetz,  das  deren  Aenderung  mit  dem  Ort 
und  demgemäss  die  Deformation  des  einzelnen  Volumen- 
elementes befolgt. 

In  der  That  ergiebt  sich  aus  dem  Ansatz 

(jp  =  ^  arctg  (|-)  (61) 

nach  (581 

t^  =  ^-r^'        ^=4^^        ^  =  0,  (61') 

und  diese  Componenten  stellen  eine  Bewegung  dar,  welche  mit  der 
(Geschwindigkeit 

K«  +  y 
an  allen  Stellen  senkrecht  zu  dem  Radiusvector  nach  der  Z-Axe 
stattfindet,  die  Theilchen  also  in  Kreisen  um  dieselbe  herumführt. 
Da  die  Geschwindigkeit  in  der  Z-Axe  unendlich  gross  wird,  kann 
letztere  nicht  innerhalb  der  Flüssigkeit  liegen;  die  Flüssigkeit  kann 
aber,  durch  einen  Kreiscylinder  um  die  Z-Axe  begrenzt,  sehr  wohl 
eine  diesen  Formeln  entsprechende  Potentialbewegung  annehmen. 

Umgekehrt  werden  wir  weiter  unten  Bewegungen  kennen  lernen, 
bei  welchen  alle  Theilchen  in  parallelen  Geraden  fortschreiten,  und 
welche  trotzdem  Wirbel  enthalten.  Auch  findet  nach  unserer  De- 
finition in  einer  Flüssigkeit,  die  wie  ein  starrer  Körper  rotirt,  eine 
Wirbelbewegung  statt  Nehmen  wir  z.  B.  eine  solche  Rotation  um 
die  Z-Axe  als  vorhanden  an,  so  gilt  nach  S.  190 

u=  —  yv,        v  =  +  xv,        m;  =  0, 
wobei  V  constant  ist;  es  ist  dann 


,  (dv        du\ 


die  allen  Theilen  gemeinsame  Wirbelgeschwindigkeit 

Hiemach  empfiehlt  es  sich,  den  Namen  der  Rotation  in  der 
alten  Bedeutung  für  Bewegungen  in  geschlossenen  Bahnen  beizu- 
behalten, auf  Bewegungen  mit  von  Null  verschiedenen  A,  |U,  v,  gleich- 
viel welches  im  üebrigen  ihr  Charakter  ist,  aber  ausschliesslich  die 
Bezeichnung  Wirbel  anzuwenden.  — 


424  Mechanik  deformirbarer  Körper. 

Der   specielle  Werth  (61)   von  (p  giebt  noch  Anlass   zu  ein^^^ 
Bemerkung,  die  sofort  einleuchtet,  wenn  man  sich  daran  erinne^=r"\, 
dass  nach  (58')  die  Bewegung  immer  in  der  Richtung  wachsend«^i£r 
Potential werthe  stattfindet: 

Eine  Potentialbewegung,  bei  welcher  die  Flüssigkeit! 
theilchen  geschlossene  Bahnen  beschreiben,  erfordert  ei 
unendlich  vielwerthiges  Geschwindigkeitspotential. 

Wir   schliessen   solche   Potentiale    im   Folgenden    z 
nächst  aus. 


§  35.     Mechanik  idealer  incompressibler  Flüssigkeiten.     Potentia...  I- 
beweg^ongen  bei  einzelnen   Quellen  und   Senken;   eine   Kugel   od^^r 
ein  Slreiscylinder  in  einem  Flüssigkeitsstrome. 

Um  die  Schwierigkeiten  zu  vermeiden,  welche  die  Behandlurz^g 
der  Grenzbedingungen  mit  sich  bringt,  betrachten  wir  zunächst  eir-m.e 
nach  allen  Richtungen  sich  in's  Unendliche  erstrecken<^Re 
incompressible  Flüssigkeit 

In  diesem  Falle  gilt  für  (p  nur  die  einzige  Bedingung: 

a>     a>     ^y  _  0 

wofür  wir  kurz  schreiben: 


jede  ihrer  Lösungen   giebt   innerhalb   eines  Bereiches,  in  welch^^ni 
sie  stetig  ist,  eine  mögliche  Flüssigkeitsbewegung;  Punkte,  in  welch  -^^ 
sie  unstetig,  also  die  Geschwindigkeit  unendlich  wird,  sind   dur-^^^^ 
passend   gewählte   Oberflächen   auszuschliessen,  .welche,    soweit  ^^^^ 
nicht  Eintritts-  oder  Austrittsflächen  für  die  Flüssigkeit  geben,  ^^^* 
feste  Wände  zu  dienen  haben. 

Aus  jeder  Lösung   der  Gleichung  (62)   kann  man,   da   sow< 
ihre  DifFerentialquotienten,  als  jede  in  ihnen  Uneäre  Function 
Gleichung  gleichfalls  erfüllen,  unendlich  viele  weitere  bilden. 

Unter  diesen  Lösungen  sind  die  anschaulichsten  und  einfachst- — — ^^ 
diejenigen,  welche  nur   von  zwei  Coordinaten  abhängen,  deren  P^^*^- 
tentialflächen    also    Rotations-    oder    Cylinderflächen,    der^ -^^ 
Stromlinien  also  in  beiden  Fällen  ebene  Curveu  sind. 

Wichtige   Geschwindigkeitspotentiale    der   ersten    Art   erhalt^^ 
wir,  wenn  wir  berücksichtigen,  dass,  wie  leicht  durch  dieRechnnz?^ 
zu  erweisen,    die   reciproke  Entfernung   1/r   von   einem   beliebigem 
Punkt  py  ausser  in  p  selbst,  überall  der  Gleichung  A^ljr)  =  0  gen§^ 
und    dass    hiernach    das    NEWTON'sche    Potential    eines    oder 
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mehrerer,  ruhender  oder  bewegter  Massenpunkte  eine  Func- 
trion  ist,  welche  der  Hauptgleichung  (62)  gentigt. 

Nehmen  wir  demgemäss  in  beliebigen  Punkten  a;^,  t/^,  z,^  will- 
Idirliche  Massen  m^  an  und  setzen,  da  es  sich  nur  um  Bildung 
einer  der  Gleichung  (62)  genügenden  Function  handelt,  die  Con- 
etante  f  des  NEWTON'schen  Gesetzes  gleich  Eins,  so  erhalten  wir 
&ls  einen  sehr  allgemeinen  Ansatz  für  das  Geschwindigkeitspotential: 


^  =  -  ^ 

h 

i¥onn 


9  =  -^^,  (62') 


r;  =(a:  -  xj  +  (y  ^  yj  +  {z  -  ^J 

ist     Die   Richtung   von   r^  rechnen  wir,   wo   dieselbe   in  Betracht 
kommt,  von  dem  supponirten  Massenpunkt  rw^  hinweg. 

Je  nach  dem  Vorzeichen  von  m^  wird  qp  an  den  Stellen  rr^,  ^^  z^^ 
gleich  ±  CO ;  wir  müssen  also,  da  (p  innerhalb  der  Flüssigkeit  stetig 
sein  muss,  diese  Punkte  irgendwie,  etwa  durch  unendlich  kleine  um 
einen  jeden  von  ihnen  gelegte  Oberflächen  o^  aus  dem  Bereich,  für 
welches  wir  tp  in  der  Bedeutung  eines  Geschwindigkeitspotentiales 
anwenden  wollen,  ausschliessen. 

Da  q)  längs  der  äusseren  Normalen  rij^  auf  diesen  Flächen  Oj^ 
variirt,  so  findet  parallel  zu  jedem  n^  eine  Strömung  statt;  die  o^  sind 
also  resp.  Eintritts-  oder  Austrittsflächen.  Wir  müssen  uns 
daher  die  Vorstellung  bilden,  dass  innerhalb  der  ersteren  Flächen 
dauernd  Flüssigkeit  zugeführt  oder  erzeugt,  innerhalb  der  letzteren 
dauernd  abgeführt  oder  vernichtet  wird  —  eine  Vorstellung,  mit 
welcher  wir,  obgleich  sie  in  dieser  Form  praktisch  nicht  realisirbar 
ist,  doch  vortheilhaft  rechnen  können. 

Punkte,  in  der  beschriebenen  Weise  von  unendlich  kleinen 
Flächen  umschlossen,  von  denen  aus  Flüssigkeit  in  den  Raum  ein- 
tritt, nennen  wir  Quellen  oder  Quellpunkte,  Punkte,  nach  welchen 
hin  Flüssigkeit  austritt.  Senken  oder  Senkpunkte. 

Das  während  der  Zeit  Eins  durch  eine  dieser  unendlich  kleinen 
Oberflächen,  z.  B.  o^,  in  den  Raum  einströmende  Flüssigkeitsvolumen 
nennen  wir  die  Ergiebigkeit  des  umschlossenen  Punktes  m^  und 
bezeichnen  sie  mit  Mj^. 

Um  sie  zu  berechnen  benutzen  wir,  dass  die  Geschwindigkeit 
in  der  Richtung  der  äusseren  Normalen  rij^  auf  der  Oberfläche  Oj^ 
gleich  dtpjdnj^,  und  dass  demgemäss  das  ganze  aus  der  Ober- 
fläche Oj.  austretende  Volumen  Jf^  gegeben  ist  durch 


M^ 


=  flläo,.  (63) 
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Setzt  man  hier  den  Werth  von  (p  ein,  so  findet  sich: 

M,^-^rn,\^do,,  (631 

Aus  dieser  Summe,  welche  über  alle  Massenpunkte  w^  zu  nehmen 
ist,  sondern  wir  das  Glied  aus,  welches  sich  auf  den  Punkt  m^  be- 
zieht, und  schreiben 

wo  nun  die  Summe  über  alle  ä,  mit  Ausnahme  von  h  =  k,  zu  er- 
strecken ist. 

Diese  Summe  lässt  sich  nach  dem  Hülfssatz  (22')  umformen,  da 
innerhalb  des  von  o^  umschlossenen  Baumes  keines  der  r^  za  Null 
wird,  und  giebt  in  Rücksicht  auf  J(l  /r^)  =  0  selbst  Null.  Die  letzte 
Gleichung  lässt  sich  nun  schreiben 

oder  wegen  der  geometrischen  Bedeutung  von  drjdn^  auch 

Hierin  ist  aber  der  Ausdruck  unter  dem  Integral  nach  der  S.  329 
gegebenen  Definition  nichts  anderes  als  die  Oeffnung  d(o^  des 
vom  Punkte  ntj^  nach  do^  gezogenen  Elementarkegels,  und 
die  Integration  über  die  ganze  geschlossene  Oberfläche  o^  giebt  dem- 
nach die  Grösse  der  Ergiebigkeit 

Jl/,  =  4;rm,;  (63") 

positive   m^   entsprechen   also    den   Quellen,    negative  den 
Senken,  wie  dies  auch  direct  einzusehen  ist 

Liegt  ein  System  von  Quellen  und  Senken  auf  der  Z-Axe  in 
den  resp.  Abständen  ;r^  vom  Coordinatenanfang,  so  ist 

h     '^ft 

falls  6  den   senkrechten  Abstand  des  betrachteten  Punktes  von  der 
Z'kxQ  bezeichnet,  also  c*  =  a;*  +  y*  ist. 

Hieraus  folgt: 
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und  wenn  man  die  Geschwindigkeit  parallel  mit  e  durch  s  bezeichnet: 

h     ^* 
Die  Potentialflächen  sind  Rotationsflächen  und  daher  die  Strom- 
linien ebene  Curven.     Ihre  Differentialgleichung  ist: 

dz:de  =  t^:,  =  2-'-4-^  =  2^' '  (64') 

oder  anders  geschrieben 

Diese  Gleichung  wird  allgemein  integrabel,  wenn  man  sie  mit 
e  multiplicirt;  schreibt  man  das  Resultat 

80  giebt  die  Integration  als  die  Gleichung  der  Stromcurven: 

^  =  V  ^^^^*"^^__  =  c',  (64") 

worin  g,  d.  h.  der  Werth  der  Summe,  deren  Constantsetzen  die 
Gleichung  der  Stromcurven  ergiebt,  die  Strömungsfunction  des 
Quellsystemes  genannt  wird,  a  setzt  sich  ersichtlich  aus  Gliedern 
zusammen,  die  sich  auf  die  einzelnen  Quellpunkte  beziehen  und  kann 
demgemäss  =  2  ^ä  geschrieben  werden. 

Führt  man  den  Winkel  i9-^  zwischen  dem  Radiusvector  r^  und 
der  positiven  Z-Axe  ein,  so  wird  die  letzte  Gleichung  zu: 

'^  =  2  <^Ä  =  2  ^.  cos  »^  =  o\  -  (64'") 

h  h 

Ein  besonders  wichtiger  Fall  ist  der,  dass  zwei  Quellpunkte  ±  m 
von  entgegengesetzt  gleicher  Ergiebigkeit  einander  unendlich  nahe 
liegen,  also,  wie  wir  sagen,  ein  Quellpaar  oder  einen  Doppel- 
punkt bilden.  Ihren  Abstand  a\  positiv  von  der  Senke  zur  Quelle 
gerechnet,  bezeichnen  wir  als  die  Axe  des  Paares. 

Für  Punkte  in  endlicher  Entfernung  hat  das  von  einem  solchen 
Paar  herrührende  Geschwindigkeitspotential  nach  (62')  den  Werth 

d  ^ 

-  -  ^  -B^  '■  («5) 

worin 

r'  =  (x  -  xj  +  (y/  -  yj  +  {z  -  zj 

ist,  und  Xf  y\  z  die  Coordinaten  des  Paares  bezeichnen;  ma'  =  fji' 
nennt  man  das  Moment  des  Doppelpunktes  oder  Quellpaares.   Damit 


d' 

/ 

/ 

f 

r 

<p 

— 

—  m 

a 

da' 
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ju'  bei  unendlich  kleinem  d  endlich  bleibe,  muss  m'  resp.  M'  un- 
endlich gross  sein. 

Ist  die  Richtung  der  Axe  einer  Coordinatenaxe  parallel,  so  wird 
das  Potential  cf  gleich  dem  Differentialquotienten  nach  der  bezüglichen 
Coordinate  des  Quellpaares,  oder  aber,  da  die  a;',  y\  %  nur  in  der 
Verbindung  (a^  —  a;'),  («/  —  ^'),  (%  —  %)  in  r  vorkommen,  auch  gleich  dem 
negativen  Differential quotienten  nach  der  bezüglichen  Coordinate  des 
Punktes,  auf  welchen  das  Geschwindigkeitspotential  sich  bezieht. 

Demnach  sind  die  negativen  ersten  Differentialquo- 
tienten des  NEWTON'schen  Potentiales  nach  den  Coordina- 
ten  als  die  Geschwindigkeitspotentiale  von  Quellpaaren 
gedeutet,  deren  Axen  den  betreffenden  Coordinatenaxen 
parallel  liegen. 

Analog  lassen  sich  die  höheren  Differentialquotienten 
als  die  complicirteren  Verbindungen  von  Quellen  und  Sen- 
ken entsprechenden  Potentiale  betrachten. 

Liegt  das  Quellpaar  auf  der  Z-Axe,  mit  seiner  Axe  dieser 
Richtung  parallel,  und  setzt  man  wieder  x*  +  ^'  =  c',  so  wird 
r^  ^{%—%f^e  und 

qp  =-ma  ^-,   =^  +  ma  ~q— = ^:i -' = ^,   cosd«;    (60) 

der  ihm  entsprechende  Antheil  a  der  Summe  in  der  Gleichung  (64'") 
der  Stromcurven  berechnet  sich  ehenso  zu 
/  f  t  d  cos  &  f  f  d  cos  &  m*  a  'e*  m*  a'    •   •  «1        //>  c  n^ 

und  giebt,  für  sich  allein  gleich  c  gesetzt,  die  Gleichung  der 
einem  Quellpaar  entsprechenden  Stromcurven.  — 

Ein  noch  einfacherer  Fall  ist  der  zweier  Quellpunkte  von  ent- 
gegengesetzt gleicher  Ergiebigkeit  in  gegenseitiger  unendlicher  Ent- 
fernung, oder  der  eines  Quellpaares  von  unendlicher  Axe.  Wir 
wollen  hierfür  die  Buchstaben  w"  resp.  3/"  und  a"  anwenden  und  er- 
halten unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Coordinaten  von  ±  m" 
resp.  x"=0,  y"  =  0,  z"=  +  \a"  sind,  dass  also  die  Axe  a"  in  die 
+  Z-Axe  fällt,  aus  (62')  durch  eine  einfache  Rechnung,  bei  der  z 
und  e  neben  a"  vernachlässigt  werden,  für  das  Geschwindigkeits- 
potential, welches  diesem  Paar  entspricht: 

^"  =  -  -?-7^* .  (66) 

hingegen  für  den  betreffenden  Antheil  <t"  an  der  Summe  in  (64'") 
bei  Beseitigung  der  irrelevanten  additiven  Constanten  2  m": 

ö-  =-i?7i--  (66) 
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Sind  beide  Paare  zusammen  vorhanden,  und  liegt  das 
crstere  im  Coordinatenanfang,  ist  also  ^'  =  0,  so  entspricht  ihnen 
das  Geschwindigkeitspotential: 

qp  =  (p+qp    ^^z\^-^-  +  -^—j  ,  (67) 

und  die  Gleichung  der  zugehörigen  Stromcurven  lautet: 

Setzt  man 

mau  p,  .^-,« 

-4^;"-  =  ^'  (<^0 

and  fuhrt  eine  neue  Constante  C  ein,  so  erhält  man  aus  (67'): 

6«[l-^)  =  C'.  (67'") 

Diese  Formel  zeigt,  dass  unter  dem  System  der  Stromcurven, 
die  man  durch  wechselnde  Werthe  von  C  erhält,  eine  Schaar,  näm- 
lich die  C'  =  0  entsprechende,  zusammengesetzt  ist  aus  der  Z-Axe 
und  dem  Kreis  vom  Radius  R  um  den  Coordinatenanfang.  Da  nun 
die  Stromcurven  rings  um  die  Z-Axe  gleichmässig  verlaufen,  so  er- 
füllt diese  Schaar  eine  Kugeloberfläche,  welche,  wie  jede  von 
Stromlinien  gebildete  Fläche,  auch  als  Begrenzung  der  Flüssigkeit 
gewählt^  nämlich  durch  eine  starre  Wand  ersetzt  werden  kann,  ohne 
die  Strömung  zu  beeinflussen. 

Die  Werthe  der  Geschwindigkeitscomponenten  folgen  aus  (67)  zu 


3  m  a  x^                  Sm  a  yx 
w  = ^ ,       v  = ^-,      W 


=  -r-(v^--lj-  ^     (68) 

und  ergeben  für  r  =  cx) : 

«^  =  0,        Voo  =  0,        t^;»  = TT,- ;  (68') 

a 

die  Flüssigkeit  bewegt  sich  also  in  unendlicher  Entfernung  vom  Co- 
ordinatenanfang und  von  der  begrenzenden  Kugel  mit  der  Geschwin- 
digkeit —  8m' ja"*  parallel  der  Z-Axe. 

Die  Ausdrücke  für  R  und  u;«  kann  man  benutzen,  um  m\  m\ 
a',  d'  aus  den  Formeln  zu  entfernen;  man  erhält  dann: 

q>^^w^\^  +  ij,  (ß8") 

Die  vorstehenden  Ausdrücke  geben  für  r  >  R  den  Ein- 
fluss  an,  den  eine  mit  ihrem  Centrum  im  Coordinatenanfang 
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ruhende  Kugel  auf  einen  parallel  der  Z-Axe  mit  der  Ge- 
schwindigkeit w^  fliessenden  Strom  von  sehr  grossem  Quer- 
schnitt ausübt 

Auch  im  Innern  der  Kugel  vom  Radius  R  giebt  die  Lösung  (68") 
eine  Flüssigkeitsbewegung;  sie  entspricht  dem  Verhalten  einer  Doppel- 
quelle, die  nach  einer  Seite  Flüssigkeit  ausstösst  und  von  der  ent- 
gegengesetzten Seite  die  gleiche  Menge  Flüssigkeit  einzieht,  im 
Centrum  einer  festen  Hohlkugel,  hat  aber  kein  weiteres  Interesse.  — 

Es  ist  besonders  hervorzuheben,  dass,  weil  die  Hauptgleichung  (62) 
nur  die  Differentialquotienten  von  qp  nach  den  Coordinaten  enthält, 
die  Parameter  der  Lösungen  (in  unserem  Falle  also  die  Coordinaten 
und  die  Ergiebigkeiten  der  Quellen  und  Senken)  beliebige  Func- 
tionen der  Zeit  sein  können.  Jede  Aenderung  äussert  hiemach  ihre 
Wirkung  augenblicklich  auf  alle  Theile  der  unendlichen  Flüssig- 
keit; dies  ist  eine  Folge  der  angenommenen  Incompressibilität 

Ertheilen  wir  dem  ganzen  System  eine  positive  Geschwindigkeit 

ß  =  —  le;®, 

so  behalten  nach  dem  Gesagten  unsere  Lösungen  ihre  Gültigkeit 
Die  Flüssigkeit  im  Unendlichen  wird  auf  diese  Weise  zur  Ruhe  ge- 
bracht, aber  die  Quellen  und  Senken  und  daher  auch  die  um  das 
im  Endlichen  liegende  Paar  construirte  Kugel  erhalten  die  Ge- 
schwindigkeit Sl. 

In  diesem  Falle  ist: 


-1?('-^>     TO 


ihnen  entspricht  ein  Geschwindigkeitspotential: 

r  bezeichnet  dabei  die  Entfernung  von  dem  mit  der  Geschwindig- 
keit -f-ß  auf  der  Z-Axe  fortschreitenden  Kugelcentrum,  x  die  auf 
dasselbe  bezogene  Z-Coordinate;  das  Geschwindigkeitspotential  ist 
also  nach  (65')  identisch  mit  demjenigen,  welches  allein  von  dem 
mit  der  Geschwindigkeit  ß  fortschreitendem  Quellpaar  m  herrührt 
Man  überzeugt  sich  direct  davon,  dass  eine  mit  der  Geschwindig- 
keit il  fortschreitende  starre  Kugel  die  Grenze  dieser  Flüssigkeits- 
bewegung sein  kann,  indem  man  die  Gleichung  (59'")  für  die  feste 
Wand  benutzt.     Dieselbe  wird  hier,  da  w^  =  0,  v^==  0,  iv^  =  i2  ist: 

ii  cos  (r,  z)  =  u  cos  (r,  x)  +  v  cos  (r,  y)  +  w  cos  (r,  x), 
oder,  da 

cos (r,  x)  =  ^,       cos (r, y)  =  ^- ,        cos (r, x)  =  ^ 
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.  .  Six        SlR'x 

ist,  =  — -,      ; 

r  r* 

für  r  =  12  werden  die  beiden  Seiten  in  der  That  identisch. 

Ein  mit  der  Geschwindigkeit  ii  in  der  Richtung  seiner 
Axe  a  geradlinig  bewegtes  Quellpaar  von  der  Ergiebig- 
keit if' bewirkt  in  einer  im  Unendlichen  ruhenden  Flüssig- 
keit eine  Bewegung,  die  sich  durch  eine  um  das  Paar  als 
Centrum  construirte  starre  Kugel  vom  Radius 

^  =  S  (69') 

begrenzen  lässt^  also  auch  die  Strömung  darstellt,  welche 
in  der  Flüssigkeit  durch  die  mit  der  Geschwindigkeit  ß 
geradlinig  fortschreitende  Kugel  erregt  wird.  — 

Befindet  sich  in  der  Flüssigkeit  ein  starrer  Körper,  so  erfährt 
derselbe  von  ihr  Drucke,  deren  Componenten  parallel  den  Coordi- 
natenaxen  die  Summen  geben 

X  =  I  pco8(n,  rr)rfo,    7=  |  ^co8(n,  2/)rfo,    Z  =  \  pco^{n,  %)do,   (70) 

worin  die  Normale  n  in  das  Innere  des  Körpers  hinein  positiv  ge- 
rechnet ist. 

In  unserem  Falle  einer  parallel  der  Z-Axe  fortschreitenden 
Kugel  ist  X  und  Y  nach  Symmetrie  gleich  Null;  Z  bestimmt  sich, 
wenn  man  den  Winkel  des  der  Normalen  entgegengesetzten  Radius 
mit  der  Z-Axe  wiederum  d-  nennt  und  do  =  B^dyfsin&dO'  setzt, 
nach  (60')  wegen  des  Fehlens  äusserer  Kräfte  zu: 


31 


Z==^2n  RuHt-  I^  -  I  H  cos  ö- sin  &dfl^.  (7O0 

0 

Da  an  zwei  den  Winkeln  &  und  n  —  &  entsprechenden  Oberflächen- 
elementen die  Geschwindigkeit  V  gleiche  Grösse,  cos  »7^  sin  i^  aber 
gleiche  und  entgegengesetzte  Werthe  besitzt,  so  ist  der  Werth  dieses 
Integrales  für  den  stationären  Zustand,  d.  h.  für  d(pjdt  =  0  und 
T=  Const,  gleich  Null. 

Eine  ruhende  Kugel  erfährt  von  einem  mit  constanter 
Geschwindigkeit  fliessenden  Strome  einer  idealen  Flüssig- 
keit Druckkräfte,  deren  Componenten  nach  der  Bewegungs- 
richtung die  Summe  Null  ergeben. 

Dasselbe  gilt  begreiflicher  Weise,  wenn  die  Kugel  sich  gleich- 
förmig bewegt  und  die  Flüssigkeit  im  Unendlichen  ruht;  das  Ge- 
schwindigkeitspotential 
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enthält  hier  zwar  die  Zeit,  denn  x  und  r  sind  gegen  ein  bewegtes 
Coordinatensystem  gerechnet,  und  es  ist  daher 

«  =  ;?,-  fl/,         r»  =  6*  +  (X,  -  at)\ 

wobei   x^   sich   auf   einen    festen   Anfangspunkt  bezieht;    aber  der 
Ausdruck 


/l         Si'Xdx  .      dx  ri 


dt  2 

ist  eine  gerade  Function  von  »9-  und  giebt,  neben  dem  von  ^über- 
haupt unabhängigen  T  in  das  Integral  (70^)  eingesetzt,  abermals  den 
Werth  NuU. 

Wenn  dagegen  die  Geschwindigkeit  ii  mit  der  Zeit  variirt,  so 
kommt  zu  dem  obigen  Werth  von  dtpfötj  in  dem  jetzt 

dx  ^       ^  rfÄ 

ist,  noch  das  Glied 

_  R'xdSl 
27-»  dt  ' 

welches  nach  Einftihrung  in  das  obige  Integral  (70') 

Z  =  -  ^l'  R*  ^^  (71) 


ergiebt     Beachtet  man,  dass 

4716 


R*  =  M. 


3 

die  Masse  der  von  der  Kugel  verdrängten  Flüssigkeit  ist,  so  erhält 
man  den  Satz: 

Eine  unendliche  und  im  Unendlichen  ruhende  ideale 
Flüssigkeit,  welche  keinen  Kräften  unterliegt,  übt  auf  eine 
geradlinig  bewegte  Kugel  Druckkräfte  aus,  deren  Compo- 
nentensumme  nach  der  Bewegungsrichtung  gleich  dem 
Product  aus  der  halben  Masse  der  verdrängten  Flüssig- 
keit in  die  Beschleunigung  der  Kugel  ist  und  der  Bewegung 
entgegenwirkt. 

Die  übrigen  Componenten  und  die  Drehungsmomente 
sind  nach  der  Symmetrie  nothwendig  gleich  Null. 

Berücksichtigt  man  das  S.  420  zu  Formel  (60")  Gesagte,  ^ 
kann  man  noch  weiter  sagen: 

Wirken  Kräfte  auf  die  Flüssigkeit,  so  addirt  sich  der 
von  ihnen  herrührende  hydrostatische  Druck  zu  der  Ein- 
wirkung der  Strömung. 

Da  wir  nunmehr  die  Einwirkung  der  Flüssigkeit  auf  die  Kugel 
kennen,  so  können  wir  auch  ihre  Bewegung  unter  der  Wirkung 
einer  beliebigen  Kraft  bestimmen;  sie  ist  nämlich  dieselbe,  als  be- 


§  85.    Eine  Kagel  in  einem  unendlichen  Strome.  433 

fände  sich  die  Kagel  im  leeren  ßaume,  und  wäre  ihre  träge  Masse 
um  die  Hälfte  von  derjenigen  der  verdrängten  Flüssigkeit,  und  wären 
die  wirkenden  Kräfte  um  den  hydrostatischen  Druck  vermehrt. 

Wirkt  z.  B.  auf  die  Kugel  von  der  Dichte  6^^  und  die  Flüssig- 
keit von  der  Dichte  6  die  Schwere,  so  findet  die  verticale  Bewegung 
der  ersteren  nach  dem  Gesetz  statt 

Eine  von  der  Geschwindigkeit  abhängige  Widerstands- 
kraft findet  die  Kugel  in  einer  idealen  Flüssigkeit  nicht. 
Zu  einer  solchen  führt  erst  die  Berücksichtigung  der  inneren  Beibung, 
die  wir  bisher  ausdrücklich  vernachlässigt  haben.  — 

Dem  vorstehenden  Problem,  bei  welchem  die  Potentialfiächen 
Botationsflächen  waren,  entspricht  in  allen  seinen  Theiien  ein 
anderes,  bei  welchem  die  Potentialflächen  Cylinderflächen  sind 
und  das  wir  der  grossen  Aehnlichkeit  wegen  nur  kurz  andeuten 
wollen. 

Legen  wir  die  Z-Axe  den  Kanten  jener  Cylinderflächen  parallel, 
80  ist  hier  (p  eine  Function  nur  von  x  und  y\  daraus  folgt 

w  =  ^,  v  =  -  t:  w  =  0, 

ox  ^  oy  ' 

die  Bewegung  ist  also  eine  ebene,  die  dauernd  durch  zwei  zur 
Zy- Ebene  parallele  Wände  begrenzt  werden  kann.  Die  Haupt- 
gleichung (62)  für  (p  nimmt  die  Gestalt  an: 

^  +  Z-  = ''  ('2) 

was  wir  hier  und  später  abkürzen  in  /l'(p  =  0. 

Dieser  Gleichung  genügt  eine  Function,  die  in  der  Ebene  ganz 
dieselbe  Stelle  einnimmt,  wie  das  NEwroN^sche  Potential  im  Räume, 
nämlich  das  sogenannte  Logarithmische  Potential 

y  =  +  ^^^>^Ä;  ('^2') 

h 

worin  m^  eine  im  Punkte  Xj^,  i/^  angebrachte  Masse  bezeichnet  und, 
wie  früher,  auch  weiterhin 

V  =  (^  -  ^  J  +  (2/  -  2/ J 

ist;  Bf^  rechnen  wir  positiv  von  der  Stelle  a?^,  y^  nach  x,  y  hin.  Je 
nach  dem  Vorzeichen  von  m^  wird  (p  an  den  Stellen  a;^,  y^  gleich 
±CX),  was  andeutet,  dass  in  den  zu  der  Z-Axe  parallelen  Geraden 
durch  die  Stellen  j^,  //^  entweder  Quellen  oder  Senken  anzunehmen 
sind;  solche  kann  mau  in  unserem  Falle  auch  leicht  praktisch  her- 
stellen, indem  mau  die  beiden  die  Flüssigkeit  begrenzenden  Wände 

W.  Voigt,  Mechanik.    Zweite  Aufl.  28 
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einander  sehr  nahe  befestigt  und  in  der  einen  voii  ihnen  Bohrang6=z=3n 
anbringt,  durch  welche  der  Zu-  oder  Abfluss  geschieht.  Natürlic^ach 
muss  man  dann  die  diesen  Stellen  unmittelbar  benachbarten  6**  ge- 
reiche von  der  Betrachtung  ausschliessen,  da  in  ihnen  die  Beweguir^ag 
nicht,  wie  oben  angenommen,  parallel  der  XY- Ebene  geschieht;  m^^Kn 
kann  etwa  die  Senken  und  Quellen  durch  unendlich  kleine  Cylinde^^r- 
fiächen  umgeben  und  durch  diese  die  Strömung  stattfindend  denke »n. 

Als  die  Ergiebigkeit  ifj^  einer  Quelle  m^  wollen  wir  hier  d as 

während  der  Zeiteinheit  durch  eine  Cylinderfläche  von  der  Gruik d- 

linie  Sj^   und   der  Länge  Eins  fliessende  Volumen  definiren.     Na-^-^h 
dem  S.  420  angewandten  Verfahren  findet  sich  dafür 


^» 


Die  Differentialgleichung  der  Stromcorren  laatet  jetzt 


dx:dy  =  ^m,--;-^'':'^m,^  -,^-^;  (-^3) 


sie 

lässt  sich 

schreiben : 

h 

-  XH)dy 

-(y- 

♦/»)  dx 

was 

identisch  ist  mit 

^' 

< 

.  =  0. 

=  0, 


(-3'3') 


Dieser  Ausdruck  ist  ohne  Weiteres  integrabel  und  liefert: 

'^  =  2-.arctg(^|)  =  c',  (^3") 


wobei,  wie  S.  427,  (t  die  Strömungsfunction  ist  und  sich  aus  Glied  ^rn 
cF^  zusammensetzt,  die  sich  auf  die  einzelnen  Quellen  beziehen;  -^das 
Resultat  lässt  sich  schreiben; 

h  h 

wobei  &f^  den  Winkel  zwischen  c^  und  der  X-Axe  bezeichnet. 

Für  ein  Quellpaar  ±m\  dessen  unendlich  kleiner  Abstarirf, 
positiv  gerechnet  von  der  Senke  (—  ni)  zur  Quelle  (+  m),  wieder 
gleich  a   sein  möge,  wird  das  Geschwindigkeitspotential,  wenn  e  den 
Abstand  von  dem  Paar  bezeiclmet, 

,  ,    ,  öln«         M'a'  d\nr,  .-j, 

^  du  2ii      da 
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in  dem  Falle,  dass  a   in  die  +X- Richtung  fällt  und 

ist  (unter  x   die  X-Coordinate  des  Paares  verstanden),  schreibt  sich 
dies  in  der  oben  benutzten   Bezeichnung  gemäss  der  Formel  (65'): 

y  =""'^^-ä^= -? = ^cos.^.  (74) 

Der  hiervon  herrührende  Antheil  der  Summe  a  in  der  Gleichung  (73'") 
lautet»  entsprechend  (65"): 

(T  =-^ma  ^-  =-^ r-^  =  H sin  &.  (74 1 

ox  e*  e  ^       ' 

Haben  wir  ein  Quellenpaar  ±  w"  mit  unendlich  grossem 
Abstand  a",  so  wird,  wenn  die  +-Y- Richtung  mit  der  Axe  zusam- 
menfällt^ das  ihm  entsprechende  Geschwindigkeitspotential: 


4  m"  X 


sein  Antheil  an  der  Summe  (t  bei  Beseitigung  der  irrelevanten  Con- 
stanten m'n  lautet: 


(T     == ^77--  (75^) 

Sind  beide  Paare  zusammen  vorhanden,  das  erstere  im  Co- 
ordinatenanfang,  sodass  x=0  ist,  so. entspricht  dem  ein  Geschwindig- 
keitspotential: ,   ,  ,       ^    „, 

q>^(p  +tp   =  -  ^^-.-  +  -,-j  »  (76) 

während  die  Gleichung  der  Stromcurven  lautet: 

/  ,      //        ,       Im' a*        2w"\         ,  /fT£>/\ 

a=:<T+(T   =  +  yy- ^j=ö.  (76) 

Setzt  man 

«^  =  R'  (76") 

und  führt  eine  neue  Constante  C  ein,  so  erhält  man  aus  (76'): 

t/(l-|^)  =  C;'.  (76'") 

Die  Discussion  dieser  mit  (67"')  sehr  ähnlichen  Formel  zeigt, 
dass  die  (7=0  entsprechende  Stromcurve  aus  der  A'-Axe  und  einem 
Kreis  vom  Radius  R  um  den  Coordinatenanfang  besteht,  dass  man 
also  die  Flüssigkeitsbewegung  durch  einen  festen  Ereiscylinder 
begrenzen  kann. 

Aus  dem  Geschwindigkeitspotential  (76)  folgen  die  Geschwindig- 
keitscomponenten 

28* 
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in  unendlicber  Entfernung  e  wird  also  t;»  =  0,  i/oo  =  —  ^m"ja"\  dabt 
kann  man  auch  schreiben 

Vergleicht  man  diese  Resultate  mit  den  S.  429  abgeleiteten,  so  e  -^sr- 
kennt  man  Folgendes: 

Die  vorstehenden  Ausdrücke  geben  für  e>Ä  den  Ei; 
fluss  an,  welchen  ein  mit  seiner  Axe  in  der  Z-Axe  liege 
der  starrer  Kreiscylinder  auf  einen  mit  der  Geschwindij 
keit   Wx    parallel    der   -X-Axe   fliessenden    Strom   von   se! 
grossem  Querschnitt  ausübt. 

Demgemäss  kann  man  nun  auch  leicht  weitere  Folgerung^M-^n 
ziehen,  die  den  S.  430  u.  f.  für  eine  Kugel  in  einem  Strome  e^^e- 
wonnenen  entsprechen. 


§  36.     Mechanik  idealer  incompressibler  Flüssigkeiten.    AllgemeL^izne 
Sätze  über  Wirbelbeweg^ungen;  Bedingungen  des  stationären  Zustand      -es. 

Während  in  den  vorigen  Abschnitten  vorausgesetzt  war,  di  ms 
die  Componenten  der  Wirbelgeschwindigkeit  oder,  wie  wir  kür:^^er 
sagen,  die  Wirbelcomponenten 

,        ,  Idw       dv\  ,  (du       du>\  ,  Idv        dü\  . 

innerhalb  der  bewegten  Flüssigkeit  überall  und  zu  jeder  Zeit  v  — ^r- 
schwinden,  und  demgemäss,  wie  ausgeführt  ist,  ein  G«schwindigkeHL-ts- 
potential  existirt,  soll  nun  der  entgegengesetzte  Fall  näher  unt — -er- 
sucht werden. 

Wir  gehen  dabei  aus  von  den  allgemeinen  Bewegungsgleichun^geg 
(56),  die  sich  unter  Annahme  der  Existenz  eines  Potentiales  0  :#ur 
die  Kräfte  nach  (58)  schreiben  liessen: 

du   ,       du   ,      du   ,       du  ö(<P  +  /Z) 

U  +  '^Fx  +  '^Fy  +  '^di- d^--' 

dv    ^       dv    ^      dv    ^       dv  d{0-\-II)  ,««« 

du>    .        dw   ,       dw   ^       dw  d(0  +  H) 

mit  ihnen  zu  verbinden  sind  die  für  den  Fall  einer  incompressiblen 
Flüssigkeit  aus  (56")  und  (56'")  folgende  Beziehungen 

^Vj'+?'  =  0,      (78")  77=^.  (78'") 

ox        oy       ox  ^       ^  e 

Eliminiren  wir  (p  +  11  aus  den  Formeln  (78'),  etwa  indem  w 


I 
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die  zweite  nach  ^,   die  dritte  nach  y  differentiiren  und  erstere  von 
letzterer  abziehen,  so  ergiebt  sich: 

dt[dy       dx)'^^dx\dy       dx)^^dy[dy       dxj  '^  ^ di[d^  "^  di) 

"^  \Bxdy       dxdxj  ■*■  [dydy       dydi)  "*"  \didy  ^  dldi]  ""  ^' 

Schreiben  wir  die  letzten  beiden  Klammern  in  der  Form 

dw  /dv       dw\       dv  Idv        du\ 

welche  nach  (78")  identisch  ist  mit 

du  Idw       dv\ 

dx  \dy       dxj  ' 
und  fügen  den  Ausdruck 

dudu       dudu 

dy  dx       dy  dx 
hinzu,  so  erhalten  wir: 

dl    ,       dl    ,       dl    ,       dX        ^dn  du  du       ,. 

dt  dx  dy  dx  dx       ^  dy  dx 

Die  ersten  vier  Glieder  geben  nach  (55'")  die  vollständige  Aen- 
derung,  welche  für  ein  gegebenes  Massenelement  die  Wirbelcompo- 
nente  X  mit  der  Zeit  erleidet,  und  wir  können  daher,  indem  wir  der 
ersten  Gleichung  zwei  ebenso  abzuleitende  hinzufügen,  das  System 
aufstellen: 

dl        ^  du   ,       du    ,      du 

dfi        -idv    .        dv    .       dr  ,_^ 

dt^^di  +  fe^  +  'di'  ('^) 

dy        ,  dw    .        dw    .       dw 

Ein  diesem  äquivalentes  erhält  man,  wenn  man  zu  dem  Aus- 
druck, von  dem  wir  ausgingen,  die  Glieder 

dv  dw       dv  dw 


+ 


hinzufugt,  nämlich: 


dx  dx        dx  dx 


dt  "^d'x'^  ^dx'^^di 


dfi        -i  du    ,        dv    ,       dw  f„^,. 

dv        *,  du   ,       dv    ,       dw 

Diese  Formeln  sprechen  einige  fundamentale  Eigenschaften  der 
Wirbelbewegungen  aus,  zu  deren  Ableitung  wir  jetzt  übergehen  wollen. 
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Sind  zu  irgend  einer  Zeit  für  ein  Massenelement  der  Flüssig- 
keit alle  drei  Wirbelgeschwindigkeiten  gleich  Null,  so  sind  es  auch 
seine  Wirbelbeschleunigungen;  hieraus  folgt  aber,  dass  die  Wirbel- 
geschwindigkeiten in  diesem  Falle  überhaupt  immer  gleich  Null 
bleiben.  Denn  eine  Aenderung  dieses  Werthes  würde  eben  eine  von 
Null  verschiedene  Beschleunigung  verlangen. 

Ein  Massenelement  oder  ein  endliches  Quantum  einer 
idealen  Flüssigkeit,  welches  zu  irgend  einer  Zeit  nicht 
wirbelt,  nimmt  unter  der  Wirkung  von  Kräften,  welche 
ein  Potential  haben,  niemals  eine  Wirbelbewegung  an. 

Ist  speciell  w  =  0,  k  =  0,  fi  =  0,  so  nehmen  die  Formeln  (79') 
die  Gestalt  dk/dt^O,  dfildi^O,  di//d/  =  0  an  und  liefern  den 
weiteren  Satz: 

Sind  zu  irgend  einer  Zeit  Wirbel  nur  um  eine  Axe, 
z.  B.  die  Z-Axe,  vorhanden,  und  findet  die  Bewegung  in 
einer  dazu  normalen  Ebene  statt,  so  behält  ein  jedes 
Theilchen  auch  die  Wirbelgeschwindigkeiten  Ä  =  0,  /ti  =  0 
und  V  =  Const.  dauernd  bei. 

Sind  beliebige  Wirbel  vorhanden,  so  kann  man  für  jede  Stelle 
Xy  y,  z  nach  den  Betrachtungen  auf  S.  188  und  189  eine  resnltirende 
Wirbelgeschwindigkeit  t  bilden  durch 

T*  =  X*  +  f,*  +  v\  (79") 

welche  in  positivem  Sinn  um  eine  Axe  a  stattfindet,  deren  Winkel 
gegen  die  Coordinatenaxen  gegeben  werden  durch 

cos  {a,  x)  =  —  ,        cos  (a,  y)  =  ^ ,        cos  (a,  ^)  ==  — ,  (79'") 

vorausgesetzt,  dass  r  hierin  stets  positiv  gerechnet  wird. 

Nehmen  wir  zu  jedem  x,  y,  z  einen  Nachbarpunkt  a;„  y„  *,  an, 
der  auf  der  Richtung  der  Axe  a  um  eine  Länge  qt  entfernt  liegt, 
worin  q  eine  unendlich  kleine  Grösse  bezeichnet,  dann  haben  diese 
Nachbarpunkte  die  resp.  Geschwindigkeiten 


1      /i  ö**  •      du  , 


denn  qX,  q^i,  ()v  sind  hier  die  relativen  Coordinaten  des  Punktes 
^1,  Vxf  ^1  ii^  Bezug  auf  a;,  y,  x. 

Obiges  ist  aber  nach  (79)  identisch  mit 
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woraus  folgt: 

(m,  ^  u)dt  =  ()  dk,         (v,  —  v)dt  =  Q  dfi,         (w;,  --  to)di  =  q  dv. 

Hierin  stehen  links  wegen  (w,  —  u)dt  =  d{x^  —  x)f . , .  die  Aen- 
derungen,  welche  die  Projectionen  der  Entfernung  zwischen  den 
Punkten  aj„  y„  «^  und  Xj  y,  x,  rechts  diejenigen,  welche  die  Projectionen 
der  Länge  q  t  während  d  t  erleiden ;  dass  beide  gleiche  Werthe  haben, 
sagt  aus,  dass  die  beiden  Punkte,  welche  anfangs  auf  der  Richtung 
der  Wirbelaxe  lagen,  nach  deren  Verschiebung  wiederum  darauf- 
liegen, und  dass  ihre  Entfernungen  in  beiden  Zuständen  den  jedes 
MfiJ  stattfindenden  Wirbelgeschwindigkeiten  proportional  sind. 

Führen  wir  den  Namen  der  Wirbellinie  für  eine  Curve  ein, 
deren  Tangente  an  jeder  Stelle  in  die  Richtung  der  dortigen  Wirbel- 
axe fällt,  so  ergeben  sich  aus  dem  Vorstehenden  die  weiteren  Sätze: 

Eine  jede  Wirbellinie  geht  dauernd  durch  dieselben 
Flüssigkeitsth  eilchen. 

Bei  der  Bewegung  ändert  sich  die  Wirbelgeschwindig- 
keit für  jedes  Element  einer  Wirbellinie  in  demselben  Ver- 
hältniss,  wie  der  Abstand  zweier  auf  demselben  befind- 
lichen Flüssigkeitstheilchen.  — 

Als  Wirbelfaden  bezeichnen  wir  eine  Röhre,  welche  erfüllt 
wird  von  den  Wirbellinien,  die  durch  die  Punkte  einer  unendlich 
kleinen  Fläche  gehen,  und  denen  demgemäss  sehr  nahe  gleiche 
Wirbelgeschwindigkeiten  entsprechen. 

Da  nach  unserer  Annahme  jedes  Massen theilchen  seine  Dichte 
ungeändert  beibehalten  soll,  so  kann  das  Volumen  des  Abschnittes 
eines  Wirbelfadens,  welcher  immer  dieselben  Theilchen  enthält, 
während  der  Bewegung  nicht  variiren.  Die  Rücksicht  auf  den  vorigen 
Satz  ergiebt  daher  das  Resultat: 

Für  jede  Stelle  eines  Wirbelfadens  bleibt  das  Product 
aus  Querschnitt  und  Wirbelgeschwindigkeit  während  der 
Bewegung  constant. 

Findet  z.  B.  die  Flüssigkeitsbewegung  in  den  Meridianebenen 
durch  die  Z-Axe  und  zwar  rings  um  letztere  gleichmässig  statt, 
so  ist  ,  , 

wobei  wieder  s  die  Componente  der  Geschwindigkeit  normal  zur  Z-Axe, 
r  die  resultirende  Wirbelgeschwindigkeit  bezeichnet,  und  s,  r,  wie 
auch  w,  die  Coordinaten  x  und  y  nur  in  der  Combination  e  =  ^x*  +  y' 
enthalten.  Die  Wirbellinien  sind  in  diesem  Falle  Kreise,  deren  Ebenen 
normal  zur  Z-Axe  stehen  und  deren  Centra  in  die  Z-Axe  fallen. 


\ 
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Hier  gilt 

du  _^  dißje)  ic*    ,    ^       ^  —  ^(^/^)  ^   I    i_      —  ^  —  ^  ^(*/g) ^y     f 8^U'^ 
dx  "     d e     e         e  ^    dy  ~~     de     e         e  ^    dy  ~~  dx  "^     de      «  *  ^ 

und  die  Gleichungen  (79')  nehmen  die  Form  an 

dl  siy  dfi  8TX  ^^       n  tut     -«va 

Da  nun  die  Theilchen  sich  in  Meridianebenen  bewegen,  so  blefiKr  ibt 
für  ein  jedes  von  ihnen  x/e  und  yje  zeitlich  constant,  und  aus  d^^len 
letzten  Gleichungen  folgt  bei  Einsetzen  der  Ausdrücke  (80)  füi — =r  l 
und  fjL  wegen  s  =  dejdt 

-^I  _  ±  ^«      0     oder  auch     ^^  =  0,  (8(=3"1 

dt         e  dt  dt  ^  ' 

was  oflfenbar  der  Ausdruck  des  letzten  Satzes  für  den  Fall  der  kr( is- 

förmigen  Wirbelfäden  ist,  deren  Länge  durch  2ne  dargestellt  wird.        — 

Multipliciren  wir  ferner   die   aus  (78)  folgende  identische    I — ^e- 
Ziehung 


mit  dem  Kaumelement  rf  ä;  an  der  Stelle  x,  y,  z  und  integriren  üfc»er 
einen  beliebigen  Raum  ä,  innerhalb  dessen  die  Wirbelgeschwindig- 
keiten stetige  Functionen  der  Coordinaten  sind,  so  erhalten 
durch  Anwendung  des  Hülfssatzes  (22): 


/' 


r 


(X  cos  {n,  x)  +  fjL  cos  (n,  y)  +  v  cos  (n,  «))  rfo  =  0, 

das  Integral  ausgedehnt  über  die  Oberfläche   des   Raumes  k,  ^^as 
sich  unter  Rücksicht  auf  (79'")  auch  schreibt: 

T  cos  {cc,  n)do  =  0,  (^311 

Wählen  wir  als  Raumtheil  k  den  zwischen  zwei  normalen  Qi^^^r- 
schnitten  q^  und  q^  liegenden  Theil  eines  Wirbelfadens,  so  verschiF^^^" 
den  im  Integral  alle  Theile,  die  sich  auf  die  Mantelfläche  bezietr^ißD? 
denn  für  jene  ist  cos(a,  «)  =  0,  da  dort  die  Normale  n  senkr^^  ^'^ 
zur  Wirbelaxe  steht.  Von  den  beiden  Querschnitten  q^  und  q,  gff^  ^^^ 
der  eine  den  Betrag  7,  r,,  der  andere  —  g,T„  da  für  den  einen  ^^ 
Normale  in  die  Wirbelaxe  fällt,  für  den  anderen  ihr  entgegenges^^ 
liegt.     Demgemäss  resultirt 

was,  da  beide  Querschnitte  in  demselben  Wirbelfaden  aber  ganz  be- 
liebig liegen,  den  folgenden  Satz  ausspricht: 
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Für  alle  Stellen  eines  Wirbelfadens  hat  zu  gegebener 
Zeit  das  Product  aus  der  Grösse  des  Querschnittes  in  die 
Wirbelgeschwindigkeit  denselben  Werth. 

Hieraus  folgt,  dass  kein  Wirbelfaden  innerhalb  der  Flüssigkeit 
endigen  kann;  denn  verschwinden  kann  sein  Querschnitt  nach  Vor- 
stehendem nur  dann,  wenn  die  Wirbelgeschwindigkeit  in  ihm  un- 
endlich wird;  die  Wirbelfäden  müssen  also  entweder  in  sich  zurück- 
laufen oder  aber  in  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  endigen.  — 

Für  einen  geschlossenen  Wirbelfaden  gelten,  falls  man 
die  Integrale  über  den  von  dem  Wirbelfaden  eingenommenen  Raum 
erstreckt,  die  Beziehungen: 

Jxdk  =  0,         ffidk  =  0,         fvdk=^0',  (81'") 

(fe)  (k)  (fe) 

denn  man  kann  z.  B.  das  erste  Integral  schreiben: 


I  <7tcos(ä,  x)ds, 


wo  nun  nach  dem  letzten  Satz  qr  längs  des  Fadens  constant  ist, 
also  vor  das  Integral  gezogen  werden  kann; 


I  co8(s,  x)ds 


ist  aber  ersichtlich  für  jede  geschlossene  Curve  gleich  Null.  Nennt 
man  das  Product  aus  dem  Volumenelement  in  die  ihm  zugehörige 
Wirbelgeschwindigkeit  um  eine  Coordinatenaxe  das  Wirbelmoment 
dieses  Volumens  um  die  betreffende  Richtung,  so  kann  man  hier- 
nach sagen: 

Das  Wirbelmoment  eines  geschlossenen  Wirbelfadens 
ist  um  jede  Axe  gleich  NulL  — 

Von  den  Potentialbewegungen  ist  aus  den  Betrachtungen  auf 
S.  419  ersichtlich,  dass  sie  bei  festen  Begrenzungen  der  Flüssigkeit 
jederzeit  durch  äussere  Kräfte,  welche  ein  Potential  haben,  stationär 
erhalten  werden  können.  Ein  solcher  Schluss  ist  bei  Wirbelbewegungen 
nicht  zidässig,  es  zeigt  sich  im  Gegentheil,  dass  nur  ganz  specielle 
derartige  Strömungen  unter  solchen  Umständen  unverändert  fort- 
bestehen. 

Die  Bedingungen  für  den  stationären  Zustand  bei  Wirbeln 
folgen  aus  (79)  resp.  (79'),  wenn  man  dort  u,  v,  w  und  A,  /m,  v  zeit- 
lich constant,  also  öA/ö<=  0,  d fi I dt  =  0y  dvldt  =  0  annimmt.  Dabei 
ist  natürlich  keineswegs  dljdt  =  0,  dfjLJdt  =  0,  dv/dt  =  0;  denn  das 
einzelne  Theilchen  gelangt  bei  seiner  Bewegung  im  Allgemeinen  fort- 
während an  Stellen,  wo  eine  andere  Wirbelbewegung  herrscht. 

Die  so  resultirenden  Formeln  sind  sehr  umständlich  und  man 
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wird  in  zu  betrachtenden  speciellen  Fällen  meist  lieber  direct  an 
die  Ausgangsformeln  (78')  anknüpfen,  in  diesen  öu/ö<,  dvjdtj  dwjdi 
gleich  Null  machen  und  nach  Einsetzen  der  speciellen  Ansätze  für 
u,  V,  w  untersuchen,  ob  die  linken  Seiten  die  Gestalt  von  Differen- 
tialquotienten derselben  Function  nach  den  Coordinaten  erhalten 
haben. 

Ist  dieses  der  Fall,  so  bestimmen  die  Formeln  die  Function 
(^  +  IT)  bis  auf  eine  additive  Constante;  es  bleibt  also  immer  noch 
0  oder  77  verfügbar.  Setzt  man  0  gleich  Null,  so  entspricht  dies 
dem  Fall,  dass  die  Flüssigkeit  gar  keinen  äusseren  Kräften  unterliegt. 

Der  einfachste  specielle  Fall,  in  dem  die  gemachten  Voraus- 
setzungen erfüllt  sind,  ist  der,  wenn  die  linken  Seiten  der  Glei- 
chungen (78')  sämmtlich  constant  werden,  wie  u.  a.  dann,  wenn 
u  =  0,  v=^0,w  =  f{x,y)  isiy  d.  h.  wenn  die  Flüssigkeitsbewegung 
geradlinig  stattfindet. 

Ein  weiterer  wichtiger  specieller  Fall  ist  der  einer  Botations- 
bewegung  aller  Theile  um  dieselbe,  etwa  die  Z-Axe.     Hier  ist 

u  =  —  o)y,         V  =  +  fox,         w  =  0,  (82) 

wobei  cj,  die  Rotationsgeschwindigkeit,  von  c  =  ]/  x*  +  xf  und  %  ab- 
hängen kann.     Hier  nehmen  die  Gleichungen  (78')  die  Form  an: 

Damit  sie  bestehen  können,  muss  sein: 

dx  '  dy        '^   dx  ^      ' 

Die  letzte  Bedingung  ist  nach  der  Annahme  identisch  erfüllt, 
die  erstere  legt  dem  Fall  eine  wesentliche  Beschränkung  auf,  die  zu 
dem  Satz  führt: 

Rotationsbewegungen  mit  Wirbeln  sind  unter  der  Wir- 
kung eines  Potentiales  nur  dann  stationär,  wenn  sie  nicht 
von  der  der  Rotationsaxe  parallelen  Coordinate  abhängen. 

Ein  anderer  wichtiger  Fall  ist  der,  dass  die  Strömungen,  wie  die 
S.  426  u.  f.  betrachtete,  in  Meridianebenen  durch  die  Z-Axe  und  rings 
um  letztere  in  gleicher  Weise  verlaufen,  wo  dann  auch  0  +  77  nur  von 
e  =  y  X*  +  y*  und  x  abhängen  kann.  Hier  werden  die  beiden  ersten 
Gleichungen  (78')  mit  einander  identisch  und  das  ganze  System 
reducirt  sich  bei  Benutzung  der  obigen  Bezeichnung  s  auf 

de  dx  de        ^  de  dx  dx        ^         ^     ' 

woraus  die  Bedingung  folgt 


w 
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mit  der  die  aus  (78")  folgende  Beziehung 

|-;  +  |^  =  0  (83") 

zu  combiniren  ist.  Man  kann  mit  ihrer  Hülfe  die  erste  Gleichung 
auf  die  Gestalt  bringen 

(d7  +  Ö^J  =  *  [Te'  +  ä^j  •  ('^^   ^ 

Die  Gleichung  (83'")  muss  (neben  (83"))  erfüllt  sein,  damit  die  voraus- 
gesetzte Wirbelbewegung  stationär  fortbestehen  könne;  sie  enthält 
offenbar  ausserordentlich  specielle  Aussagen. 

Sind  die  im  Vorstehenden  entwickelten  Bedingungen  nicht  er- 
füllt, so  kann  zwar  durch  Kräfte,  die  kein  Potential  haben,  noch 
immer  der  Zustand  der  Flüssigkeit  stationär  erhalten  werden,  bei 
der  Einwirkung  eines  Potentiales  ändert  er  sich  aber  und  die  Glei- 
chungen (78')  resp.  (79)  oder  (79')  geben  Aufschluss  über  die  Art, 
in  welcher  dies  geschieht  Untersuchungen  dieser  Art  bieten  in  den 
meisten  Fällen  sehr  grosse  Schwierigkeiten  dar  und  müssen  daher 
hier  unterbleiben. 


§  37.  Mechanik  idealer  inoompressibler  Flüssigkeiten.  Constmction 
specieller  Wirbelbewegungen  mit  Hülfe  des  New  tonischen  und  des 

logarithmisohen  Potentiales. 

Wie  bei  der  Behandlung  specieller  Fälle  der  Potentialbewegungen, 
80  wollen  wir  auch  bei  der  analogen  Aufgabe  für  Wirbelbewegungen 
zunächst  die  incompressibel  gedachte  Flüssigkeit  unendlich  ausge- 
dehnt anüehmen,  um  von  der  Berücksichtigung  von  Grenzbedingungen 
befreit  zu  sein.  Weiter  wollen  wir  von  der  aus  den  Definitionen  (78) 
folgenden  Beziehung 

J^.  +  «ü  +  |^  =  0  (84) 

ox       dy       ox  ^     ' 

ausgehen,  Wirbelcomponenten  l,  fjt,  v  bilden,  welche  ihr  genügen,  und 
Geschwindigkeitscomponenten  Uy  v^  w  aufsuchen,  die  mit  diesen 
Werthen  vereinbar  sind.  Dies  geschieht  durch  Integration  der 
Gleichungen  (78)  bei  Rücksicht  auf  die  Bedingung 

du    X    ^^    t   ^^  t\ 

dx        dy        dx  ~' 

Jene  Gleichungen  lassen  sich  auf  uns  bekannte  Formen  redu- 
ciren   durch  die  Einführung  von  drei  neuen  Functionen  C/,  F,  fT, 
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weiche  wir  Wirbelfunctionen  nennen  wollen;  dies  geschieht  durch 
die  Substitutionen 

dW       dV  dU       dW  dV       du  ,q,^ 

welche  der  letzten  Bedingung  identisch  gentigen.  Die  erste  der 
Gleichungen  (78)  lautet  nach  Einsetzung  dieser  Werthe: 

"  dxdy       dy'        dx'  ^  'dxdi'~  dx  [dx  "^  dy  '^  dx  )       ^     ' 

fügt  man  also  den  obigen  Formeln  noch  die  Bedingung 

1^  +  1^  +  ^  =  0  (84") 

ax        oy         ox  ^       ' 

hinzu^  so  ergeben  sich  für  die  Wirbelfunctionen  die  Gleichungen: 
/lU=-2k,         JF  =  -2ju,         /lW  =  -2v.  (84'") 

Diese  Bedingungen  allein  bestimmen  ü,  V,  W  aus  gegebenen 
X,  fji^  V  nicht  eindeutig.  In  der  That  kann  man  aus  jeder  für  sie 
gefundenen  Lösung  deren  beliebig  viele  bilden  durch  Superposition 
beliebiger  Potentialbewegungen.  Da  für  letztere  nach  S.  422  A,  (jl,  v 
verschwinden,  so  kann  man  sie  gemäss  (84^)  darstellen  durch  drei 
Functionen  U^,  F^,  /^^,  für  welche  gilt 

die  Ausdrücke  11+  U^,  F+  F^,  W  +  W^  genügen  aber  gleichfalls 
den  Gleichungen  (84'"). 

Unter  welchen  Bedingungen  Wirbelbewegungen  unter  der  Wir- 
kung conservativer  Kräfte  oder  sich  selbst  überlassen  stationär  sind, 
ist  S.  441  besprochen  worden.  Nur  wenn  jene  Bedingungen  erfüllt 
sind,  lässt  sich  die  Flüssigkeit  durch  ruhende  feste  Wände  begrenzen, 
die  längs  Flächen,  welche  ganz  von  Stromlinien  erfüllt  sind,  ange- 
bracht werden  können.  Im  anderen  Falle  sind  zwar  nach  den  all- 
gemeinen Formeln  auf  S.  43G  u.  f.  auch  Bewegungen  der  Flüssigkeit 
möglich,  aber  sie  sind  zeitlich  veränderlich.  — 

Ein  besonders  einfacher,  bereits  auf  S.  423  erwähnter  Fall  möge 
hervorgehoben  werden.  Ist  im  ganzen  Baum  A  =  0,  jw  =  0,  v  =  g, 
d.  h.  constant,  so  kann  man  dem  genügen  durch  den  Ansatz 

C^=F=0,         TF=-|(a^'  +  y),  (85) 

woraus  folgt 

w  =  —  qy,  V  =  +  qx,  w  =  0,  (85^) 

Diese  Werthe  stellen  eine  Bewegung  dar,  bei  welcher  die  ganze 
Flüssigkeit  wie  ein  starrer  Körper  um  die,  übrigens  willkürliche, 
Z'Axe  rotirt;   eine  solche  Strömung  erfüllt  also  den  ganzen  Kaum 
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mit  zur  Z-Axe  parallelen  Wirbelfäden  constanter  Rotations- 
geschwindigkeit; sie  ist  nach  S.  442  ohne  äussere  Einwirkung 
stationär  und  kann  durch  eine  beliebige  Rotationsfläche  um  die 
Z-Axe  begrenzt  werden. 

Weiter  wollen  wir  uns  auf  solche  Fälle  beschränken,  bei  welchen 
Ä,  fi,  V  proportional  mit  einem  Diflferentialquotienten  von  1/r  oder 
Ine  (d.h.  von  dem  NEWTON'schen  oder  logarithmischen  Potential)  nach 
einer  Coordinate  sind,  wobei,  wie  früher,  stets 

x'  +  y'  +  x'  =  r\         x'  +  y*  =  e' 
gesetzt  ist. 

Hier  kann  man  leicht  Lösungen  finden  mit  Hülfe  einiger  Be- 
ziehungen, die  aus  den  Fundamentalgleichungen 

j(^)=0,         J'(lne)=0 

folgen.     Man  erhält  nämlich  leicht: 

^(:)-2^.  ^(f)--''!?.  ^(~]-'l:-   M 

ebenso 

J'  {X  Ine)  =  2  ^f/ ,     Ä  (j/lne)  =  2  ^l"^' ,  (86') 

und  hieraus  durch  DiflFerentiation  auch 


dxdy^ 


(86") 


.,  I dx\n(i\  __    .,  I dy\ne\  _^  ^  d' h\e  ^        * 

\    dy    )  '~        \  ~dx    )  ^      dxdy 

Von  diesen  Beziehungen  werden  wir  weiterhin  Grebrauch  machen. 
1.  Der  Gleichung  (84)  zu  genügen  machen  wir  den  Ansatz: 

A  =  n^,      ^  =  -^0;,       ^  =  0,  (87) 


was  identisch  ist  mit 


n  y  nx 


Die  Werthe  zeigen,  dass  der  ganze  Raum  erfüllt  ist  mit  Wirbel- 
fäden in  der  Form  von  Kreisringen  parallel  der  XY- Ebene,  deren 
Centra  auf  der  Z- Axe  liegen.    Die  Rotationsgeschwindigkeit  r  ist  durch 

nMx'  +  y^       ah       r  ^'''^ 
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gegeben;  r  verschwindet  also  im  Unendlichen  und  wird  unendlich  im 

Coordinatenanfang,  der  deshalb  ausserhalb  der  Flüssigkeit  liegen  muss. 

Die  Gleichungen  (84'")  lauten  unter  Benutzung  von  (87): 

d-  d- 

man   gewinnt   nach  (86)  Lösungen,  welche,  wie  erforderlich,  auch 
(84")  genügen,  wenn  man  setzt 

ü^-"^,         r  =  +^,        ir=0;  (87-) 

demgemäss  liefert  (84')  die  Endresultate: 


r         .    nxx  r         .    nyx 


(87") 


Da  u:v=^x:y  ist,  so  findet  die  Strömung  in  Meridianebenen 
durch  die  Z-Axe  statt;  die  Geschwindigkeitscomponente  s  normal 
zur  Z-Axe  hat  den  Werth  s  =  nezjr*.  Die  Differentialgleichung 
der  Stromcurven  lautet: 

oder 

e%d%  —  {e*  +  2z^)de  =  0, 

worin  wieder  e*  =  x*  +  y*,  r'  =  e*  +  x*  ist 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  e  und  setzt  e*  =  ly,  ä*  =  c, 
so  folgt: 

was  durch  Division  mit  7/'  integrabel  wird  und  auf 

oder  auf 

J  -H  }  =  ::  =  e  (871 

als  Gleichung  der  Stromlinien  führt. 

Diese  Curven  schneiden  wegen  des  Werthes  von  dejdx  sammt- 
lich  denselben  Eadiusvector  unter  dem  gleichen  Winkel,  sie  besitzen 
einen  Wendepunkt  für  e/z  =  ±  ^2  und  sind  für  —  y2  <  c/^  <  +}2 
convex  gegen  die  Z-Axe,  ausserhalb  dieser  Grenze  concav. 

Bilden   wir  die  Componente   q  der  Geschwindigkeit  nach  dem 

Radiusvector  r,  so  erhalten  wir: 

Hx  +  py  -{-IPX  2m 

'   ""  r  ""     r* 
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Dies  zeigt,  dass  eine  Kugelfläche  vom  Radius  R  diese  Flüssig- 
keitsbewegung begrenzen  kann,  wenn  man  sie  mit  der  Geschwindigkeit 

parallel  der  Z-Axe  verschiebt;  denn  unter  diesen  Umständen  erhält 
jedes  Oberflächentheilchen  die  angegebene  Normalgeschwindigkeit  q. 
Wir  haben  hierdurch  also  eine  zweite  Bewegung  einer 
im  Unendlichen  ruhenden  Flüssigkeit  erhalten,  welche 
momentan  durch  eine  mit  gegebener  Geschwindigkeit  gerad- 
linig fortschreitende  Kugel  begrenzt  werden  kann. 

Diese  Bewegung  ist  natürlich  nicht  stationär;  sie  lässt  sich 
aber  auch  durch  Zufüguug  einer  Strömung  parallel  der  Z-Axe  mit 
der  Geschwindigkeit  —  ü^,  welche  jene  Kugel  zur  Ruhe  bringt,  nicht 
stationär  machen,  da  sie  der  Bedingung  (83''')  nicht  entspricht 

2.  Ein  anderer  Ansatz  für  A,  ju,  v,  der  (84)  genügt,  ist: 


r 
^  axdx 


^  = 

r 

8  g?/,- 

=  . 

-^(f 

+';^ 

(88) 


die  Wirbellinien  sind  die  orthogonalen  Trajectorien  des  Systemes  der 
Flächen  d{llr)/dz^c,  welche  oben  S.  428  besprochen  sind.  Aus 
den  Gleichungen 

JU  =  ^2q.    l    ,        AV  =  -2q.    ~,      AW  =  -2q.-^- 
^ oxax  ^ oxay^  ^ axax 

schliessen  wir  nach  (86"): 

Q  X  qX^  x^ 

^=-*öV'  '^=-'-ö;-'  "^=-9öI +'r- (»»') 

dabei  ist  in  W  das  Glied  2g/r,  welches  in  J  W  verschwindet,  zu- 
gefügt, um  der  Gleichung  (84")  zu  genügen;  die  ersten  Glieder  geben 
liämUch,  in  (84")  eingesetzt,  nach  (86)  den  Werth  —  2qd(l lr)ldzj 
und  dieser  ist  zu  Null  zu  ergänzen.  Die  eigenthürnliche  Form  der 
U,  F,  W  lässt  von  ihnen  in  u,  v,  w  nur  das  Glied  2qjr  übrig  bleiben, 
und  man  erhält  so: 

die   Bewegung    der   Flüssigkeit   geschieht   in   Kreisbahnen   um   die 
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Z-Axe,  und  zwar  so,  dass  die  Winkelgeschwindigkeit  gleich  2qfw^^ 
also  nur  von  r  abhängig  ist,  im  Unendlichen  verschwindet  und  s^m 
Coordinatenanfang  unendlich  wird. 

Man  kann  demnach  die  nach  (88'')  bewegte  Flü8sigk( 
für  den  Augenblick  durch  eine  beliebige  Rotationsfläc 
um  die  Z-Axe,  welche  den  Coordinatenanfang  umschlies  ^^t 
begrenzen.     Die  Bewegung  ist  nach  S.  442  nicht  stationär. 

3.  Weiter  setzen  wir 

^  ölne        qy  d\ne  qx  ^  /ät^/». 

was  Wirbelfäden  in  Form  von  Kreisen  um  die  Z-Axe  ergiebt,  und 
folgern  daraus  gemäss  (86'): 

U  =  —  qy  Ine,  V=^  +  qx\ne,  W=0 

und 

tt  =  r  =  0,         w  =  q(21n6+]).  (89') 

Wir  haben  hier  also  den  Fall  einer  im  ganzen  unend- 
lichen Raum  parallel  der  Z-Axe  stattfindenden  Strömung, 
welche  trotzdem  eine  Wirbelbewegung  darstellt;  w  wird 
in  der  Z-Axe  unendlich,  diese  ist  also  durch  irgend  eine  sie  um- 
schliessende  Cylinderfläche  auszuschliesseu.  Die  Bewegung  ist  nach 
S.  442  stationär. 

4.  Endlich  sei  noch 

,  öluc        qx  d\ne        qy  ^  .^^x 

^  =  ?-ä^    =7"         f-1j-y        ~^'        ''  =  ^'  ^'"' 

es  liegen  also  die  Wirbelfäden  parallel  mit  e.    Wir  schliessen  daraus 
nach  (86'),  um  auch  (84'")  zu  erfüllen, 

U  —  —  qxXwe,         F=  —  qyXwe^         W  —  qx[2\T\e  +  1)  +  F{x,  y\ 

worin  F  der  Gleichung 

Ä  F={) 

genügen  muss,  also  z.  B.  F  =  qle  gesetzt  werden  kann.   Dann  resultirt 

u^  +  {2q-.  +  q)  l,        v^^{2qx-tq)  ^,  ,        u;  =  0.         (90') 

Die  Stromcurven  sind  Kreise  um  die  Z-Axe  in  Ebenen  parallel 
zur  A'F- Ebene. 

Wir  haben  hier  eine  Wirbelbewegung,  bei  welcher 
Wirbel-  und  Stromlinien  in  derselben  Ebene  liegen.  Auch 
diese  Bewegung  ist  nach  S.  442  stationär;  sie  lässt  sich  also  durch 
feste  Rotations Hächen  begrenzen. 
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§  38.    Mechanik  idealer  inoompressibler  Rüssigkeiten.    Wirbel»  von 

Potentialbewegungen  begleitet 

Wir  haben  ans  im  yorigen  Abschnitt  ansschliesslich  mit  solchen 
Wirbelbewegungen  beschäftigt,  bei  denen  die  Wirbelcomponenten 
l,  11,  V  sich  im  Endlichen  überall  von  Null  unterschieden,  also  der 
ganze  Baum  mit  Wirbelfäden  erfüllt  war.  Wie  aber  fiilher  schon  be- 
merkt, ist  dies  nicht  der  einzig  mögliche  Fall,  und  wir  wenden  uns 
demgemäss  jetzt  zu  der  Betrachtung  von  Bewegungen  incompressibler- 
Flüssigkeiten,  bei  denen  die  Wirbel  auf  abgeschlossene  Räume, 
hauptsächlich  auf  einzelne  unendlich  feine  Fäden  beschränkt  sind. 

Nach  dem  S.  443  und  444  Erörterten  werden  Vorgänge  dieser  Art 
durch Wirbelfunctionen  U,  F,  TF darstellbar  sein,  die  9Xt  Aü,  AV,  AW 
nur  in  einem  Theile  des  Raumes  von  Null  verschiedene  Werthe 
Uefem;  denn  wo  AU,  AVj  AW  verschwinden,  sind  nach  (84'") 
die  Wirbelcomponenten  A,  ju,  v  gleich  Null,  findet  also  nach 
S.  422  eine  die  Wirbel  begleitende  Potentialbewegung  statt 

Für  diese  letztere  gelten  nach  (84')  bis  (84'")  die  Bedingungen: 

dW      dV  du      dW  dV      dU  ,q.. 

|?+|z+ 41^  =  0,  (9n 

ax       ay         ox  ^      ' 

AU^O,         JF=0,         AW=0.  (91") 

Die  drei  letzten  Formeln  sind  nach  (62)  mit  der  Bedingung 
gleichgestaltet,  die  das  Geschwindigkeitspotential  y  in  quellenlosen  Ge- 
bieten zu  erfüllen  hat;  es  erscheint  daher  wahrscheinlich,  dass  man 
die  früher  zur  Construction  von  Geschwindigkeitspotentialen  benutzten 
Hülfsmittel  auch  zur  Auffindung  von  Wirbelfunctionen  £7,  V,  W  er- 
folgreich anwenden  kann.  Die  U,  F,  W  müssten  dann,  als  Ge- 
schwindigkeitspotentiale gedeutet,  ihre  Quellen  in  dem  Gebiete  haben, 
wo  die  Wirbel  stattfinden,  wo  also  AU,  AVj  AW  nicht  verschwinden. 

Um  letzteres  näher  zu  untersuchen,  integriren  wir  die  Gleichungen 
J  Z7  =  —  2A,  .  .  .  über  den  von  Wirbeln  erfüllten  Raum  k  und  er- 
halten unter  Benutzung  unseres  Hülfssatzes  (22'): 

p^äo  =  -2fuk,   Piäo  =  -2f,äk,    f^^-äo=.-2f.äk,    (92) 

o)  (fc)  (o)  (k)  (o)  (») 

worin  o  die  OberHäche  des  Raumes  k  und  n  die  äussere  Normale 

bezeichnet 

Ist  der  die  Wirbel  enthaltende  Raum  k  rings  von  Flüssigkeit 
umgeben,  reicht  er  also  nirgends  an  die  Oberfläche,  und  ist  er  dem- 

W.  Voigt.  Mechanik.    Zweite  Aufl.  ^^ 
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gemäss  nach  S.  441  nur  mit  geschlossenen  WirbelfiUien  erfüllt,  so 
wird  dies  System  nach  (81'")  zu: 

/i!'^''=«'  fT>-''  ri'^'^=^-    («2-) 

(o)  (o)  (o) 

Deutet  man  also  Uy  V,  W  als  Geschwindigkeitspotentiale,  wodurch  die 
vorstehenden  Integrale  die  Bedeutung  der  in  der  Zeiteinheit  durch 
0  hindurchströmenden  Flüssigkeitsvolumina  erhalten,  so  müssen 
hiernach  ihre  innerhalb  k  liegenden  Quellen  je  die  6e- 
sammtergiebigkeit  Null  haben. 

Nach  diesem  Resultat  können  also  drei  Geschwindig- 
keitspotentiale cfyy  (ft,  (ft  von  drei  im  Wirbelraum  Abliegen- 
den Quellsystemen  mit  der  Ergiebigkeit  Null,  welche  der 
(91')  entsprechenden  Bedingung 

dx        dy        dx 

genügen,  Wirbelfunctionen  ü,  F,  W  in  den  wirbelfreien 
Räumen  darstellen. 

Soll  der  von  Wirbeln  erfüllte  Raum  k  unendlich  klein  sein,  so 
ergiebt  sich  als  einfachstes  Quellsystem  ein  Quellpaar  der  S.  427 
behandelten  Art,  dessen  Geschwindigkeitspotential  nach  (65)  ge- 
schrieben werden  kann: 

öl 

r 


/  j 


wobei  r  die  Entfernung  vom  Ort  des  Quellpaares,  ii'  dessen  Moment 
und  a'  dessen  Axenrichtung  bezeichnet.  Wir  genügen  der  Bedingung 
(91')  auf  einfachste  Weise,  indem  wir 

al  ö^ 

setzen.     Hierdurch  wird  dann  wegen  J  -  =  0: 

ö*  -  ö*  —  d*  - - 

w  =  — ^      -J-  t;  =  — -4-5— ä— ,       w  —^  ä-^-y\       (92'") 

die  Bewegung  entspricht  also  einem  Geschwindigkeitspotential 

ö-i 

d.  h.  einem  innerhalb  k  liegenden  Quellpaar  mit  zur  Z- Richtung 
paralleler  Axe  und  dem  Moment  A. 
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Berücksichtigt  man  noch,  dass  die  Wirbelfäden  innerhalb  k  ge- 
schlossen sein  müssen,  und  dass  die  Z-Axe  für  die  Bewegung  die 
einzige  ausgezeichnete  Richtung  darstellt,  so  kann  man  den  auch 
durch  directe  Anschauung  zu  erhaltenden  Satz  aussprechen: 

Ein  Quellpaar  ist  für  Punkte  in  endlicher  Entfernung 
äquivalent  mit  einem  unendlich  kleinen  ebenen  Wirbelring, 
dessen  Axe  mit  derjenigen  des  Paares  zusammenfällt 

Auf  complicirtere  Quellsysteme,  deren  Geschwindigkeitspotential 
aus  dem  NEwxoN'schen  Potential  abgeleitet  werden  kann,  soll  hier 
nicht  eingegangen  werden.  Dagegen  wollen  wir  die  sehr  einfache 
und  fruchtbare  Verwendung  des  logarithmischen  Potentiales 
discreter  Massenpunkte  zur  Construction  von  Wirbelf unctionen  aus- 
führlicher betrachten. 

Hierzu  setzen  wir  eine  Flüssigkeitsbewegung  von  der  Art  voraus, 
dass  gilt: 

Diese   Bewegung   findet   parallel   der  XF- Ebene  in  einer  von  der 
Z-Coordinate  unabhängigen  Art  und  Weise  statt  und  kann  durch 
zwei  beliebige  zur  XF- Ebene  parallele  Ebenen  begrenzt  werden. 
Wird,  wie  schon  früher, 

gesetzt,  so  ist  in  dem  die  Wirbel  enthaltenden  Gebiet,  das  durch 
eine  Fläche  f  mit  der  Randcurve  s  in  der  XF- Ebene  charakterisirt 
sein  möge, 

in  dem  von  Wirbeln  freien  \  (93') 

AW^Q.  ) 

Die  Integration  der  vorletzten  Gleichung  über  einen  normal  zu 
der  Fläche  f  errichteten  Cylinder  von  der  Länge  Eins  liefert  nach 
dem  Satz  (22")  

j^ds^^2Jvdf^-2v\  (93") 

(•)  {f) 

wobei  n  die  äussere  Normale  auf  ds  und  v\  das  Wirbelmoment 
der  durch  f  gehenden  Wirbelfäden,  eine  neue  Bezeichnung  ist 

Deutet  man  W  als  Geschwindigkeitspotential  einer  ebenen 
Strömung,  so  enthält  nach  (72")  f  Quellen  von  der  Gesammtergiebig- 
keit  -  2  v\ 

29* 
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Die  Differentialgleichung  der  Strömungslinien  für  eine  der 
XF- Ebene  parallele  Bewegung  lautet  allgemein: 

dx:dy  =:  u:  v. 
In  unserem  Falle  nimmt  sie  nach  (93)  die  Form  an: 

und  liefert  intregrirt: 

W=c,  (94) 

wobei  c  die  Integrationsconstante  ist  W  hat  sonach  hier  die 
Bedeutung  der  S.  427  eingeführten  Strömungsfunction  a. 

Da  ausserhalb  des  Wirbelgebietes  eine  Potentialbewegung  statt- 
findet, so  muss  dort  auch  gelten: 

es  folgt  also  das  Geschwindigkeitspotential  durch  Integration  der 
Gleichung: 

Geschieht  die  durch  W=  c  gegebene  Strömung  in  geschlossenen 
Curven,  so  muss  gemäss  S.  424  das  ihr  entsprechende  Geschwindig- 
keitspotential unendlich  vielwerthig  sein.  — 

Besteht  das  Gebiet  f  aus  einer  Anzahl  von  unendlich  kleinen 
Flächenstücken  /*^  in  endlichen  gegenseitigen  Entfernungen,  d.  h.  sind 
nur  discrete,  unendlich  dünne  Wirbelfäden  vorhanden,  so  giebt  das 
negative  logarithmische  Potential 

H^  =  -^^m,hie,  =  c7  (95) 

h 

einer  auf  jedem  fj^  liegenden  Masse  m^  eine  Lösung,  wenn  man 
gemäss  dem  Umstand,  dass  —  2v'  an  Stelle  der  Ergiebigkeit  einer 
Quelle  steht,  nach  (72") 

m,  =  ^  (950 

setzt. 

Die  Strömungslinien,  d.  h.  die  Curven  constantei  Werthe  von  W 
lassen  sich  in  einfachen  Fällen  leicht  discutiren.  Für  einen  Wirbel- 
faden sind  es  Kreise  um  den  Ort  des  Fadens  als  Mittelpunkt,  für 
zwei  entgegengesetzt  gleiche  Wirbelfäden  sind  es  Kreise,  welche 
das  System  der  durch  die  beiden  Wirbel  zu  legenden  orthogonal 
schneiden,  für  zwei  gleiche  sind  es  CASSiNi'sche  Curven. 

Die  Ableitung  des  dem  Ansatz  (95)  entsprechenden  Geschwindig- 
keitspotentiales  qp  führt  auf  die  Gleichung  (73'),  mit  dem  Unter- 
schied,   dass   rechts   —dtp    an    der  Stelle  von  Null  steht     Daher 
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erhalten  wir  unter  Weglassung  einer  Integrationsconstanten  den  wie 
zu  erwarten  unendlich  vielwerthigen  Ausdruck: 

y  =  +  2^/.^ctg(|^j  =  +  2^.'9'..  (95") 

Die  Vergleichung  der  Formeln  (95)  und  (95")  mit  (72')  und 
(73")  liefert  den  Satz: 

Bei  ebenen  Bewegungen  einer  unendlichen  Flüssigkeit 
sind  die  Probleme  punktförmiger  Quellen  und  einzelner 
Wirbelfäden  insofern  reciprok  zu  einander,  als,  wenn 
man  die  Quellen  so  mit  Wirbelfäden  vertauscht,  dass  die 
Ergiebigkeit  der  ersteren  und  die  Wirbelmomente  der 
letzteren  einander  proportional  sind,  die  Potentialcurven 
des  einen  Systemes  zusammenfallen  mit  den  Stromcurven 
des  anderen  und  umgekehrt 

Wendet  man  die  vorstehenden  Resultate  auf  einen  einzigen 
Wirbelfaden  an,  der  sich  in  der  Z-Axe  befindet,  so  erhält  man  für 
w  =  —  ^  die  durch  (61)  gegebene  Potentialbewegung;  letztere  ent- 
spricht also  auch  umgekehrt  einem  in  der  Z-Axe  befindlichen  Wirbel- 
faden. 

Für  ein  Paar  von  Wirbelfäden  von  entgegengesetzt  gleichem 
Wirbelmoment  v  ^^nm  und  einem  unendlich  kleinen  Abstand  a\ 
den  wir  positiv  von  dem  negativ  zum  positiv  rotirenden  Faden 
rechnen  und  der  Y-Axe  parallel  legen,  haben  wir  nach  (95)  und 
(95")  sogleich: 

da  oy   ' 

/        ,       ,  ,   d  &  ,   ,   d  & 

Nun  sind  aber  In  e  und  &  die  speciellen  Werthe  von  W  und  (p,  die 
einem  einzigen  Wirbelfaden  entsprechen;  es  gelten  für  ihre  Diflfe- 
rentialquotienten  somit  die  in  (94')  enthaltenen  Formeln.  Dem- 
gemäss  ist  auch: 

<T  =+ma  j^,       (p  ^  +  ma  -j^  •  (95   ) 

Vergleicht  man  dies  mit  den  Formeln  (74')  und  (74")  und  berücksichtigt 
die  Bedeutung  von  m' a  dort  und  hier,  so  erkennt  man  den  Satz: 
Bei  ebenen  Bewegungen  einer  unendlichen  Flüssigkeit 
ist  ein  Wirbelpaar  mit  einem  normal  dazu  liegenden  Quell- 
paar äquivalent,  wenn  das  Product  aus  der  Axenlänge  in 
das  Wirbelmoment  für  das  Erstere  gleich  ist  dem  halben 
Product  aus  der  Axenlänge  in  die  Ergiebigkeit  für  das 
Letztere. 
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Da  in  einem  unendlich  dünnen  Wirbelfaden  bei  einem  endlichen 
Werth  des  Rotationsmomentes  v'  die  Botationsgeschwindigkeit  unend- 
lich wird,  so  kann  ein  solcher  Faden,  streng  genommen,  in  Wirk- 
lichkeit nicht  existiren,  und  es  ist,  am  ein  endliches  Rotationsmoment 
zu  geben,  auch  ein  endlicher  Querschnitt  erforderlich.  Man  kann 
aber  die  obigen,  wie  auch  die  folgenden  Sätze  als  eine  Annäherung 
betrachten,  die  den  Vorgang  bei  dem  möglichen  Falle  endlicher 
Querschnitte  der  Wirbelfäden  um  so  genauer  wiedergiebt,  je  weiter 
die  betrachtete  Stelle  von  den  Wirbelfäden  abliegt  — 

Aus  dem  Werthe  (95) 

folgen  für  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  an  jeder  Stelle  die 
Ausdrücke 

ZU  denen  jeder  einzelne  Wirbelfaden  einen  Antheil 

^^JLll^     und     +m,^=^ 

beiträgt.     Dies  ergiebt  wegen  m^  ^  v^\n  den  Satz: 

Ein  Flüssigkeitstheilchen  erhält  von  einem  gerad- 
linigen Wirbelfaden  (ä)  eine  Geschwindigkeit  mitgetheilt, 
welche  normal  zu  dessen  Entfernung  e^  und  im  Sinne  von 
dessen  Rotationsrichtung  liegt,  und  mit  dessen  Wirbel- 
moment v^  direct,  mit  der  Entfernung  e^  indirect  pro- 
portional ist. 

Wir  betrachten  nun  die  Punkte  x,  y  eines  um  den  Wirbelfaden 
(Ä;)  an  der  Stelle  x^,  y^  construirten  unendlich  kleinen  Bereiches. 
Setzen  wir 

und  vernachlässigen  Glieder  von  der  Ordnung  von  r^/^?^^  neben  Eins, 
so  nehmen  die  obigen  Formeln  für  u  und  v  für  die  Punkte  des  be- 
trachteten Bereiches  die  Gestalt  an: 


**  Ä(k)  *** 


K)  =  +  -/"-^  +  2 


hierin  beziehen  sich  die  Summen  auf  alle  Werthe  von  h  mit  Aus- 
nahme von  h  =  L 

Die  ersten  Glieder  in  den  Werthen  von  (t^)  und  (v^)  ergeben  eine 
Rotation  des  Bereiches  um  den  Faden  {k)  mit  einer  vom  Abstand  «| 
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abhängigen  Geschwindigkeit;  die  zweiten  enthaltener  und  ^  nicht 
und  stellen  daher  eine  parallele  Verschiebung  des  Bereiches  dar, 
deren  Geschwindigkeit  die  Componenten  hat 

^^^_^^!^y^,        ,^  =  +  2-"^^\  (96«) 

nnd  zu  der  ein  jeder  Wirbelfaden,  mit  Ausnahme  von  (k)  selbst, 
einen  Antheil  giebt 

Wir  schliessen  hieraus,  dass  auch  ein  Wirbelfaden  {k) 
von  einem  anderen  (h)  eine  Translationsgeschwindigkeit 
mitgetheilt  erhält,  deren  Richtung  normal  zu  der  Verbin- 
dungslinie ßf^j^  und  im  Sinne  der  Rotation  von  m^  liegt,  und 
deren  Grösse  mit  dem  Wirbelmoment  i//  direct  und  mit 
der  Entfernung  c^^  indirect  proportional  ist. 

Wir  haben  demgemäss,  um  die  gesammte  wirklich  stattfindende 
Bewegung  unter  alleiniger  Einwirkung  von  Wirbelfäden  zu  erhalten, 
in  dem  Ansatz 

h 

die  Massenpunkte  w^  mit  den  Geschwindigkeiten  w^,  v^  parallel  den 
Coordinatenaxen  bewegt  und  e^  auch  von  diesen  bewegten  Punkten 
gerechnet  zu  denken.  — 

üeber  die  Bewegung  der  Wirbelfäden  lassen  sich  aus  den 
Formeln  (96^  einige  merkwürdige  allgemeine  Gesetze  ableiten. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  ?w^  und  summirt  sie 
über  alle  Wirbelfäden  (A<),  so  ergiebt  sich,  da  in  der  Summe  jedes 

Glied  von  der  Form  mf^m^ia^^  ^h)hhk  ^^^P-  ^^h^'h^k  ""  yi)hhk  zwei 
Mal  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  vorkommt: 

2^.^  =  0,         2^*^k==0.  (96) 

k  k 

Der  Schwerpunkt  der  supponirten  Massenpunkte,  den 
man  passend  den  Wirbelmittelpunkt  des  Systemes  paralleler 
Wirbelfäden  nennen  kann,  bleibt  hiernach  an  seinem  Ort. 

Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  (96®)  mit  w^Vj^,  zieht  sie 
von  der  mit  mj^t^  multiplicirten  zweiten  ab  und  bildet  die  Summe 
über  alle  {k),  so  erhält  man: 

k  Ä(fc)  ^** 

was  sich  auch  schreiben  lässt: 
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daraus  folgt  durch  Integration,  da 

^^       dt  '  ^*        dt 

ist: 

Sm^m,ln6^^  =  c.  (96-) 

Das  logarithmische  Potential  der  Wechselwirkung 
zwischen  den  supponirten  Massen  bleibt  hiernach  bei  der 
Bewegung  constant. 

Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  (96*^  mit  m^  a^,  die  zweite 
mit  f\yj^,  addirt  sie  und  bildet  die  Summe  über  alle  ky  so  er- 
hält man: 

k  k  h{k)  *^*» 

=  -  §  ^*((«i-**)(y»-%)-(y*-!/»)(a^-«=»))=o. 

Hieraus  folgt  durch  Integration,  indem  man  x*  +  y*==tjl  setzt 
und  berücksichtigt,  dass  die  Entfernung  e^^  von  dem  ganz  beliebigen 
Coordinatenanfang  gerechnet  ist: 

2"»tV  =  '''-  (96") 

k 

Das  Trägheitsmoment  der  supponirten  Massen  um  eine 
beliebige  Axe  normal  zurZF-Ebene  ist  hiernach  constant 

Multiplicirt  man  endlich  die  erste  Gleichung  (96^  mit  ni^^y^, 
die  zweite  mit  m^x^,  subtrahirt  und  bildet  die  Summe  über  alle  ifc, 
so  resultirt: 

k  k  h{k)  ^*» 

oder  nach  der  Bedeutung  von  e^j^  und  unter  Einführung  der  Flächen- 
geschwindigkeit fl^  um  den  willkürlichen  Coordinatenanfang  von  S.  140: 

2^m,ii,  =  +  ^m,m,.  (96'") 

k  hk 

Die  Summe  der  Flächenmomente  der  supponirten 
Massen  um  eine  beliebige  Axe  ist  gleich  der  Summe  über 
die  Combinationen  aller  dieser  Massen  zu  je  zwei.  — 

Sind  nur  zwei  Wirbelfäden  vorhanden,  so  lässt  sich  deren  Be- 
wegung auf  Grund  der  vorstehenden  Sätze  leicht  angeben. 

Nach  (96)  können  sie  nur  um  ihren  ruhenden  Schwerpunkt 
rotiren,  nach  (96')  bleibt  ihre  gegenseitige  Entfernung,  und  daher 
auch  die  jedes  einzelnen  von  ihrem  Schwerpunkt  constant.    Wählen 
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wir  diesen  Punkt  zum  Coordinatenanfang,  so  ergiebt  (96'"),  dass  die 
Eotationsgeschwindigkeit  constant  ist;  Formel  (96")  enthält  bei  nur 
zwei  Fäden  kein  neues  Resultat. 

Nehmen   wir   zunächst   zwei   Fäden   mit   gleicher   Rotations- 
richtung,  also   auch   gleichem    Vorzeichen   von  m,   dann   liegt  der 
Schwerpunkt  zwischen  den  beiden  Punkten ;  nennt  man  (o  die  Winkel- 
geschwindigkeit der  Verbindungslinie  e„  =  e  um  den  Schwerpunkt, 
«,     und  c,  die  Entfernungen  der  supponirten  Massen  m,  und  m,  vom 
Solwerpunkt,  so  liefert  die  Gleichung  (96'")  das  Resultat: 

(m,  ßj'  +  rtit  6,*)  (o  =  m^mf 
^xxa  ist  nach  der  Definition  des  Schwerpunktes 


^Od  daraus  folgt: 

ö, — - — 

Besitzen  die  beiden  Wirbelfäden  entgegengesetzte  Rotations- 
^chtungen,  so  sind  die  supponirten  Massen  von  entgegengesetztem  Vor- 
zeichen ;  ihr  Schwerpunkt  fällt  ausserhalb  ihrer  Verbindungslinie  und 
xiickt  um  so  weiter  nach  dem  Unendlichen  hin,  je  mehr  sie  gleiche 
absolute  Werthe  erhalten.     Die  Rotation  verwandelt  sich  also  für 
zwei  entgegengesetzt  gleiche  Wirbelfäden,  m,  =  —  w,  =  w,  in  eine 
geradlinige  Fortschreitung,  deren  für  beide  gleiche  Geschwindigkeit 
V,  ^V.^^V  direct  aus  der  Formel  folgt,  die  zu  (96"')  führt     Legt 
man  nämlich  die  Fortschreitungsrichtung  der  +  X^Axe  parallel,  so 
liefert  diese  Gleichung: 

(2/.  —2/.)^=^, 
also,  da  y,  —  y«  =  ±  «  ist,  V  =:±mle,  wobei  das  positive  Vorzeichen 
gilt,  wenn  der  positiv  rotirende  Wirbelfaden  die  grössere  F-Coordi- 
nate  besitzt  — 

Allgemeinere  Bewegungen,  als  bisher  betrachtet,  er- 
halten wir  durch  Superposition  von  Potential-  und  von 
Wirbelbewegungen  der  oben  behandelten  Art;  die  hierdurch 
resultirenden  nennen  wir  combinirte  Flüssigkeitsbewegungen. 
Es  lässt  sich  zeigen,  was  wir  hier  aber  unterlassen  müssen,  dass 
diese  combinirten  Bewegungen  die  allgemeinsten  überhaupt 
möglichen  darstellen.  In  Bezug  auf  sie  mag  hier  nur  allgemein 
Folgendes  bemerkt  werden. 

Die  Continuitätsbedingung  (78")  ist  in  u,  v,  w  homogen  linear; 
sie  wird  also  stets  erfüllt,  wenn,  wie  bei  der  combinirten  Bewegung, 
tt,  Vy  w  je  gleich  einer  Summe  von  Theilen  sind,  die  einzeln  dieser 
Bedingung  genügen. 
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Die  Gleichungen  (78')  sind  in  u,  v,  to  und  ihren  Differential- 
quotienten nicht  homogen  linear;  also  tritt,  wenn  wir  u,  t^,  w  aus 
einer  Potential-  und  einer  Wirbelbewegung  combinireu,  in  ihnen  auf 
der  rechten  Seite  ein  anderer  Werth  {0  +  11)  auf,  als  die  Summe 
der  den  beiden  Theilen  entsprechenden  Ausdrücke  ergiebt;  die 
Superposition  der  Geschwindigkeiten  hat  also  nicht  eine 
Superposition  der  äusseren  Kräfte  und  der  inneren  Drucke 
zur  Folge. 

Der  allgemeinste  Ansatz  für  eine  combinirte  Bewegung  wird 
nach  (58')  und  (84')  lauten: 

d<p    ,    dW        dV 

dq>    ,     du        dW  .^^. 

ay         0%  ox  ^     ' 

dfp    ,    bV         dU 

worin  U,  F,  W  mit  einander  durch  die  Formel  (84") 

ö/_  +  4^  +  ^  =  0  (97') 

OX  oy  OX  ^     ' 

verbunden  sind.  Es  stehen  dann  (p  mit  der  Dichte,  U,  V,  W  mit 
den  Wirbelcomponenten  in  den  früheren  durch  (59")  und  (84'")  aus- 
gedrückten Beziehungen: 

bei  constanter  Dichte  verwandelt  sich  die  erstere  in  die  Formel 
J(p  =  0.  — 

Die  combinirten  Bewegungen  sind  bei  idealen  Flüssigkeiten 
wenig  untersucht  und  wir  begnügen  uns  mit  der  Aufstellung  eines 
einfachen  Beispieles. 

Auf  S.  446  haben  wir  gesehen,  dass 

,    nxt  ,   nyx  ,       /**    ,     1  \ 

M  =  +  ^-,  v  =  +  -  ^,    ,  w==  +  n\^-^  +    -j 

eine  Wirbelbewegung  darstellt,  welche  von  einer  mit  der  Ge- 
schwindigkeit ß'  parallel  der  Z-Axe  fortschreitenden  Kugel  vom 
Radius  R  begrenzt  werden  kann,  wenn  man 

n  =  ^Q'R        setzt 

Dagegen   stellen   nach  S.  429   die  aus  tf  =  —  qxjr*  folgenden 
Gomponenten 


-_i.3iaj*        „__L^ilL*       ..^^!Lli^^\ 


w  =  +-^,-,       t;  =  +-^,      w 


§  39.    Die  Gleichung  der  Energie  für  eine  Flüssigkeit.  459 

eine  PotentialbeweguDg  von  der  analogen  Eigenschaft  dar,  wenn 

q  =  \nR*        ist. 

Combinirt  man  diese  beiden  Bewegungen,  indem  man  fl  =  —  ß' 
oder  q  =^  nR^  setzt,  so  erhält  man  durch 

nxx  (^         HE'\  nyx  (^         ZR'\ 


u;=^(r'  +  R'  +  x'[l--^) 


eine  sehr  eigenthümliche  Bewegung  gegeben,  welche  im  Unendlichen 
verschwindet  und  durch  eine  ruhende  Kugelfläche  vom  Badius  R 
begrenzt  werden  kann,  denn  die  Ueschwindigkeitscomponente  q 
parallel  dem  Radius  erhält  den  Werth: 


2fi»  /.        i?\ 


Diese  Strömung  ist  nicht  stationär.  Andere  Beispiele  combi- 
nirter  Bewegungen  werden  uns  in  einem  späteren  Abschnitt  begegnen. 

§  39.  Mechanik  idealer  Flüssigkeiten.  Die  allgemeine  Gleichung 
der   Energie;    Ausfluss   ans   einem   Reservoir;    Reaction   und   Stoss 

eines  Strahles. 

Nur  eine  kleine  Zahl  von  Problemen  der  Hydrodynamik  gestattet 
die '  vollständige  und  strenge  Lösung  in  der  im  Vorstehenden  ent- 
wickelten Weise,  und  hierunter  wiederum  nur  der  kleinste  Theil  mit 
elementaren  Hülfsmitteln ;  die  meisten  hiervon  haben  aber  nur  geringe 
experimentelle  Bedeutung.  Für  die  Zwecke  der  Beobachtung  begnügt 
man  sich  zumeist  mit  unvollständigen  Auflösungen  oder  mit  gewissen 
Regeln,  die  aus  der  allgemeinen  Gleichung  der  lebendigen  Kraft 
abzuleiten  sind. 

Um  diese  Gleichung  zu  erhalten,  gehen  wir  aus  von  den  für 
ganz  beliebige  Bewegungen  einer  idealen  Flüssigkeit  geltenden  Grund- 
formeln (37),  nämlich  von  den  Beziehungen: 

dt  dx'  dt  ay'  dt  ö» 

in  ihnen  bezeichnen  dujdt, .  .  .  die  gesammten  Aenderungen  der 
Geschwindigkeitscomponenten,  die  ein  Theilchen  bei  seiner  Bewegung 
während  dt  erleidet 

Wir  beschränken  uns  auf  den  Fall,  dass  sich  «  vollständig  durch 
den  Druck  bestimmt,  und  dass  die  äusseren  Kräfte  ein  Potential  be- 
sitzen, setzen  also 
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und  erhalten  so: 

du  __       d(0^n)  dv  _       d(0-\-n)  du?  _       d(0+n) 

dt  "  dx      '        dt'^  dy       '         dt  ^  dx 

Fasst  man  diese  Gleichungen  mit  den  Factoren 

udt  =  dx,       rdt  =  dy,       wdt  =  dz 

zusammen,  so  zeigt  das  Resultat  auf  der  linken  Seite  stets  ein  voll — 
ständiges  Differential,  nämlich  den  Ausdruck 

udu  +  vdv  +  wdw  =  ^dV^, 

nicht  aber  auf  der  rechten  Seite,  da  ja  nach  (55"')  das  YoUständig^ 
Differential  einer  Function  yf  von  x,  y,  z  und  t  die  Form 

drp=.^^dt+pLdx  +  p^dy  +  ^y^dx 

^       dt  dx  ay    ^        ax 

besitzt,  und  ein  dem  ersten  Glied  entsprechendes  hier  fehlt    Die  Inte  - 
gration  der  rechten  Seite  ist  somit  allgemein  nur  dann  möglich,  wenn 
d[Q>  +  n)ldt  verschwindet,  also  im  Falle  des  stationären  Zu- 
standes.     Hier  erhält  man  bei  Einführung  einer  Integrationscon- 
stanten  k\ 

\V'  =  k-  (P^  n   resp.    ^  F*  +  </>  +  77  =  k]  (98) 

da  nun  aber  die  Integration  sich  auf  den  von  einem  Theilchen 
wirklich  zurückgelegten  Weg  bezieht,  und  dieser  im  stationären  Zu- 
stand eine  Stromcurve  ist,  so  spricht  die  gefundene  Formel  bei 
Heranziehung  der  Definition  der  Energie  von  S.  418  den  Satz  aus: 

Bei  jeder  stationären  Bewegung  einer  idealen  Flüssig- 
keit mit  allein  vom  Druck  abhängender  Dichte  ist  die 
Energie  der  Masseneinheit  längs  jeder  Stromcurve  constant 

Die  gefundene  Formel  hat  eine  grosse  Aehnlichkeit  mit  der 
früher  abgeleiteten  (59'),  in  der  für  den  Fall  des  stationären  Zustandes 
T—dtpjdt  mit  einer  Constanten  zu  vertauschen  ist  Aber  jene 
Gleichung  setzte  speciell  Potentialbewegungen  voraus  und  galt  in 
diesem  Fall  mit  demselben  Werth  der  Constanten  für  die  ganze  Aus- 
dehnung der  Flüssigkeit;  diese  gilt  für  jede  stationäre  Strömung, 
ist  aber  mit  derselben  Constante  zunächst  nur  für  die  Punkte  einer 
Stromlinie  anwendbar. 

Diese  Beschränkung  fällt  offenbar  dann  hinweg,  wenn 
sich  eine  alle  Stromlinien  schneidende  Fläche  angeben 
lässt,  längs  deren  für  alle  Stromlinien  gleiche  Werthe  F,  * 
und  77  resp.  />  statthaben;  hier  gilt  dann  unsere  Formel  mit 
demselben  Werth  der  Constanten  k  in  der  ganzen  Aus- 
dehnung der  Flüssigkeit. 
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Wir  wollen  weiterhin  nur  solche  Fälle  behandeln,  bei  denen 
diese  Voraussetzung  mindestens  angenähert  zutrifft. 

1.  Wenden  wir  Gleichung  (98)  auf  die  stationäre  Strö- 
inung  einer  Flüssigkeit  von  unveränderlicher  Dichte  an, 
&o.f  welche  von  äusseren  Kräften  nur  die  Schwerkraft 
Parallel  der  positiven  Z-Axe  wirkt,  so  nimmt  sie  die  Form  an: 

^V^-gx  +  ^^k.  (98') 

Wir  betrachten  eine  Flüssigkeit,  die  sich  in  einem  G^fäss  be- 
endet und  durch  eine  Oeffnung  in  der  Wand  desselben  ausfliesst; 
iie  Dimensionen  der  Oeffnung  sehen  wir  als  verschwindend  gegen 
^ie  Dimensionen  des  Gefässes  an.     Wird  durch  vorsichtiges  Nach- 
ftiUen  der  Stand  der  Flüssigkeit  in  dem  Gefäss  constant  gehalten, 
Bo  ist  der  stationäre  Zustand  als  streng,  sinkt  er  nur  langsam,  so 
ist  er  als  angenähert  erreicht  anzusehen.     In  der  freien  Oberfläche, 
die  wir  in  Annäherung  als  eben  betrachten   und  von  der  aus  wir 
z  rechnen  wollen,  sei  der  Druck  p^  streng  und  die  Geschwindigkeit 
wenigstens  nahezu  constant;  dann  sind  die  Voraussetzungen  für  die 
Gültigkeit  unserer    Grundformel   (98)   innerhalb    der   ganzen    Aus- 
dehnung der  Flüssigkeit  erfüllt,  und  sie  nimmt  für  eine  beliebige 
Stelle  in  der  Tiefe  %  unter  dem  Niveau  die  Gestalt  an: 

r-  Fo*  -  2gz  +  ^{p  --p:}  =  0;  (98") 

daraus  folgt  dann  für  eine  Stelle  der  freien  Oberfläche  des  aus- 
tretenden Strahles  in  der  Tiefe  x,,  auf  welche  der  äussere  Druck 
p^  wirken  und  in  der  die  Geschwindigkeit  V^  stattfinden  mag: 

F/  -  F;  =  2  gx,  +  V  (/^o  -  i>0.  (98'") 

Wäre  im  Querschnitt  q,  der  Ausflussöffnung  selbst  der  Druck 
constant  gleich  p^,  so  müssten  dort  auch  alle  Teilchen  mit  gleicher 
Geschwindigkeit  F,  austreten;  eine  allbekannte  Beobachtung  zeigt 
aber,  dass  dies  nicht  der  Fall  sein  kann.  Unmittelbar  hinter  der 
Oeffnung  verjüngt  sich  nämlich  der  Strahl  innerhalb  eines  Weges, 
der  bei  kreisrunden  Oeffnungen  nur  etwa  ihrem  Radius  gleich  ist, 
in  sehr  auffälliger  Weise  um  nahe  drei  Zehntel  seines  Querschnittes, 
und  man  erkennt  leicht,  dass  dies  nicht  möglich  wäre,  wenn  alle 
austretenden  Theile  gleiche  Geschwindigkeit  hätten. 

Construirt  man  nämlich  in  der  Oeffnung  q^  eine  alle  Stromlinien 
normal  schneidende  Oberfläche  und  nennt  ihre  Grösse  o„  eine  zweite 
im  contrahirten  Querschnitt  q  von  der  Grösse  o'  und  nimmt  in  beiden 
constante  Geschwindigkeiten  V\  und  F'  an,  so  sind  die  in  der  Zeit- 
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einheit  durch  sie  strömenden  Volumina  o,  F,  und  d  V  nothwendig 
einander  gleich.  Zugleich  sind  aber  die  Geschwindigkeiten  in  der 
Oberfläche  des  Strahles,  des  dort  stattfindenden  constanten  äusseren 
Druckes  />,  und  des  constanten  oder  nur  unmerklich  wechselnden  % 
wegen,  jedenfalls  für  beide  Querschnitte  gleich ,  während  deren 
Grössen  o,  und  d  sich  unterscheiden.  Also  kann  V  und  demnach 
auch  p  auf  o,  nicht  constant  sein.  Es  zeigt  sich  aber,  dass,  wenn 
man  den  Strahl  horizontal  aus  dem  Gefäss  austreten  lässt,  von  der 
oben  als  contrahirt  bezeichneten  Stelle  an  sein  Querschnitt  sich 
zunächst  nicht  weiter  ändert,  und  man  schliesst  daraus,  dass  dort 
die  Geschwindigkeit  und  also  auch  der  Druck  über  den  ganzen 
Querschnitt  hinweg  einen  nahe  constanten  Werth  und  die  Strom- 
linien parallele  Eichtungen  besitzen  werden. 

Man  wendet  daher  auf  jede  Stelle  des  contrahirten  Quer- 
schnittes q   in  der  Tiefe  x,  die  Formel  (98'") 

an  und  setzt  die  in  der  Zeiteinheit  ausfliessende  Masse 

M=8qV,. 

Da  diese  Masse  M  bei  stationärem  Zustand  in  der  Zeiteinheit 
auch  durch  den  Querschnitt  qo  innerhalb  des  Gefässes  gehen  muss, 
in  welchem  die  Geschwindigkeit  F«  nahe  constant  ist,  so  gilt  die 
Beziehung 

und  man  erhält  dadurch  schliesslich: 

V:  = ?-,. (99) 

Ist  der  Druck  in  der  Oberfläche  des  Strahles  derselbe,  wie  der 

in  der  freien  Oberfläche  im  Gefäss^  also  Pi=Po9  und  ist  q'  so  klein 

neben   q^,    dass   man   {q  jq^Y  neben  Eins  vernachlässigen  kann,  so 

resultirt 

V:=^2gz,,  (991 

was,  verglichen  mit  der  letzten  Formel  (35)  des  ersten  Theiles,  den 
von  ToBRiCELLi  herrührenden  Satz  ausspricht: 

Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Theilclien  einer 
Flüssigkeit,  die  ausschliesslich  unter  der  Wirkung  der 
Schwerkraft  steht,  durch  eine  kleine  Oeffnung  aus  einem 
Behälter  austreten,  ist  dieselbe,  die  sie  beim  freien  Fall 
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von  der  Höhe  der  freien  Oberfläche  bis  in  diejenige   der 
Oeffnung  erlangen  würden. 

Ueberwiegt  in  der  Formel  (99)  dagegen  das  von  der  Druck- 
differenz herrührende  Glied  erheblich  die  Einwirkung  der  Schwere, 
so  findet  sich  für  kleines  q/qo'- 

V:  =  7  (/>.  -  P^),  (99") 

was  den  weiteren  Satz  ergiebt: 

Findet  der  Ausfluss  nur  unter  dem  Einfluss  einer  Dif- 
ferenz der  innerhalb  und  ausserhalb  des  Gefässes  auf  die 
Flüssigkeit  wirkenden  Drucke  {po  —  Pi)  statt,  so  ist  das 
Quadrat  der  Ausflussgeschwindigkeit  gleich  der  doppelten 
Druckdifferenz   dividirt  durch  die  Dichte  der  Flüssigkeit 

Haben  im  Strahl  die  Theilchen  eines  jeden  Querschnittes  gleiche 
Und  parallele  Geschwindigkeiten,  so  wirken  sie  bei  der  Bewegung 
nicht  auf  einander  ein,  sondern  bewegen  sich  wie  freie  Massenpunkte, 
beschreiben  also  je  nach  der  Lage  der  Ausilussöffnung  verschiedene 
Theile  einer  Parabel,  deren  Gestalt  man  benutzen  kann,  um  aus 
ihrer  Beobachtung  die  Ausflussgeschwindigkeit  F,  zu  berechnen.  Die 
Messungen  haben,  wenn  der  Ausfluss  durch  eine  Oeffnung  in  einer 
dünnen  Wand  geschah,  eine  befriedigende  Uebereinstimmung  mit  den 
oben  gefundenen  Formeln  ergeben  und  dadurch  die  Berechtigung 
der  gemachten  Vernachlässigungen  erwiesen;  Ansatzröhren  vermin- 
dern die  Ausflussgeschwindigkeit,  indem  sie  starke  Wirbelbewegungetf 
hervorrufen,  bei  denen  durch  innere  Reibung  der  Flüssigkeit  Strö- 
mungsenergie verloren  geht. 

Wird  das  Niveau  in  dem  Flüssigkeitsbehälter  nicht  constant  er- 
halten, so  ist  seine  Tiefe  ^  unter  einer  beUebigen  Anfangsposition 
Teränderlich  nach  dem  Gesetz,  dass 

9.^  =  9'V„  (100) 

also  bei  einziger  Wirkung  der  Schwere  nach  (99) 


^  dt,  ,     /2£(Ä--0 

^«d7  =  ^  \ir~^  (100') 


9o 

ist  Da  die  freie  Oberfläche  die  veränderliche  Tiefe  c^,  die  Ausfluss- 
öffnung  die  constante  Tiefe  h  unter  dem  Anfangsniveau  hat,  so  ist 
hier  (ä  —  ^  an  die  Stelle  von  %^  getreten.  In  dieser  Formel  wird, 
wenn  das  Gefäss  nicht  cylindrische  Gestalt  hat,  auch  q^  von  ^  ab- 
hängen. Durch  Integration  erhält  man  die  Stellung  der  freien  Ober- 
fläche zu  beliebiger  Zeit. 
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also 


Damit  das  Niveau  mit  constanter  Geschwindigkeit  Q  sinkt,  moss 


^0-^  y — jiT'^^ 

sein.  Hieraus  kann  man  eine  Regel  zur  Construction  einer  Wasser- 
uhr ablesen,  bei  der  gleichen  Zeiten  gleiche  vom  Niveau  zurück- 
gelegte Wege  entsprechen. 

Schreibt  man  die  allgemeine  Formel  (98") 

P^Po  +  egz-iBiV'-  F/),  (100") 

so  giebt  sie  an,  um  wie  viel  sich  der  Druck  während  der  Bewegung, 
der  sogenannte  hydraulische  Druck,  in  einer  beliebigen  Tiefe  « 
von  dem  hydrostatischen  Druck,  der  durch  die  beiden  ersten 
Glieder  angegeben  wird,  unterscheidet.  Man  sieht,  dass  der  erstere 
um  so  mehr  kleiner  als  der  letztere  ist,  je  mehr  die  Geschwindig- 
keit V  an  der  betrachteten  Stelle  die  im  Niveau  stattfindende  F« 
übertrifft;  es  ist  sogar  möglich,  dass  der  hydraulische  Druck  kleiner 
als  der  Oberfiächendruck  p^,  wird.  Um  dies  zu  erkennen,  f&hren 
wir  ein,  dass  jr        rr  yr   * 

und 


f;  = 


2gh-—(j},  -|?o) 


1  - 


P=P,  +  B 


ist;  dadurch  wird  obige  Gleichung  zu: 

Wirkt  nur  die  Schwere,  ist  also  p^  ==  p^,,  und 
ist  ferner  sowohl  q  als  q'  sehr  klein  neben  q^,  so 
wird  sehr  einfach: 


p^po  +  ^g 


'-"(in- 


Diese  Formel  ist  von  Daniel  Bebnoulli  auf- 
gestellt und  an  Gefässen  von  nebenstehender  Form 
(Fig. 44) geprüft  worden;  der  Druck  an  der  verengten 
Stelle  q  wurde  durch  das  Manometer  tn  bestimmt 
2.    Um  die   vorstehenden  Betrachtungen   auf  die  Aus- 
strömung eines  Gases  aus  einem  Reservoir  in  eine  unend- 
liche Atmosphäre  auszudehnen,  gehen  wir  wiederum  von  der 
Gleichung  (98)  aus,  welche  lautete 
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und   führen   den   Zusammenhang   zwischen  e  und  p  ein,   der  dem 

Problem  entspricht. 

Wir  betrachten  zunächst  den  Ausfluss  aus  einem  cylindrischen 
Qefässe,  in  welchem  durch  andauerndes  Einpumpen  einer  tropfbaren 
Flüssigkeit  oder  durch  Verschieben  des  einen  Bodens  der  Druck 
constant  erhalten  werden  mag;  den  Einfluss  der  Schwere  ignoriren 
'wir  und  haben  demgemäss  einfach: 

Da  an  dem  beweglichen  Boden  Druck  und  Geschwindigkeit  des 
Oases  als  constant  betrachtet  werden  dürfen,  so  ist  wiederum  die 
'Voraussetzung  für  die  Anwendung  der  Formel  (98)  auf  die  ganze 
Ausdehnung  des  Gases  erfüllt. 

Bestimmen  wir  die  Constante  k  durch  Anwendung  der  Gleichung 
auf  die  Nachbarschaft  des  beweglichen  Bodens,  wo  F  =  Fo,  p  =  Po 
sein  möge,  so  nimmt  unsere  Gleichung  die  Form  an 

Po 

(F'-  Fo')  =  2  r^.  (101) 

p 

Für  ihre  weitere  Behandlung  beschränken  wir  uns  auf  die  beiden 
schon  S.  385  signalisirten  einfachen  extremen  Fälle. 

Ist  erstens  die  Ausflussöflnung  klein,  der  Ueberschuss  des 
inneren  Druckes  über  den  äusseren  gering  und  in  Folge  hiervon 
der  Ausfluss  so  langsam,  dass  die  Temperatur  des  ausfliessen- 
den Gases  in  allen  Theilen  als  constant  angesehen  werden 
kann,  so  ist  nach  (39")  s  =  Cp  zu  setzen,  woraus  folgt: 


p  -  v: 


Aln(j).  (lor) 


Wendet  man  diese  Formel  auf  die  Grenze  des  Gasstrahles  gegen 
die  Atmosphäre  an,  in  welche  hinein  der  Ausfluss  stattfindet,  und 
bezeichnet  man  die  bezüglichen  Werthe  von  F  und  p  mit  F,  und  />„ 
so  erhält  man  o       /^  \ 

worin  die  Constante  C  der  herrschenden  Temperatur  und  der  be- 
nutzten Gasart  individuell  ist;  in  der  That  gilt  C  =  e^lpo  =  ^i/Pi- 

Da  der  Zustand  stationär  sein  soll,  so  muss  die  Beziehung 
stattfinden  ,    ^^ 

^  6i  ^,  =  qo  «0  v^, 

welche  ausdrückt,  dass  durch  den,  wie  S.  462  besprochen,  contra^ 
hirten  Querschnitt  ^',   in  welchem  die  Dichte  c,,  die  Geschwindig- 
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keit  V^  ist«  in  der  Zeiteinheit  dieselbe  Masse  geht^  wie  durch  aeu 
Querschnitt  q^,  wo  €«  und  F«  stattfindet;  wegen  e^/po  =  «,//?i  kann 
man  daf&r  auch  schreiben: 

q'Px  Vx  =  q^po  Fo. 

Hierdurch  lässt  sich  die  Formel  (101")  in  die  geeignete  Gestalt 
bringen,  um  F,  zu  bestimmen,  so  dass  sie  lautet: 

^•('-(l:)')=-^(p:)-         (»<>n 

Findet  das  Ausströmen  in  den  leeren  Raum  statte  ist  also  />,  =  0, 
so  ergiebt  die  Formel  F,  =  oo,  was  zeigt,  dass  unter  diesen  Um- 
ständen die  gemachte  Annahme  vollständiger  Ausgleichung  der  Tem- 
peraturen jedenfalls  nicht  zulässig  ist  — 

Sind  zweitens  Oefi'nung  und  Ueberdruck,  und  demgemäss  die 
Ausiiussgeschwindigkeit  so  gross,  dass  man  die  Wärmeleitung 
ganz  vernachlässigen  kann,  so  gilt  nach  (39'")  b*  =  C p\  hier 
Uefert  (101): 

^        ^0  -  Yx  - 1)0'"^  ^^'  ^         ^'  (^^^^ 

Angewandt  wie  die  Formel  (101")  und  unter  Berücksichtigung^^ 

dass  hier  aus 

qs.V,  =  go«oFo, 
folgt 

qpx"''  Vx  =  q.Po^''  F„ 
ergiebt  dies 

Hieraus  erhält  man  für  Pi  =  0 

V;  =  ,  ^*f;    ,  (102") 

also  auch  für  das  Ausströmen  in  den  leeren  Raum  eine  endliche 
Geschwindigkeit. 

Beide  verfolgte  Annahmen  geben  darin  Uebereinstimmung,  dass 
bei  gleichen  Druckverhältnissen  das  Quadrat  der  Ausflussgeschwindig- 
keit der  Dichtigkeit  des  Gases  indirect^  bei  gleichen  q'  das  Quadra' 
der  ausgeflossenen  Masse  ihr  also  direct  proportional  ist 

Die  Beobachtung  kann  an  die  Ausflussgeschwindigkeit  unmittelb.' 
natürlich  nicht  anknüpfen ;  es  lässt  sich  aber,  wenn  man  das  Gas  dur 
eine  Flüssigkeit  verdrängt  und  Sorge  trägt,  den  Druck  im  Raser? 
constant  zu  erhalten,  die   ausgeströmte  Menge  durch  die  VoIuid 
änderung  des  Gases  im  Gasometer  oder  durch  die  zugef&hrte  Flüf 
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keitsmenge  messen.  Auch  lässt  sich  die  bei  constantem  Volumen  in 
Folge  des  Ausflusses  eingetretene  Druckänderung  im  Reservoir  in 
dieser  Hinsicht  verwerthen,  wenn  der  Ausfluss  so  langsam  stattfindet, 
dass  man  in  jedem  Moment  die  für  den  stationären  Zustand  gültigen 
Gleichungen  anwenden  kann. 

Die  Formeln  für  diese  Druckänderung  lassen  sich  nur  ange- 
nähert integriren,  und  es  bietet  einen  Vortheil,  diese  Annäherung 
Ton  vornherein  einzuführen. 

Ninmit  man  nämlich  an,  dass  die  Druckdifferenz  Po  —  p  so  klein 
neben  dem  gesammten  Druck  p  ist,  dass  man  (p^  —  p)lp  neben  Eins 
Temachlässigen  kann,  so  erhält  man  durch  Entwickelung  und  Be- 
schränkung auf  das  niedrigste   Glied  aus  (lOT)  und  (102)  dieselbe 

Formel 

jn^V:^^{p,-p),  (103) 

also  auch  dasselbe  Gesetz,  wie  es  nach  (98")  für  eine  incompressible 
Flüssigkeit  gilt,  welche  nur  unter  der  Wirkung  einer  Druckdifferenz 
steht 

Auf  den  ausfliessenden  Strahl  angewandt  giebt  die  Formel, 
wenn  man  die  Geschwindigkeit  im  Gasometer  gegen  die  Ausfluss- 
geschwindigkeit verschwindend  klein  annimmt: 

r:  =  ^{p,-P.).  (103') 

Die  in  der  Zeit  dt  ausfliessende  Masse  ist  gleich  V.aqdt;  sie 
verringert  die  Masse  M  im  Gasometer,  so  dass  also 


dM  =  ^q^2e{po-'Pt)dt 

ist    Nennt  man  das  Volumen  Gas  im  Gasometer  ß,  so  ist  M  =  Qe, 
und  wir  erhalten  allgemein: 


nds  +  6dii  =  -  q  f26(p,  -  p,)dt.  (103") 

Hierin  ist,  wenn  man  annimmt,  dass  die  Temperatur  des  Gases 
im  Gasometer  constant  erhalten  wird,  da  =  Cdpo  zu  setzen;  das  neben 
de  auftretende  e  ist  als  constant  zu  behandeln,  da  oben  Glieder 
von  der  Ordnung  («o  —  c,)/«»  neben  Eins  vernachlässigt  sind. 

Hat  das  Gefäss  constantes  Volumen,  ist  also  dii  =  0,  so  folgt: 

fiCdp, 


q'y26(po-'P,) 

oder 


=  — rf^ 


TV 


Ist   der   Anfangswerth    von   p^  gleich  yC   so    erhält   man    für 

30* 
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die   Zeit,   die   bis   zur   Erreichung   des   Werthes  p^   verfliesst,   die 
Formel: 

in  welcher  p^  ein  beliebiger  mittlerer  Werth  des  Druckes  und  «^  die 
ihm  entsprechende  Dichte  ist.  — 

Drückt  man  in  Formel  (103)  V  und  V^  durch  die  Ausflussge- 
schwindigkeit aus  und  setzt  constante  Temperatur  voraus,  so  nimmt 
dieselbe  die  Gestalt  an: 

^•((^r)■-a■)=>-* 

oder  durch  Einführung  von  (103'): 

Diese  Formel  giebt  den  hydraulischen  Druck  p  innerhalb 
des  Gasstromes  an,  der  mit  Hülfe  eines  in  der  Gefässwand  an  der 
untersuchten  Stelle  angebrachten  Manometers  gemessen  werden  kann. 
Ist  der  Querschnitt  q^  des  Stromes  im  Gasometer  gross  gegen  den 
Contrahirten  Querschnitt  q  des  austretenden  Strahles,  so  gilt  einfacher: 

1K-V^[J>--  P.)  (^J-  (104') 

Wir  werden  nur  innerhalb  der  oben  eingeführten  Annäherung 
bleiben,  wenn  wir  hierin  rechts  pjp  mit  Eins  vertauschen,  ausge- 
nommen den  Fall,  dass  das  Verhältniss  q/q  sehr  stark  von  Eins 
und  daher  nach  der  Formel  auch  (Po^p)  sehr  stark  von  {po—Pi) 
verschieden  ist,  ein  Fall,  den  wir  ausschliessen.  Es  wird  dann  ein- 
facher 

Po-p^^Po-  Pr)  (y ) 
oder  (104") 

p,  •-- p  =  (p, -.  p;)  i^j-j  -1 

Man  erkennt,  dass,  wenn  q'  >  q  ist,  dann  p  <Px  wird ;  in  diesem 
Falle  muss  also,  wenn  in  dem  Querschnitt  q  durch  eine  Oeffnung 
in  der  Wand  des  durchströmten  Canales  eine  Verbindung  mit  dem 
Aussenraum  (wo  der  Druck  jo,  herrscht)  hergestellt  wird,  die  Luft 
von  aussen  in  den  Canal  getrieben  werden  und  eine  Art  von  Saug- 
wirkung entstehen. 

3.  Ueber  die  Wirkungen  von  Flüssigkeitsstrahlen  lassen 
sich  aus  allgemeinen  mechanischen  Principien  noch  einige 
Folgerungen  ziehen,  welche,  ob  sie  gleich  mit  den  hydro- 
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dynamischen  Gleichungen  direct  nichts  zu  thun  haben, 
ihres  Interesses  wegen  hier  angefügt  werden  mögen. 

Wir  wollen  uns  ein  mit  Flüssigkeit  gefülltes  Gefäss,  aus  wclcliem 
unter  der  Wirkung  der  Schwere  ein  Strahl  in  horizontaler  Richtung 
austiitt,  reibungsfrei  auf  einer  horizontalen  Ebene  verschiebbar  denken 
und  auf  dieses  System  die  Gleichungen  für  die  Bewegungsgrössen 
anwenden. 

Sei  M  die  Masse  des  gefüllten  Gefässes  und  U  seine  horizon- 
tale, unendlich  klein  angenommene  Geschwindigkeit,  m  die  Masse 
der  bereits  ausgetretenen  Flüssigkeit,  welche  die  horizontale  Ge- 
schwindigkeit Fl  besitzt,  so  muss  nach  S.  172 

MU+mV, 

einen  von  der  Zeit  unabhängigen  Werth  haben;  denn  die  Schwere 
giebt  keine  horizontale  Componente  und  ein  etwa  vorhandener  all- 
seitig gleicher  Obertiächendruck  desgleichen.     Es  muss  daher 

oder,  wenn  man  U  als  verschwindend  klein  und  die  Ausflussgeschwin- 
digkeit F,  als  sehr  nahe  constant  annimmt,  auch 

3f''^^  +  F^-  =  0  (105) 

sein. 

Nun  ist  dmldt^  d.  h.  die  in  der  Zeiteinheit  austretende  Müssig- 

keitsmenge,  gleich  q  iV^,  und  MdUjdt  ist  nach  S.  172  die  Kraft  Ä, 

welche  der  Masse  M  dieselbe  horizontale  Beschleunigung  zu  ertheilen 

vermag,  die  sie  in  Folge  der  austretenden  Flüssigkeit  erhält;  daher 

kann  man 

ir=-g'«F/  (105') 

auffassen  als  die  Kraft,  welche  der  austretende  Strahl  auf 
das  gefüllte  Gefäss  ausübt 

Steht  die  Flüssigkeit  in  demselben  nur  unter  der  Wirkung  der 
Schwere,  so  ist  nach  (99')  V^  =  2g  h,  unter  h  die  Höhe  des  Niveaus 
über  der  Oeffnung  verstanden,  es  gilt  demnach: 

K^'-'lghEq'-,  (105") 

steht  sie  nur  unter  der  Wirkung  eines  üeberdruckes  {p,,  —  jy,),  so  ist 
V*  =  2(//o  —7^,)/ 6  und  es  gilt: 

K=^^2q{p,^p,).  (105'") 

Diyidirt  man  A'  durch  q,  so  erhält  man  den  auf  die  Flächen- 
einheit des  Contrahirten  Querschnittes  bezogenen  Reactionsdruck  des 
Strahles  und  kann  daher  den  folgenden  Satz  aussprechen: 
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Der  Reactionsdruck  des  aus  einem  Reservoir  austre- 
tenden Strahles  einer  incompressibeln  Flüssigkeit  ist  gleich 
dem  Product  aus  deren  Dichte  in  das  Quadrat  der  Strahl- 
geschwindigkeit; in  dem  speciellen  Falle^  dass  der  Strahl 
nur  durch  die  Wirkung  der  Schwere  auf  die  Flüssigkeit  im 
Reservoir  getrieben  wird,  bestimmt  sich  dies  näher  gleich 
dem  doppelten  hydrostatischen  Druck  in  der  Oeffnung  —  in 
dem  anderen,  dass  nur  ein  Ueberdruck  auf  die  Oberfläche 
im  Reservoir  treibend  wirkt,  gleich  dem  Doppelten  dieses 
üeberdruckes.  Die  Gesammtkraft,  welche  das  Gefäss  durch 
den  Strahl  erleidet,  ist  gleich  dem  Product  des  Reactions- 
druckes  in  die  Grösse  seines  contrahirten  Querschnittes 
und  hat  die  dem  austretenden  Strahl  entgegengesetzte 
Richtung.  — 

Durch  eine  ähnliche  Betrachtung  lässt  sich  auch  ein  Schluss 
über  den  Druck  —  uneigentlich   Stoss  genannt  —  ziehen,  welchen 

ein  Flüssigkeitsstrahl  gegen  einen 
starren  Körper  ausübt,  den  er  trifft. 
Von  der  Einwirkung  äusserer  Kräfte, 
insbesondere  der  Schwere,  mag  da- 
bei abgesehen  werden. 

In  einem  Querschnitt  a  (Fig.  45) 
bewege  sich  der  Strahl  in  allen  seinen 
Theilen  mit  der  gleichen  Geschwin- 
digkeit F^,  und  sei  der  Druck  auch 
überall  gleich  dem  auf  die  Oberfläche 
wirkenden.  Hiermit  sind  dann  die 
Voraussetzungen  von  S.  460  erfiillt 
Weiter  werde  der  Strahl  durch  die 
Einwirkung  des  starren  Körpers  zertheilt  und  verlasse  ihn  in  eine 
kegelartige  Fläche  ausgebreitet.  Haben  in  h  alle  Theile  desselben 
Querschnittselementes  wieder  dieselbe  Geschwindigkeit  F^,  so  muss 
hier  auch  der  Druck  im  Inneren  wieder  constant  und,  da  derselbe 
dem  in  a  herrschenden  gleich  ist,  so  muss  nach  (98)  hier  überdies 


a   a 


L 


Fig.  45. 


sein. 


^«=»; 


Wir  wollen  die  Gleichungen  für  die  Bewegungsgrössen  von 
S.  172  anwenden  auf  das  Massensystem,  welches  aus  dem  starren 
Körper  k  und  der  zui-  Zeit  t  zwischen  a  und  h  befindlichen  Flüssig- 
keit besteht.  Sei  M'  die  Masse  des  ersteren,  dm  ein  Massenelement 
der  letzteren  und  seien  X]\  F',  W  und  w,  v^  w  die  betreflfenden  Ge- 
schwindigkeitscomponenten,  ^,  B^,  0^  aber  Constanten,  so  lauten  die 
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hier  geltenden  Gleichungen  für  die  Bewegungsgrössen,  wenn  wir  von 
der  Einwirkung  (1er  Schwere  absehen: 

M'  TT  +  l  udm  =  A^, 

M'  r  +fvdm=^B,,  (106) 

M'W  +  Cwdm=  Co. 

L''j  V,  W  betrachten  wir  dabei  als  ausserordentlich  kleine  Grössen. 
Diflferentiiren  wir  diese  Gleichungen  nach  der  Zeit,  so  ist  zu 
bedenken,  dass  während  dt  das  betrachtete  Flüssigkeitsvolumen  sich 
längs  des  Körpers  verschiebt,  etwa  die  Position  zwischen  a  und  h' 
erreicht,  wo  dann 

äa'  =  V^dt,         hV  =  V^dt  ist 

Zwischen  a  und  h  bleibt  Masse  und  Geschwindigkeit,  da  die 
starre  Oberfläche  eine  nur  unendlich  kleine  Geschwindigkeit  besitzt, 
ungeändert;  die  in  den  Gleichungen  (106)  auftretenden  Integrale  er- 
leiden sonach  nur  dadurch  eine  Aenderung  ihres  Werthes,  dass  der 
sich  auf  die  Masse  zwischen  hh'  beziehende  Term  additiv,  der  sich 
auf  die  Masse  zwischen  aa  beziehende  subtractiv  zu  dem  Anfangs- 
werth  hinzuzufügen  ist.  Demnach  giebt  die  Ausführung  der  Differen- 
tiation: ATT  r  n 

M'^f^  +  B]   Vudq-ej  Vudq  =  0, 

(fr)  («) 

M'-^J^  +  6  r  Vvdq  -  efvvdq  =  0,  (1060 

(6)  (a) 

^'~dt~  ■•■  « /^^^^  -  efVwdq  =  0. 

(6)  (a) 

Hierin  stellen  analog  wie  oben  M' du' /dt,  .  .  ,  die  Gesammtcompo- 

nenten  X',  Y\  Z'  des  Druckes  dar,  welchen  der  starre  Körper  k  von 

dem  Strahl  erleidet. 

Nehmen  wir  an,  die  Strahlrichtung  in  a  sei  parallel  der  +X-Axe, 

die  Bewegungsrichtung  m  dq  hingegen  unter  Winkeln  gegen  die  Co- 

ordinatenaxen  geneigt,  deren  Cosiims  resp.  a,  ßy  y  sind,  so  können 

wir  für  die  Componenten  X',  T,  Z'  der  Drucke  folgende  Werthe 

schreiben: 

X  =  6  j  V^dq-ej  V'adq, 

(a)  (6) 

r=  -ejv'ßdq,  (106") 


jv^ydq. 
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Jedem  Querschnittselement  von  q^  entspricht  eines  von  q^  in 
der  Weise,  dass  durch  das  letztere  dieselben  Flüssigkeitstheilcben 
passiren,  wie  durch  das  erstere;  da  überdies  nach  Obigem  V^  =  F^ 
constant  ist,  so  kann  man  vorstehende  Formeln  einfacher  schreiben: 

r  =  -  bV  Cftdq,  (106") 

Z'  ^^eV'fydq. 

Um  diese  Integrale  auszurechnen,  bedarf  es  noch  der  Kenntniss 
des  Zusammenhanges  zwischen  a,  ß,  y  und  dq^  der  im  Allgemeinen 
die  vollständige  Lösung  des  hydrodynamischen  Problemes  verlangt 
und  demgemäss  nicht  angebbar  ist.  In  dem  speciellen  Falle,  dass 
die  starre  Oberfläche  eine  Rotationsfläche  ist,  der  auffallende 
Strahl  kreisförmigen  Querschnitt  besitzt  und  mit  seiner  Axe  in  ihrer 
Axe  liegt,  muss  sich  nach  Symmetrie  die  Flüssigkeitsmenge  rings  um 
die  X- Axe  gleichmässig  vertheilen  und  daher  werden: 

Z'  =  « F*^J1  -  a),         r  =  Z'  =  0.  (107) 

Ist  noch  die  Form  der  Oberfläche  eine  solche,  dass  die  Richtung, 
in  welcher  sich  die  Theilchen  der  Flüssigkeit  bewegen,  nachdem  sie 
die  Fläche  verlassen  haben,  auch  ohne  vollständige  Theorie  angebbar 
ist,  so  lässt  sich  X'  nach  (107)  berechnen.  Derartige  Formen  sind 
insbesondere  Kegel  von  so  grosser  Seitenlänge,  dass  die  Flüssigkeit 
ihnen  parallel  weitergeht,  nachdem  sie  dieselben  verlassen  hat 

Degenerirt  der  Kegel  zu  einer  normal  zur  X-Axe  liegenden 
nicht  zu  kleinen  Scheibe,  so  kann  man  a  =  0  setzen  und  erhält 

A-  =  6F«g^,  (107') 

also  den  Druck  gleich  der  Reaction  desselben  Strahles,  was  an  sich 
einleuchtend  ist,  da,  wenn  man  sich  das  Oefäss,  aus  welchem  der  Strahl 
ausfliesst,  und  die  gestossene  Oberfläche  zu  einem  festen  System  ver- 
bunden denkt,  dieses  durch  die  senkrecht  zur  X-Axe  abfliessende 
Flüssigkeit  keine  Beschleunigung  parallel  der  X-Axe  erfahren  kann. 

Die  Resultate  der  letzten  Betrachtung  fassen  wir  zusammen  in 
den  Satz: 

Die  Kraft,  welche  eine  Rotationsfläche  von  einem  axial 
auftreffenden  Strahl  einer  incompressibeln  Flüssigkeit  von- 
kreisförmigem  Querschnitt   erfährt,   ist   gleich  der  in  der* 
Zeiteinheit  durch  den  Strahlquerschnitt  strömenden  Mass 
multiplicirt  mit  der  Differenz  der  der  Axe  parallelen  Ge^ — 
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schwindigkeiten    der    Flüssigkeit   vor   dem    Erreichen   und 
nach  dem  Verlassen  der  Rotationsfläche. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  lassen  sich  leicht  auf  den  Fall 
eines  Gasstrahles  übertragen. 


§  40.     Mechanik  reibender  Flüssigkeiten.     Aufstellung  der  Grund- 
gleichnngen  insbesondere  für  incompressible  Flüssigkeiten. 

Die  Mechanik  idealer  Flüssigkeiten  oder  die  gewöhnliche  Hydro- 
dynamik bot  zu  den  in  den  ersten  Abschnitten  dieses  Theiles  ange- 
Btellten  allgemeinen  Betrachtungen  nur  ein  sehr  specielles  Beispiel, 
insofern  die  gemachten  Voraussetzungen  allein  Druckkräfte  zuliessen, 
'Welche  stets  normal  zu  dem  Flächenelement  stehen,  gegen  welches  sie 
'Wirken.    Anders  verhält  es  sich  mit  den  wirklichen  Flüssigkeiten. 

Setzt  man  ein  mit  einer  solchen  gefülltes  Gefäss,  das  die  Ge- 
stalt einer  Rotationsfläche  hat,  in  Rotation  um  seine  Axe,  so  bemerkt 
man,  dass  die  Flüssigkeit  allmählich  an  der  Bewegung  mehr  und 
mehr  Theil  nimmt;  die  äusseren  Schichten  werden  von  dem  Gefäss, 
die  inneren  von  den  äusseren  mitgeführt  Hört  die  Rotation  des 
Gefasses  plötzlich  auf,  so  kommt  die  Flüssigkeit  von  den  äusseren 
zu  den  inneren  Schichten  fortschreitend  ebenfalls  allmählich  zur 
Rohe. 

Dieser  Vorgang  zeigt,  dass  bei  den  wirklichen  Flüssigkeiten  noch 
andere  Druckkräfte  vorhanden  sind,  als  die  bisher  betrachteten,  und 
dass  dieselben  auch  tangentiale  Druckcomponenten  ergeben.  Wir  be- 
zeichnen diese  inneren  Kräfte  mit  dem  Namen  der  Flüssigkeits- 
reibung und  wenden  uns  nunmehr  ihrer  Betrachtung  zu. 

Die  Flüssigkeitsreibung  ist  eine  Kraft,  welche  nur  dann 
auftritt,  wenn  innerhalb  der  Flüssigkeit  Geschwindigkeits- 
differenzen vorhanden  sind;  sie  ist  unmerklich,  wenn  sich  die 
Flüssigkeit  wie  ein  starrer  Körper  bewegt,  also  auch  wenn  sie  ruht 
Letzteres  wird  dadurch  erwiesen,  dass  sich  alle  Gesetze  der  gewöhn- 
lichen Hydrostatik  mit  der  Beobachtung  an  reibenden  Flüssigkeiten 
in  merklicher  üebereinstimmung  ergeben. 

Die  Gesetze  der  Flüssigkeitsreibung  durch  das  Experiment  aufzu- 
suchen, ¥rie  das  für  die  Reibung  zwischen  starren  Körpern  möglich 
war,  verbietet  sich  durch  die  grosse  Complication  der  maassgebenden 
Verhältnisse.  In  diesem,  wie  in  ähnlichen  Fällen  entwickelt  man 
die  Theorie  aus  einem  System  von  Annahmen,  welche  nach  Wahr- 
scheinlichkeit gewählt  werden,  und  prüft  dieselben  durch  die  Ver- 
gleichung  specieller  von  der  Theorie  gelieferter  Folgerungen  mit  der 


1  j 
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Von  solchen  Annahmen  legen  wir  folgende  zwei  der  Theorie 
der  Flüssigkeitsreibung  zu  Grunde. 

1.  Dieürsachen  derFltissigkeitsreibung  sindmoleculare 
Wirkungen;  daher  hängen  die  innerhalb  eines  unmerklich  kleinen 
Bereiches  B  erregten  Druckkräfte  nur  von  dem  Zustande  dieses  Be- 
reiches ab. 

Jede  Bewegung  eines  nichtstarren  Körpers  stellt  sich  nun,  wie 
wir  im  ersten  Abschnitt  dieses  Theiles  gesehen  haben,  innerhalb  des 
Bereiches  B  als  die  Superposition  einer  parallelen  Verschiebung,  einer 
Drehung  und  einer  Dehnung  nach  drei  zu  einander  normalen  Rich- 
tungen dar.  Da  nach  dem  Vorausgeschickten  eine  Reibung  im 
Innern  einer  als  Ganzes  bewegten  Flüssigkeit  nicht  stattfindet,  so 
können  die  ersten  beiden  Antheile  einen  Einfluss  auf  die  Reibung 
nicht  besitzen.  Da  ferner  im  Ruhezustande  keine  innere  Reibung  auf- 
tritt, so  können  nicht  die  absoluten  Werthe  der  Deformationen,  son- 
dern nur  ihre  Aenderungen  mit  der  Zeit,  im  einfachsten  Falle  also 
die  Deformationsgeschwindigkeiten,  deren  Grösse  bestimmen. 

Die  Deformationsgeschwindigkeiten  innerhalb  des  Bereiches  B 
bestimmen  sich  aber  nach  dem  Inhalt  von  §  29  vollständig  durch 
die  sechs  Geschwindigkeiten  der  Axendehnungen 


du          ,             dv          , 
dx'^^^'           dy'^^y' 

dw          , 

d%         * 

der  Axenwinkeländerungen 

dv  ^    dw       ^  f       dw    ^    du        ^ , 
dx^  dy  '"^«'      dx  "^  d%  ""^»' 

du       dv 
dy^  dx^^y 

(108) 


von  diesen  Grössen  allein  müssen  also  nach  dem  Vorstehenden  auch 
die  von   der  inneren  Reibung  herrührenden  Druckkräfte  abhängen. 
Auf  die  Art  dieser  Abhängigkeit  bezieht  sich  die  zweite  An- 
nahme, die  wir  vorausschicken. 

2.  Die  Druckcomponenten  der  Flüssigkeitsreibung  sind 
lineare  Functionen  der  Deformationsgeschwindigkeiten. 

Das  Hypothetische  dieser  Festsetzung  leuchtet  ein,  wenn  man 
bedenkt,  dass  die  Deformationsgeschwindigkeiten  in  Wirklichkeit 
keineswegs  unendlich  kleine  Grössen  sind  und  es  demnach  von  vorn- 
herein keineswegs  erlaubt  ist,  eine  Reihenentwickelung  der  Druck- 
componenten nach  Potenzen  jener  Unabhängigen  mit  den  niedrigsten 
Gliedern  abzubrechen,  sondern  es  muss  die  Berechtigung  hierzu  im 
Falle  der  Anwendung  der  Theorie  auf  wirkliche  Vorgänge  experi- 
mentell geprüft  werden.  Indessen  wird  die  gemachte  Annahme  in 
jedem  Falle  um  so  näher  erfüllt  sein,  je  kleiner  die  vorkommenden 
Deformationsgeschwindigkeiten  sind,  und  die  abzuleitenden  Resultate 
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werden,  selbst  wenn  sie  sich  unter  Umständen  nicht  bewähren  sollten, 
i^h  Grenz werthe,  denen  man  bei  kleinen  Geschwindigkeiten  sich 
nähert,  Bedeutung  behalten. 

Ueberdies  ist  ersichtlich,  dass  von  den  nächsten  Gliedern  einer 
Reihenentwickelung  erst  diejenigen  dritter  Ordnung  in  Betracht 
kommen  würden,  weil  die  Glieder  zweiter  Ordnung  nicht  (wie  offenbar 
öribrderlich  ist)  mit  dem  Vorzeichen  der  Dilatationsgeschwindigkeiten 
d«ts  ihrige  umkehren;  die  Annäherung  erscheint  hierdurch  also  noch 
bedeutender. 

Da  sechs  Deformationsgeschwindigkeiten  und  sechs  Druckcom- 
Ponenten  vorhanden  sind,  so  wird  die  allgemeinste  homogene  lineare 
Beziehung  zwischen  beiden  36  Constanten  enthalten.     Diese  Anzahl 
i*educirt  sich  aber  durch  folgende   Ueberlegung  sogleich   auf  neun. 
Wir  haben  im  ersten  Abschnitt  dieses  Theiles  gezeigt,  dass  für 
jedes  System  von  Deformationen  innerhalb  des  unmerklich   kleinen 
Bereiches  B  ein  Coordinatensystem  X%  Y\  Z%  das  sogenannte  Hau pt- 
dilatationsaxensystem,  existirt,  in  Bezug  auf  welches  die  Winkel- 
änderungen ^*,  zA  a;°  und  demnach  auch   ihre   Geschwindigkeiten 
W»  (V)'»  (V)    verschwinden,  womit  zusammenhängt,  dass  die  Defor- 
mationen sich  symmetrisch  um  dieses   Axensystem  gruppiren.     Wir 
haben  in  dem  zweiten  Abschnitt  fiir  ein  beliebiges  System  von  Span- 
nungen innerhalb  des  Bereiches  B  ein  Axensystem  X^y  Y,*,  Z^  kennen 
gelernt,  das  System  der  Hauptdruckaxen,  in  Bezug  auf  welches 
die  tangentialen  Druckcomponenten   Y/,  Z/,  X^^  verschwinden,  womit 
zusammenhängt,  dass  die  erregten  Spannungen  sich  symmetrisch  um 
dieses  System  ordnen. 

Da  aber,  wie  bei  allen  isotropen  Körpern,  so  auch  bei 
Flüssigkeiten  alle  Richtungen  unter  einander  physikalisch 
gleichwerthig  sind,  so  müssen  in  ihnen  für  jedes  System 
von  Deformationsgeschwindigkeiten  und  dadurch  hervor- 
gerufenen Druckkräften  das  Hauptdilatations-  und  das 
Hauptdruckaxensystem  zusammenfällen. 

Dies  giebt  die  Folgerung,  dass  bei  Einführung  dieses  Coordi- 
natensystemes  X',  Y",  Z<>  nur  drei  lineare  Relationen  mit  drei  Unab- 
hängigen aufzustellen  sind,  welche  also  nur  neun  Constanten  enthalten. 
Wir  schreiben  sie,  indem  wir  die  von  den  Deformationsgeschwindig- 
keiten unabhängigen  Theile  der  Druckkräfte,  die  bei  verschwin- 
dender Reibung  allein  übrig  bleiben,  mit  p^  bezeichnet,  hinzufügen : 
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wobei  das  negative  Vorzeichen  ausdrückt,  dass  bei  positiven  Werthen 
üf^j,  die  Kräfte  den  Deformationen  entgegenwirken. 

Diese  Formeln  vereinfachen  sich  noch  sehr,  wenn  wir  benutzen, 
dass   die   drei  Coordinatenaxen  untereinander  gieichwerthige  Rich- 
tungen sind,    und  dass  demgemäss  eine  Vertauschung  der  Coordi— 
naten    die    Gleichungen    nicht    ändern    darf     Denn    ein  System  (T 
von  Deformationsgeschwindigkeiten,  welches  gegen  das  System  XYl 
ebenso  liegt,  wie  ein  System  (II)  gegen  das  System  YZX  muss  au- 
ein System  (F)  von  Drucken  fuhren,  welches  sich  in  dem  Axensystei 
XYZ  ebenso  ausdrückt,  wie  das  durch  (II)  erregte  System  Druck»^     e 
{IV)  in  dem  Axensystem  YZX. 

Hieraus  folgt,  dass  zwischen  den  neun  Constanten  a^^  und  de~  t^^n 
drei  /?^  die  Beziehungen  stattfinden  müssen: 

«11  =  «12  =  ö„  =  2a  4-  a,        p^  =  p^  =  p^  =  p, 

«M  =  öf,,  =  Oji  =  a„  =  a,,  =  o,,  =  a\ 

worin  p,  a  und  a  neue  Bezeichnungen  sind.  Die  Formeln  (lO^K^  8') 
werden  hierdurch,  wenn  man  noch  die  Abkürzung  &'  für  die  G Ge- 
schwindigkeit der  räumlichen  Dilatation  einfuhrt,  also 

setzt  * 

X/=;,-(2oK»r+a'(n), 

y;  =  7>  -  (2a (y;)'  +  a'  (^)'),  (lOS-   ^ 

Indessen  setzen  diese  Gleichungen  ein  eigenartiges  Axensyte-^m 
voraus,  das  weder  im  Voraus  bekannt,  noch  selbst  innerhalb  t  ^^ 
ganzen  betrachteten  Flüssigkeit  von  gleicher  Lage  ist,  da  es  ja  n^  "*"" 
durch  deren  Verhalten  innerhalb  des  Bereiches  B  der  Stelle  x,  y-^  ^ 
definirt  ist.  Für  die  Anwendung  müssen  daher  die  obigen  Form^  In 
(108'")  noch  auf  ein  beliebiges  Coordinatensystem  transformiert 
werden  und  zwar  in  ihren  beiden  Seiten. 

Dies  geschieht  fast  ohne  Rechnung  auf  folgendem  Wege.  El^ie 
allgemeinen  Transformationsformeln  (36)  für  die  Druckcomponenti^fl 
nehmen  in  unserem  Fall,  wo  das  Axenkreuz  X'  Y  Z'  mit  dem  KretLiz 
Yoyo^ü  ^QY  Hauptdruckaxen  zusammenfallt,  die  Form  an: 

^x  =  «^'^;  +  ß^'  y;  +  r.^  z;,  u.  s.  f.  j 

Y^  =  a.«.x^o  +  ß,ß. y;  +  r,r* z;,  n.  s.  f.  j 

Man  erhält  sonach  A"   und  Y .  indem  man  die  in  (108'")  ent-        ; 
haltenen  Ausdrücke  für  X^^^  Y%  Z^  resp.  mit  «»•,  /?/,  y/  und  a,a»        j    r 


\ 
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ß*ßt9  7%y%  zusammenfasst  Um  die  Resultate  in  den  rc^', . .  .  x^  aus- 
zudrücken hat  man  einerseits  zu  benutzen,  dass  nach  S.  359 

»'  =  (V)'  +  (j'/r  +  c«^;)'  =  <  +  y;  +  < 

ist,  andererseits,  dass  die  allgemeinen  Transformationsformeln  (17) 
für  die  Deformationsgrössen  in  unserem  Falle,  wo  das  Axenkreuz 
X' Y' 7j  auch  mit  dem  System  der  Hauptdilatationsaxen  zu- 
sammenfällt, liefern: 

2^;  =  2 [a^a,x^  +  ß,ß,y^  +  r^y^%i)  u.  s.  £ 
So  gelangt  man  direct  zu  dem  Resultat: 

X,  =  p-(2a<  +  a',^'), 

y,=;>-(2ay;  +  a'tr),  (109) 

Z,=^-(2a<  +  aSn 

^«  =  -  «2//j        ^«  =  -  «<>       -^y  =  ~  ^  V 
Die  beiden  Constanten  a  und  a  heissen  die  Reibungscoefficienten 
der  Flüssigkeit;  beachtet  man  die  Dimensionen  der  Druckcomponenten 
nach  (19'")  und  der  Deformationsgeschwindigkeiten  nach  (108),  so 
findet  man  für  ihre  Dimension  den  Werth: 

[a]  =  [a']  =  [mr^r'].  (109') 

Ist  die  reibende  Flüssigkeit  incompressibel,  ist  also  mit  »7-  auch 
iy  =  0,  so  hängt  ihre  Bewegung  nur  von  a  allein  ab. 

Setzt  man  die  erhaltenen  Resultate  in  die  Bewegungsgleichungen 
(25)  ein,  so  erhält  man  folgendes  System: 

Zu  diesen  für  jeden  Punkt  im  Innern  der  Flüssigkeit  geltenden 
Formeln  tritt  noch  weiter  das  Gesetz,  welchem  die  Dichtigkeit  € 
folgt,  also  im  Falle  dieselbe  nur  eine  Function  des  Druckes  ist,  die 
Gleichung:  ^  ^  ^^^^^     ^^^^     /¥  =  ^.  (HO') 

ferner  die  Gleichung  der  Continuität: 

ä^r  +  öv  +  äi+ad7  =  0      «der      ,^+--  =  0.(110) 

Die  Bedingungen  für  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit 
bilden  wir  unter  der  Voraussetzung,  dass  dieselbe  von  einer  zweiten 
Flüssigkeit  begrenzt  wird;  dieser  Fall  umschliesst  den  einer  festen 
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Wand,  wie  auch  den,  dass  die  Grenze  den  Abschluss  gegen  ein  Gas 
oder  gegen  den  leeren  Raum  hin  bildet  Haben  die  Elemente  der 
beiden  Flüssigkeiten  (ä)  und  (ä;)  an  der  Stelle  x,  y,  x  die  Geschwindig- 
keitscomponenten  w^,  r^,  w^  und  Wj^,  \,  Wj^,  so  folgt  aus  (18")  zu- 
nächst die  Gleichung 

(m^  —  üj^)  cos  (n,  x)  +  i^j^  —  Vj^  cos  (w,  y)  +  {wj^  —  m;J  cos  {njz)  =  0.     (111) 

Weiter  kommen  die  in  (27')  enthaltenen  Bedingungen  für  die 
Druckkräfte  zur  Anwendung,  und  zwar  einmal  für  ein  Volumenelement 
innerhalb  der  Flüssigkeit  (ä),  einmal  für  eines  innerhalb  {k),  wobei 
die  Wechselwirkung  zwischen  den  beiden  Volumenelementen  die 
Stelle  der  äusseren  Kraft  einnimmt 

Flüssigkeiten,  welche  innere  Reibung  besitzen,  reiben  sich  auch 
an  einander  oder  an  einer  festen  Wand;  in  Folge  dessen  wirken  in 
der  Grenze  zwei  Kräfte,  welche  den  Theilen  der  X^, .  .  .  oben  in 
(109)  entsprechen,  ein  normaler  Druck  j9^j^  und  eine  Reibungskraft  i?^j, 
welche  man  in  Analogie  zu  der  Reibung  zwischen  zwei  starren 
Körpern  der  relativen  Geschwindigkeit   entgegen  wirkend  anninmit 

Die  relative  Geschwindigkeit  V^^j^  von  (ä)  gegen  {k)  hat  die  Com- 

ponenten  w^-w^,       ^-^u^      ^-^k 

und  demnach  eine  resultirende  Grösse 


demgemäss  hat  die  Reibung  i^^^,  welche  die  Flüssigkeit  (h)  erfahrt 
die  Componenten 

yhh  yxk  ^hk 

und  Analoges  gilt  für  die  auf  {k)  wirkende.     Daher  folgen  aus  den 
Gleichungen  (27')  die  Systeme: 

'hk 

(i;)*  -  hu  cos  K  y)  -  R,,  ^*-  =  0, 


(^A  -  h.  cos  K  *)  -  ^k.  -V^*  =  0, 


W*Ä  -^k 
kk 


{^n)k  -  Pkk  ^08  (;»„  X)^R,^  ^      =  0, 

f^kh 


(iin 


Vk  -  r* 


{YX  -  hH<^os{n^  y)  -  R,,^  -"  =  0, 

^kh 


^k  -  "  Ä 


(ZI  -  7>,H^os(n„x)  -  i?,,    »-.  "-  =  0. 

^kh 

Uf^  bezeichnet  hierin  die  äussere  Normale  auf  der  Flüssigkeit  (A). 


§  40.  Die  Oberflftchenbedingungen  für  Flüssigkeiten  mit  innerer  Reibung.      479 

Nach  dem  Satz  von  der  Gleichheit  von  Wirkung  und  Gegen- 
wirkung sind  2hit  ^^^  Pkh*  ^hk  ^^^  ^ä'  ^^^  nach  ihrer  Definition 
F^j  und  F^,^  unter  einander  gleich;  die  Summe  der  entsprechenden 
Formeln  beider  Systeme  führt,  da  n^  und  w^  entgegengesetzt  ge- 
richtet sind,  auf  das  allgemeine  System  (27)  zurück. 

Die  Reibung  in  der  Grenze  verschwindet  nach  der  Beobachtung 
im  Zustande  der  Buhe,  sie  muss  also  eine  Function  der  relativen  Ge- 
schwindigkeit V^^  sein,  und  die  einfachste  Annahme,  welche  obenein 
der  über  die  innere  Reibung  gemachten  entspricht,  ist  die,  sie  mit 
^hk  proportional  zu  setzen.     Schreiben  wir  demgemäss 

^»=«^**.  (111") 

so  ist  ä,  die  Constante  der  äusseren  Reibung,  eine  nur  von 
der  Natur  der  beiden  in  der  Grenze  zusammentreffenden  Körper 
abhängige  Grösse;  ihre  Dimension  ist  nach  den  Beziehungen,  durch 
welche  sie  eingeführt  ist: 

[a]  =  [mr'r^].  (111'") 

Tritt  an  Stelle  der  Flüssigkeit  {k)  ein  fester  Körper, 
so  wollen  wir  flir  dessen  Geschwindigkeitscomponenten  im  Ober- 
flächenelement 6?o  die  Bezeichnung  t^,  v^,  Wj^,  für  diejenigen  der 
Flüssigkeit  w,  v,  w  beibehalten;  dann  nimmt  (111)  die  Form  an: 

(w  —  WjJ  cos  (n,  x)  +  (v  —  vj  cos  (w,  y)  +  {w  —  tt;J  cos  (n,  z)  =  0.     (112) 

Von  den  Gleichungen  (IIT)  kommen  hier,  da  die  inneren  Span- 
nungen des  festen  Körpers  hier  kein  Interesse  bieten,  nur  die  ersten 
drei  in  Betracht,  die  sich  nun  einfacher  schreiben  lassen.  Da  in  ihnen 
nach  der  Ableitung  je  die  beiden  letzten  Glieder  die  Druckcomponenten 
des  festen  Körpers  gegen  die  Flüssigkeit  darstellen,  und  ihre  Ent- 
gegengesetzten somit  die  Componenten  X,  Y,  Z  des  Druckes  ergeben, 
welchen  der  Körper  von  der  Flüssigkeit  erfährt,  so  liefert  das  erste 
Tripel  des  Formelsystemes  (IIT)  bei  Einführung  der  Beziehung 
(111")  unmittelbar 

X^  =  X  —Pj^  cos  (w,  a;)  +  ä  (w  —  üj^), 

5»  =  ^=^*cos(n,y)  +  ä(^-r,),  (1120 

Z^=i  Z  =^Pj^  cos  («,  ^)  -|-  ä  (m;  —  w^ , 

Hierin  ist  bei  den  auf  die  Flüssigkeit  bezügUchen  Termen  der  Index  ^ 
überall  hinweggelassen,  demgemäss  auch  pj^  für  jö^^^  geschrieben;  für 
X^j  r^,  Zj  sind  die  aus  (24)  und  (109)  folgenden  Ausdrücke  einzu- 
setzen. Da  eine  feste  Wand  jedem  beliebig  grossen  Druck  wider- 
stehend gedacht  ist,  so  bleibt  Pj^  willkürlich;  die  drei  Formeln  (112') 
repräsentiren  also  nur  zwei  Bedingungen  für  die  Strömung. 
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Führen    wir   neben   der   äusseren  Normalen  n  der  Flüssigkeit- 
noch  eine  Riclitung  s  parallel  der  relativen  Geschwindigkeit  F^  dei 
Flüssigkeit   gegen    den  Körper   und   eine  Richtung  /  normal  zu  ;■ 
und  s  ein  und  bezeichnen  die  auf  sie  bezogenen  Kraftcomponentei 
resp.  mit  N^,  S^,  L^  und  N,  S,  L,  so  erhalten  wir  aus  (112')  mi —  _t 
Hülfe  der  Factoren  cos(w,a?),  cos {?i,y),  cos(w,;i:)  und  cos(«,a;),  cos(.sy] 
cos(s,^)  und  cos(/,a;),  cos(/,y),  C08(/, ;t)  die  Gleichungen: 

.v=.v  =  +  iJ„     Ä„  =  Ä  =  +  äf,,     i,.  =  Z  =  o, 

deren  Richtigkeit  sofort  einleuchtet. 

Beachtet  man  die  Werthe  der  Componenten  X^  . ,  .  nach  (101 
und  bezeichnet  mit  n^,  s^\  l^  dieselben  Ausdrücke  für  das  Systei 
NSL,  die  für  das  System  XYZ  durch  x^,  yj,  zj  gegeben  sind, 
erhält  man  aus  (112')  das  oft  nützliche  Formelsystem: 

N^Jj^^an^-dd'^p^,    Ä=-a^„'=äFj,    Z=-a7^'=0.    (112^     S'l 

Bezüglich  der  Reibung  der  Flüssigkeit  gegen  den  festen  Körp^^^^r 
haben  zwei  extreme  Fälle  besondere  Bedeutung. 

Ist  die  Constante  a  ausserordentlich  gross,  so  erfordern  die  voät  er- 
stehenden Gleichungen  sehr  kleine  Werthe  von  F^;  bei  unendlicherem  m 
a  muss  V^  verschwinden  und  daher  die  dem  Körper  benachbarÄ*'^ 
Flüssigkeit  sich  vollständig  mit  diesem  bewegen,  ihn,  wie  man 


„benetzen".  Dies  geschieht  streng  oder  angenähert  in  den  bei  WeiteK=m 
meisten  Fällen,  wo  sich  Flüssigkeiten  in  Berührung  mit  fester  :3fl 
Körpern  befinden;  hier  verlieren  die  Gleichungen  (112')  wegen  d 
Unbestimmtheit  der  Producte  ä  (?7  —  w^^),  . . .  die  Natur  von  B 
dingungen,  während  das  Verschwinden  von  F^  die  nöthigen  dir  «^ 
Bedingungen  in  der  Form  liefert: 

Ein  zweiter  extremer  Fall  ist  der,  dass  die  äussere  Beibungr^ 
also  ä,  äusserst  klein  ist;  dann  bleibt  Gleichung  (112)  ongeändeH 
bestehen,  aber  in  (112")  wird  jetzt  ausser  L^  auch  S^  gleich  Null. 

Diese  Bedingungen  gelten  streng  auch  in  der  Grenze  gegen  den 
leeren  Raum,  angenähert  in  derjenigen  gegen  ein  Gas. 

§41.    Mechanik  reibender  incompressibler  Flüssigkeiten.   Potential- 
und  Wirbelbewegungen;  Strömungen  in  Spalten  und  Eöhren. 

Die  vorstehenden  sehr  allgemeinen  und  complicirten  Glei- 
chungen vereinfachen  sich,  wenn  wir  eine  incompressible  Flüssig- 
keit voraussetzen,  also  i9-'  =  0  nehmen,  und  uns  auf  äussere  Kräfte 
beschränken,  die  ein  Potential   </>  haben. 


(113) 
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Dann  wird  aus  den  Gleichungen  (109): 

aus  (110)  bis  (110"): 

du  0(0-^11)   ,     a     . 

dt  dx  6         ^ 

die  d(0  +  H)   .     a    . 

dt ä^r-  +  -e^«'' 

77=  ^        |!'  +  fJ'  +  |«=0;  (113") 

8  ox       ay        dx  ^         ' 

aus  (112)  und  (112"): 

rü  —  wj  cos (n,  x)  +  (^  —  Vj^)  cos  («,  jy)  +  (io  —  wj cos (n,  «)  =  0,     (114) 

^=p-2an^^p^,         S^-a's^^EVj^,        L  =  -a/^'  =  0.      (114') 

Nachdem  wir  bei  nich treibenden  Flüssigkeiten  eine  so  grosse 
Vereinfachung  des  Strömungsproblemes  durch  Einführung  eines  Gre- 
schwindigkeitspotentiales  erhalten  haben,  liegt  es  nahe,  zu  fragen, 
ob  auch  in  reibenden  Flüssigkeiten  reine  Potentialbewegungen  mög- 
lich sind.     Setzen  wir  demgemäss 

doD  dcp  dcp 

dx  0  y  ox 

und  beachten  die  aus  (113")  folgende  Beziehung 

Jy  =  0, 

so  erkennen  wir,  dass  bei  Potentialbewegungen  der  Einfluss  der 
inneren  Reibung  aus  den  Hauptgleichungen  (113')  vollständig  ver- 
schwindet, dass  letztere  also  überhaupt  keine  Wirkung  übt,  falls  die 
Flüssigkeit  keine  Oberfläche  hat,  in  der  die  Bedingungen  (113'") 
gelten.     Es  gilt  daher  der  Satz: 

In  einer  incompressibelnFlüssigkeit,  die  mit  beliebigen 
Quellen  und  Senken  oder  anderen  Eintrittsflächen  ver- 
sehen ist,  aber  nirgends  durch  einen  festen  Körper,  ein 
Gas  oder  den  leeren  Raum  begrenzt  wird,  sind  mit  oder 
ohne  innere  Reibung  dieselben  Potentialbewegungen  mög- 
lich und  erfordern  dieselben  äusseren  Kräfte  und  die- 
selbe Vertheilung  des  Druckes. 

An  allen  Grenzen  der  vorstehend  bezeichneten  Art  lässt  sich 
mit  dem  Geschwindigkeitspotential  im  Allgemeinen  nur  einer  Ober- 
flächenbedingung —  z.B.  bei  stationärer  Bewegung  der  nach  (114) 
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stets  geltenden  dififdu  =  0  —  genügen;  da  aber  bei  wirkender 
Reibung  in  der  Grenze  für  die  Geschwindigkeiten  drei  von  einander 
unabhängige  Gleichungen  zu  erfüllen  sind,  so  ist  es  im  Allgemeinen 
unmöglich,  die  Geschwindigkeiten  durch  ein  Geschwindigkeitspotential 
darzustellen.     Daher  gilt  weiter: 

In  einer  durch  feste  Körper,  ein  Gas  oder  den  leeren 
Raum  begrenzten  reibenden  Flüssigkeit  ist  eine  reine 
Potentialbewegung  im  Allgemeinen  unmöglich,  d.  h.  es 
werden  hier  in  Folge  der  Reibung  stets  Wirbel  auftreten. 
Bilden  wir  nach  S.  437  die  Gleichungen  für  die  Wirbelcom- 
ponenten  i,  /ia,  v,  so  erhalten  wir  jetzt: 

dl        ,  du   ,       du   ,       du   ,    a    jt  ^ 

dt  ox        ^  öy  d  X        e         ' 

du        ^ör,        dv    .       d  V    ,    a    A  /ttA''\ 

dt^^Tx  +  fe-y  +  T.  +  T'^f'  ^^1'*) 

dv       .  dw   ,       dw   ,      dw  .    a    ^ 
dt  dx       ^  d  y  dx        8 

Die  Wirbelbewegung  hat  also  in  einer  reibenden  Flüssigkeit 
auch  bei  Abwesenheit  einer  Begrenzung  einen  anderen  Cha- 
rakter als  in  einer  nicht  reibenden;  speciell  gilt  in  ihr  im  Allge- 
meinen nicht  der  fundamentale  Satz,  dass  ein  Theilchen,  welches  zu 
irgend  einer  Zeit  nicht  rotirt,  auch  niemals  in  Drehung  genlth.  — 

Um  von  den  vorstehenden  allgemeinen  Gleichungen  Anwendungen 
auf  bestimmte  Probleme  zu  machen,  die  mit  elementaren  Hülfsmitteln 
durchführbar  sind,  betrachten  wir,  wie  früher,  ihnen  entsprechende 
Bewegungen  in  einer  unbegrenzten  Flüssigkeit  und  versuchen  sie 
nachträglich  längs  aus  Stromlinien  gebildeten  Flächen  durch  feste 
Wände  zu  begrenzen.  Für  so  gewählte  Flächen  ist  die  Bedingung 
(114)  stets  erfüllt,  es  handelt  sich  also,  da  jö,^  an  starren  Flächen 
jeden  Werth  annehmen  kann,  im  Allgemeinen  noch  darum,  die 
zwei  letzten  Gleichungen  (114')  durch  die  Ausdrücke  für  Geschwin- 
digkeiten in  der  Grenze  zu  befriedigen.  — 

Der  einfachste  Fall,  der  die  Reibung  zur  Wirkung  kommen 
lässt,  ist  offenbar  der,  dass  eine  stationäre  Strömung  parallel 
einer  Coordinatenaxe  stattfindet.     Setzen  wir  demgemäss 

so  nehmen  die  Gleichungen  (113')  die  Form  an: 

y^ö(0+_^        ü  =  ^(-^t^.        «J'«,  =  ^tZD,        (115) 
dx       ^  dy  e  dx  ^       ^ 

wobei  schon  benutzt  ist,  dass  (113")  liefert: 

^^  =  0.  (115-) 
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Jede  Cylinderfläche  parallel  der  Z-Axe  ist  von  Stromlinien  er- 
füllt, kann  also  eine  feststehende  Begrenzung  bilden;  an  derselben 
muss,  da  die  letzte  Formel  (114')  durch  eine  zur  Z-Axe  überall 
parallele  Strömung  identisch  erfüllt  wird,  allein  noch  erfüllt  sein 
die  wegen  's^^dwjdn  aus  der  zweiten  Gleichung  (114')  folgende 
Beziehung 

—  a-5 —  =  ««;,  (115") 

an  '  ^         ' 

in  der  unter  w  die  äussere  Normale  auf  den  Flüssigkeitscylinder 
verstanden  ist 

Aus  den  ersten  beiden  Gleichungen  (115)  folgt,  dass  (0+Z7) 
von  X  und  y,  aus  (115'),  dass  iv  von  x  unabhängig  ist;  die  dritte 
Gleichung  (115)  kann  also  nur  dadurch  erfüllt  werden,  dass  jedes 
Glied  für  sich  gleich  einer  Constanten  G  wird;  sie  reducirt  sich  da- 
her auf  die  zwei  Formeln: 

ö(^.=r)  =  G,        Aw  =  f t  +  T"  =  -  0.  (1 15'") 

Aus  der  ersteren  folgt: 

0  4-/7=  C%'\'  G'\  (116) 

diese  Formel  gestattet  TI  und  somit  ;>  aus  vorgeschriebenem  Poten- 
tial 0  und  den  gegebenen  Werthen  von  p  an  zwei  beliebigen 
Punkten  der  Flüssigkeit  zu  berechnen.  Die  nach  S.  135  in  0  un- 
bestimmte additive  Constante  kann  dabei  in  G  gezogen  werden. 

Zwei  besonders  einfache  Fälle  sind  folgende. 

a)  Es  wirkt  keine  äussere  Kraft,  0  ist  gleich  Null,  und  es  ist 
der  Druck  ^^  und  />,  in  zwei  Querschnitten  x  =  x^  und  «  =  «,  ge- 
geben; dann  ist: 

also  (116') 

b)  Es  wirkt  parallel  der  Z-Axe  die  Schwere,  und  in  den  Quer- 
schnitten %^  z^  und  %  —  X,  hat  der  Druck  den  gleichen  Werth  p^. 
Dann  ist: 

p  überall  =  ;>,,       i^^-gx,      also       C=:-g.  —        (116") 

Die  zweite  Gleichung  (115'")  A'w  =^  Csja  kann  in  sehr  ver- 
schiedener Weise  erfüllt  werden;  wir  beschränken  uns  auf  einige 
Fälle,  in  denen  die  partielle  sich  in  eine  gewöhnliche  Differen- 
tialgleichung verwandelt. 

81* 
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1.   Der  einfachste  dieser  Fälle  ist  der,  dass  w  von  y 
unabhängig  ist;  dann  wird 

Jx'^'-^'     ^««     w  =  '^{ia^+ax+C,),  (116'") 

und  die  Geschwindigkeit  in  Ebenen  parallel  der  FZ- Ebene  constant ^ 

Die  hierdurch  gegebene  Bewegung  besteht  aus  einer  Potential 

bewegung 

?^7,  =  *-     %    der  ein  Potential     95  =       (C,»  +  C,') 
entspricht,  und  aus  einer  Wirbelbewegung 

deren  Wirbelfäden  der  F-Axe  parallel  sind  und  eine  Wirbelgeschwin- .ä^ 
digkeit  ^ 

besitzen. 

Als  Begrenzung  kann  man  zwei  feste  der  FZ-Ebene  parallel» ^KT^Ie 
Wände  z.  B.  in  a;  =  0  und  x  =  h  wählen,  deren  Reibung  gegen  di»  i  Jie 
Flüssigkeit  verschieden  sein  darf.  Die  Gleichung  (115")  liefert,  auÄi^w  uf 
beide  Wände  angewandt,  die  beiden  Bedingungen,  dass 


für  rc  =  0       +  a  f^j^  =^  a,w„       für  a;  =  ä       -  a  f ^j  =  a, 


n 


sein  muss,    unter   a^   und   a,    die   betreffenden    äusseren    Reihung?^»'^«- 
constanten  verstanden.     Man  erhält  hieraus: 


w 


w 


In  dem  speciellen  Falle,  dass  beide  Wände  gleichartig  sind,  i^r=^-^t 
ä^  =  ä,  =  ä,  also 

und  die  Bewegung  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Ebene  x  =  hj^- 
Das  zwisclien  diesen  beiden  Wänden  längs  einer  Breite  b  während 
der  Zeiteinheit  ausfliessende  Flüssigkeitsvolumen  ß  findet  sich: 


o 


Die  Constantc  0  bestimmt  sich  entweder  durch  gegebenes  ß 
oder  durch  vorgeschriebenes  </>  resp.  p  gemäss  (116).  Für  die  oben 
besprochenen  speciellen  Fälle  wird  nach  (116')  und  (116"): 

fl  =  +^''    ^'  1  +  __       resp.     ß  =  + 6^7s-   1  +  T-  r 
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Diese  Formeln  können  zur  Berechnung  von  a  und  ä  aus  be- 
obachtetem i2  dienen,  da  man  sie  auf  den  Ausfiuss  aus  einem  Rohr 
Ton  rechteckigem  Querschnitt  anwenden  kann,  falls  die  eine  Seite 
des  Querschnittes  {b)  sehr  gross  gegen  die  andere  {h)  ist. 

Ist  ä,  =  0,  äo=«ä,  so  haben  wir  den  Fall,  dass  die  Ebene  a;  =  Ä 
leine  Reibung  ausübt,  also  etwa  die  freie  Oberfläche  darstellt,  wenn 
zugleich  p  in  ihr  constant  ist    Es  folgt  dann  aus  (117'): 


w 


=  l?(^'-2*(-  +  J));  (117'") 


die  Formel  ist  dieselbe  wie  im  vorigen  Falle,  nur  h  mit  2  h  vertauscht, 
eine  Thatsache,  deren  Bedeutung  man  sich  leicht  klar  macht  Die 
Bewegung  lässt  sich  ansehen  als  die  Strömung  in  einem  sehr  breiten 
Canal  mit  ebenem^  gegen  die  Horizontale  geneigtem  Boden.  Ist  der 
Neigungswinkel  der  Z-Axe  gleich  a  und  die  A'Z- Ebene  vertical 
die  X'Axe  nach  oben  positiv  angenommen,  so  ist 

(l)  z=z  +  g{x cos a  ^  zsincc); 
damit  nun 

0}  +  n=  cx+  er 

sei,  muss 

77  =  ~  =  C  —  gx  cos  a,      C  =  —  ^  sin  a 


6 


sein.    C  bestimmt  sich  durch  den  Druck  jo«  auf  die  freie  Oberfläche 
x  =  /e,  so  dass  wir  als  Endresultat  erhalten: 


w 


-"-n-'H'^i)-4 


p  =  p^  +  Bg{h  --z)  cos  a.  — 

2.  Die  zweite  Gleichung  (115'") 

^         eC 
nw  =  — 
a 

Verwandelt  sich  auch  noch  in  dem  zweiten  Falle  in  eine  gewöhn- 
liche Diff^erentialgleichung,  dass  w  nur  eine  Function  des  Ab- 
8tandes  c  von  der  Z-Axe  ist     Dann  nimmt  sie  wegen 

bw  ^  X   dw  dw  y   dw 

dx  "    e   de  ^  dy         e  de  ^ 

d-w  _   y^  dtc        x^  drw  d*w  __  x'  dw        y*  d'to 

d^  ""  e'  ~de   "^   e'  de''  '  dif  "  "?  de    "^  7  ~de^ 

die  Form  an: 

\  dw        d^w  ^    \       \    de)  eC  ni«N 

6deä6*^e        de  a  ^       ' 
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und  liefert  integrirt: 

w^^{e'+  CMe+  a).  (1180 

Wiederum  haben  wir  also  eine  Potentialbewegung 

w,  =  ^-r-^    vom  Potential     o?  =  4—  (Ci^t  +  C/) 

und  eine  Wirbelbewegung 

erhalten;   letztere   giebt   kreisförmige  Wirbelfäden    um    die  Z-kx  ^^3, 
denn  es  ist: 

Die  resultirende  Wirbelgeschwindigkeit  ist 

Die  durch  (118')  gegebene  Bewegung  können  wir  nach  (115^       ') 
durch  zwei  feste  coaxiale  Cylinderflächen  von  den  Badien  B.  und 
und  mit  den  Reibungsconstanten  ä.  und  ä^  begrenzen,  wenn  gilt: 


für  e  =  R. 

dw        

für  e  =  Ä 

dw            — 
de          « 

n 


Ans  diesen  Gleichongen  folgt: 
<7.=  +  ^[ä„Ä,(2a-Ä,5^+5,Ä„(2a+  i?„äj],  ^jj^  --;) 

(ä„lnÄ„+  ^)Ä,(2a-Ä,SH  (ä.lni;,-  -|-)ie„(2a+ß„äj 
wobei  gesetzt  ist: 

In  dem  speciellen  Falle,  dass  der  innere  Cylinder  verschwindet, 
also  R^  =  0,  R^  =  R  ist,  gilt: 

(7.  =  0,  a^ Ä(2a^bB^. 

a 

Das  während  der  Zeiteinheit  ausfliessende  Volumen  ß  bestimmt 
sich  allgemein  zu 

ß  =  ^  K*-^;)  +  a (Ä;anÄ;-  l)-Ä/(lni?,'- 1))  +2(7.(ä;-ä,')] ;  (118"") 
in  dem  speciellen  Falle,  dass  Äj  =  0,  R^  =  R  ist,  findet  sich : 

ß  =  ?|^  (Ä*  +  2  C,  A") , 
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und  nach  Einsetzen  des  Werthes  von  ft: 

8a   V       ^         a    ) 

Wirkt  nur  eine  Druckdifferenz,  so  ergiebt  dies  nach  (116'): 

wirkt  nur  die  Schwere,  so  folgt  nach  (116"): 

ß=  -;W7?*  +  4^). 
Sa   \       ^        a    1 

Beobachtungen  über  den  Ausfluss  aus  horizontalen  Röhren,  welche 
ziemlich  lang  gegen  ihren  Querschnitt  sein  müssen,  damit  die  Voraus- 
setzungen, die  oben  gemacht  sind,  der  Wirklichkeit  entsprechen,  sind 
von  PoisEUiLLE  und  Hagen  angestellt  und  haben  Resultate  ergeben, 
die  mit  der  Annahme  ä  =  oo  verträglich  sind,  also  der  einfacheren 
Formel  entsprechen:  ^, 

o  —    ^i?^(Po-Pi) 

8  a  L 
in  der  L  die  Röhrenlänge  bezeichnet. 

§  42.     Mechanik  reibender  incompressibler  Flüssigkeiten.    Be- 
schränkung auf  unendlich  kleine  Oeschwindigkeiten. 

Die  allgemeinen  Gleichungen  (113')  bieten  der  Behandlung  haupt- 
sächlich deshalb  Schwierigkeiten,  weil  sie  nicht  linear  sind  und  in 
den  Gliedern  zweiten  Grades  die  Geschwindigkeiten  w,  r,  w  neben 
einander  enthalten,  so  dass  eine  Sonderung  der  Unbekannten  unmög- 
lich ist  Wir  umgehen  diese  Schwierigkeit,  wenn  wir  uns 
auf  so  kleine  Geschwindigkeiten  und  Geschwindigkeits- 
änderungen nach  den  Coordinaten  beschränken,  dass  wir 
bis  zu  einem  gewünschten  Genauigkeitsgrade  die  Producte 
udujdx  XX.  s.  f.  neben  den  in  die  Reibungsconstante  a  multi- 
plicirten  linearen  Gliedern  ad^ujdx',  .  .  .  vernachlässigen 
können. 

Dadurch  erhalten  die  Hauptgleichungen  (113')  die  Form: 

du    .    d{0  +77)        a    ^      ' 

dv    .    0(0+77)        a    .  .--Q. 

o  t  ay  e  ^        ' 

Wir  können  dieselben  weiter  nun  zwar  ohne  Rücksicht  darauf 
benutzen,  durch  welche  Vernachlässigungen  sie  entstanden  sind,  also 
auch  innerhalb  der  Flüssigkeit  Quellpunkte  und  discrete  Wirbelfäden 
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annehmen,  in  denen  die  Geschwindigkeiten  unendlich  werden;  aber 
für  unser  specielles  Problem  sind  immer  nur  diejenigen  Bereiche 
anwendbar,  innerhalb  deren  die  stattfindende  Bewegung  die  ge- 
machten Annahmen  rechtfertigt. 

Ist  die  Bewegung  stationär,  so  erhalten  wir  noch  einfacher 

d{0+JI)        a    .  diO-hJI)        a     .  d{0+H)        a    .     .      ...^,. 

dazu  kommt  nach  (113") 

77=  i',         |ü+^l  +  |!^  =  0.  (119") 

e  dx        ay        0%  ^  ' 

Als  Begrenzungen  nehmen  wir  ausschliesslich  feste  Körper,  die 
von  der  Flüssigkeit  benetzt  werden;  an  ihnen  gilt  somit  nach  (112'") 

ü  =  ü^,         ^  =  ^fc>         ^  =  ^k-  (1 19"') 

Aus    den    Gleichungen  (119')  folgt   durch   Differentiation    nach 
Xy  y,  z  und  Addition  mit  Rücksicht  auf  die  letzte  Formel  (119"): 

J(0  +  i7)  =  O,  (120) 

und  hiermit  eine  für  jede  Art  von  Bewegungen  durch  den  Druck  zu  er- 
füllende Bedingung.  AehnUch  folgen  durch  Differentiation  der  dritten 
Gleichung  (119')  nach  y,  der  zweiten  nach  z  und  Subtraction,  sowie 
durch  die  beiden  entsprechenden  Operationen  bei  Rücksicht  auf  die 
Definitionen  (78)  der  Wirbelcomponenten  die  gleichfalls  völlig  allge- 
meinen Bedingungen 

Ji  =  0,         Jfi  =  0,         Jv  =  Ü.  (120') 

Die  Gleichungen  (114")  nehmen  bei  der  Vernachlässigung  der 
Glieder  zweiter  Ordnung  die  Gestalt 

dt         6  dt         8      ^^         dt  e 

an.  Sie  zeigen,  dass  die  S.  441  u.  f.  erörterte  IVage,  ob  eine  gegebene 
Wirbelbewegung  bei  Einwirkung  eines  Potentiales  stationär  sein 
könne,  hier  sehr  einfach  entschieden  ist;  die  Bedingungen  dljdt  —  i)^ 
d fx/dt  =  0,  dv/dt  =  0  des  stationären  Zustandes  für  die  Wirbel- 
componenten sind  nämUch  stets  erfüllt,  wenn  k,  /u,  v  den  Gleichungen 
(120')  genügen. 

Für  eine  Potentialbewegung  von  der  Form 

doD  d(D  do) 

dx^  dy^  dx 

ergiebt  die  letzte  Gleichung  (119")  die  frühere  Bedingung 

A(p  =  0, 

und  bei  Rücksicht  hieraufliefern  die  drei  Formeln  (119')  das  Resultat: 

(li  +  n=  Const. 
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Für  eine  Wirbelbewegung  von  der  in  (84')  angegebenen  Form 

^  dw  _  a_r         -  ^ ^  _  AK        ^  ev^  _  eu 

dy  dx  *  ""    dz  dx  '  ~"    dx  dy  * 

wobei 

^-  +  4— +  4^  =  0    und    J[7=-2A,  J7=-2)U,  Jir=-2f/ 
dx         dy  dx  *  r-i 

ist,  ist  die  zweite  Bedingung  (119")  identisch  erfüllt,   und  es  folgt 
ans  (120') 

AAU^O,  Jjr=0,  JJW=::0. 

^  +  n  ergiebt  sich  in  diesem  Falle  im  Allgemeinen  nicht  constant. 

Da  eine  reine  Potentialbewegung,  wie  wir  oben  gesehen  haben, 
^Da  Allgemeinen  mit  den  Grenzbedingungen  für  reibende  Flüssig- 
'^eiten  im  Widerspruch  ist,  so  wird  man,  um  die  Möglichkeit  einer 
ßögrenzung  zu  erhalten,  Wirbelbewegungen  allein  oder  mit  Poten- 
^^bewegungen  combinirt  anzunehmen  haben.  Dabei  ist  hervor- 
zuheben, dass,  weil  die  Gleichungen  (119')  und  (119")  in  den  w,  v,  w 
^^d  (0+i7)  homogen  linear  sind,  die  Combination  mehrerer  Be- 
^©gungen,  die  einzeln  ihnen  genügen,  auf  einen  Werth  <l>  +  FI 
*ulirt,  welcher  ebenfalls  die  Summe  der  den  einzelnen  Theilen  ent- 
sprechenden Ausdrücke  ist 

Die  auf  S.  444  bis  448  betrachteten  Wirbelbewegungen  sind 
säinmtlich  solche,  welche  den  Bedingungen  (120')  entsprechen. 

1.  Der  Ansatz  (88) 

d*-  ö'-  ö'- 

^'  =  ^ä^'        f"^  =  U^y^        ^^  =  ^    di-  (^21) 

eiebt  nach  S.  447: 

t.,»-^,       v.=+^-,       t.,  =  0,  (121') 

^nd  dadur6h  eine  Rotation  der  Flüssigkeit  um  die  Z-Axe,  bei  welcher 

die  Winkelgeschwindigkeit  in  concentrischen  Kugeln  constant  ist;  wir 

können  sie  also  begrenzen  durch  eine  starre  benetzte  Kugel,  welche 

^it  constanter  Winkelgeschwindigkeit  rotirt. 

Wir  verallgemeinern   diese   Lösung,  indem  wir  die  S.  444  aus 

dem  Ansatz  (85) 

A,  =  0,         /u,  =  0,         f/,  =  n  (121") 

gefolgerten  Beziehungen 

u^  =  —  7iy,         v^  —  +  nXf         w.  =  0,  (121"') 

Welche  eine  Rotation  der  ganzen  Flüssigkeit  mit  durchweg  constanter 
Winkelgeschwindigkeit  darstellen,  hinzufiigen  und  bilden: 

t*=-y(*^  +  ^'),  ^•-  +  ^(~^  +n),  ,r  =  0.  (122) 
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Diesen  Werthen  entspricht  die  Winkelgeschwindigkeit 

welche  ebenfalls  in  concentrischen  Kugeln  constant  ist  und  zwei  Con- 
stanten enthält,  also  an  zwei  Kugeln  vom  Badius  R^  und  R^  gegebene 
Werthe  o)^  und  (o.  annehmen  kann ;  da  sie  im  Coordinatenanfang  un- 
endlich wird,  muss  dieser  Punkt  ausserhalb  der  Flüssigkeit  liegen. 

Man  kann  die  Lösung  (122)  also  dem  Problem  anpassen, 
dass  eine  Flüssigkeit  zwischen  zwei  concentrischen  be- 
netzten Kugeln  eingeschlossen  ist,  welche  um  dieselbe 
Axe  mit  beliebigen  constanten  Geschwindigkeiten  rotiren. 

Die  Constanten  q  und  n  bestimmen  sich  dadurch  so,  dass  all- 
gemein wird: 

^= r«  (Ä„»  -  Rf) •  ^^22') 

Steht  die  innere  Kugel  fest,  so  gilt  einfacher: 

Wir  wollen  das  Drehungsmoment  um  die  Z-Axe  berechnen, 
welches  die  innere  Kugel  in  Folge  der  Rotation  der  äusseren  erleidet 
Hierzu  benutzen  wir,  dass  nach  (114')  die  Componente  S  der  Ein- 
wirkung der  Flüssigkeit  auf  das  Oberflächenelement  des  festen 
Körpers,  genommen  nach  der  Richtung  der  relativen  Bewegung,  ge- 
geben ist  durch 


—  / 


das  gesammte  Moment  ist  demnach,  falls  x*  +  y*  ^  e"  gesetzt  wird: 

N  =  ^  eSdo^-a  C  es^do.  (123) 

(o)  (o) 

Da  die  Richtung  der  in  Bezug  auf  die  Flüssigkeit  äusseren 
Normale  der  festen  Kugel  derjenigen  des  Radius  entgegengesetzt 
und  eine  Bewegung  ihr  parallel  nicht  vorhanden  ist,  so  findet  sich 

,  __        da' 

wobei 

ist,  falls  X  den  Winkel  zwischen  der  +  r-  und  der  +  Z- Richtung 
bezeichnet  und  für  e   sein  Werth  rsin;^  gesetzt  wird. 
Man  erhält  daher: 

/  cOn  R,,       I  *     ,     2  Ri  \    •  -   /  8  cü«  Rg       .  f  -  no'x 

•s„  =-  jfrz%r(l  +  -.-)sm;r.         *«  ="  :B7^::ft.  «»/>        (123-) 
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and  wenn  man  dies  nebst 

do  =  E^  sin/dx  dyj 

—  unter  ip  den  Längen winkel  des  Kadius  von  do  verstanden  —  in 
das  Integral  (123)  einsetzt  und  über  die  ganze  EngelHäche  integrirt, 
so  folgt  schliesslich: 

M  8  71  a)a  ö  Ra    R*  .  i  OQ"\ 

N  =  —Ri—Br-  •  ^^^^ ) 

Eine  mit  reibenderFlüssigkeit  gefüllte,  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit cö  um  einen  Durchmesser  rotirende  Kugel- 
schale übt  auf  eine  mit  ihr  concentrische  in  der  Flüssig- 
keit ruhende  Kugel  ein  Drehungsmoment  aus,  welches 
proportional  mit  ihrer  Winkelgeschwindigkeit  und  mit 
^er  Reibungsconstante  der  Flüssigkeit  ist 

Hängt  man  die  innere  Kugel  bifilar  auf,  so  erleidet  sie  in  Folge 
"er  Rotation  der  äusseren  eine  Ablenkung,  deren  Messung  nach  den 
Betrachtungen  in  §  20  zur  Bestimmung  von  N  dienen  kann.  Ist  N 
gefunden,  Ä^,  R^  und  (o^  direct  beobachtet,  so  lässt  sich  nach  der 
letzten  Formel  a  berechnen. 

Wie  die  vorstehenden  Betrachtungen  eine  Lösung  ergaben, 
Welche  gestattete,  die  Flüssigkeit  in  zwei  benetzten  und  mit  ge- 
gebenen Geschwindigkeiten  rotirenden  Kugeln  zu  begrenzen,  liefert 
die  Combination  der  durch  (61)  charakterisirten  Potentialbewegung 
mit  der  durch  den  Ansatz  (85)  gegebenen  Wirbelbewegung  eine 
Lösung,  die  dieselbe  Eigenschaft  bezüglich  zweier  coaxialer  Kreis- 
cylinder  besitzt.  Eine  Discussion  des  Resultates  erscheint  indessen 
nicht  nöthig. 

2.  Auch  die  aus  dem  Ansatz  (87) 

auf  S.  446  gewonnenen  und  discutirten  Geschwindigkeitscomponenten 

•    »»a/*  ,    ny%  ,       /»-    .     1  \  /io>i/\ 

w.  =+-^5-,       v,=^+-p-,       u;,=  +  n\^-^  +  -j  (124) 

lassen  sich  für  unser  neues  Problem  verwerthen,  wenn  wir  sie 
mit  einer  Potentialbewegung  von  ähnlichem  Charakter  combiniren. 
Eine  solche  haben  wir  oben  in  der  Wirkung  zweier  mit  ihren  Axen 
in  der  Z-Axe  liegender  Quellpaare  kennen  gelernt  Hatte  das  eine 
unendlich  grossen  Abstand,  das  andere  unendlich  kleinen,  und  lag 
das  letztere  im  Goordinatenanfang,  so  galt  nach  (67) 

y.  =  -*(;-  +  ?'),  (124") 
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worin  q  und  q  Abkürzungen  für  gewisse  constante  Aggregate  sind; 
daraus  folgt  dann: 

.    ^qx%  .    Sqyx  ßx*         l\         ,     t^OA"'\ 

^^  =  +  -\:r- ,      ^.  =  +  — /- ,       w'«  =  ?  ^^r  -  ^j  -  9  •   (124  ) 

Conibinirt  man  die  beiden  Systeme  von  Werthen  zu 

^         ,  "^  (125) 

t^  =  ^(nr«  +  39)  +  ^--J-(?', 

so  erkennt  man,  dass  man  Uy  Vy  w  durch  Verfügung  über  die  Con- 
stanten 7i,  <7,  (/'  auf  einer  Kugelfläche  vom  beliebigen  Radius  R  gleich- 
zeitig zu  Null  machen  kann.  Im  Coordinatenanfang  werden  die 
/<,  ?',  w  unendlich;  dieser  Punkt  darf  also  nicht  in  die  Flüssigkeit 
fallen.  Im  Unendlichen  verschwinden  u  und  v,  während  w  dort 
gleich  —  q   wird. 

Man  kann  also  die  Lösung  (125)  dem  Fall  anpassen, 
dass  in  einem  unendlichen,  der  Z-Axe  parallel  fliessenden 
Flüssigkeitsstrome  eine  starre  Kugel  vom  Radius  R,  an 
welcher  die  Flüssigkeit  haftet,  in  Ruhe  verharrt 

Die  Constanten  haben  den  Bedingungen 

nR^  +  3q  =  0y        |---j--.^'  =  0,        ^q        w^  (1250 

zu  genügen,  falls  w^  die  im  Unendlichen  stattfindende  Geschwindig- 
keit bezeichnet     Daraus  folgt: 

^  =  ii?u.„,  n  =  -iÄ«;„,  (125") 

und  es  wird  schliesslich: 


u  =  i^4^  {E^  -  O,         ,;  =  'y-^^  {B'-r^, 


w  =^  W^ 


4r*         ^  /»  4^ 


4r» 


(Ä*  -  O-  ^''^  (^"  +  rR+  4r*)] 


(125'") 


Giebt  man  dem  ganzen  System  die  Geschwindigkeit  Wa,  in  ent- 
gegengesetzter Richtung,  so  kommt  die  Flüssigkeit  im  Unendlichen 
zur  Ruhe  und  die  Kugel  schreitet  mit  derselben  Geschwindigkeit  w^ 
in  der  Flüssigkeit  fort 

Um  das  Aggregat  0  +  77  für  diese  Bewegung  der  Flüssigkeit 
zu  bestimmen,  hat  man  nach  S.  488  nur  die  von  der  Wirbel- 
bewegung herrührenden  Antheile  w»,  v,,  w^  in  die  Gleichungen  (119') 
einzusetzen,  am  einfachsten  in  der  Form: 
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und  die  Hülfssätze  (86")  zu  benutzen;  dann  ergiebt  sich  sogleich  bis 
auf  eine  irrelevante  additive  Constante: 

,      e'- 

a>  +  i7=-?^-^--  (126) 

Schliesst  man  die  Einwirkung  äusserer  Kräfte  aus  und  setzt 
demgemäss  0  =  —  cje,  d.  h.  constant,  lisple,  so  folgt: 

p  =  c-2na-^l==c  +  ^-^^* ,  (126') 

worin  n  den  in  (125")  angegebenen  Werth  hat,  und  cz=p^  ist 

Die  Wirkung,  welche  die  Kugel  parallel  der  Z-Axe  seitens  der 
Flüssigkeit  erfährt,  und  welche  nach  der  Symmetritj  die  einzige  statt- 
findende ist,  berechnen  wir  nach  der  Formel 

Z=.Jzjo J(z.-*+2^f +  Z.*)rfo,  (126") 

in  welcher  nach  (113) 


^x  =  -ö«x>        ^v  =  "®V        ^,  =;?-2a«; 


ist;  wir  haben  auch  hier  für  u,  r,  w  nur  die  von  den  Wirbeln  her- 
rührenden Antheile  einzusetzen,  da  ja  die  Potentialbewegung,  wie 
wir  früher  gesehen  haben,  keinen  Antheil  zu  Z  giebt  Nach  einer 
einfachen  Rechnung  erhält  man: 


jt 


Z  =  —  12  n  an  /  cos'  /  sin  /  rf/  =  —  Hnafi, 

0 

oder  in  Rücksicht  auf  den  Werth  von  n: 

Z=^+67iaRwa,.  (126'") 

Ein  unendlicher  gerader  Flüssigkeitsstrom  mit  der  Ge- 
schwindigkeit w^  und  der  inneren  Reibungsconstante  a 
übt  auf  eine  in  ihm  ruhende  benetzte  Kugel  vom  Radius  R 
Druckkräfte  aus,  welche  eine  Resultante  parallel  der  Be- 
wegungsrichtung von  der  Grösse  ßnRaw^  ergeben. 

Gleich  gross  und  entgegengesetzt  gerichtet  ist  die 
Einwirkung,  wenn  die  unendliche  Flüssigkeit  ruht  und  die 
feste  Kugel  ohne  Rotation  mit  der  Geschwindigkeit  to^ 
geradlinig  fortschreitet 


§  43.     Mechanik  elastischer  Körper.     Aufstellung  der 
Onmdgleichongen;  Anwendung  auf  den  Fall  des  Oleichgewichtes. 

Elastisch  nennen  wir  einen  Körper  dann,  wenn  jede  durch 
äussere  Einwirkung  hervorgebrachte  Deformation  in  ihm  Kräfte  er- 
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regt,  welche  diese  Deformation  rückgängig  zu  machen  streben.  Der 
Körper  heisst  vollkommen  elastisch,  wenn  jene  Reactionskräfte 
auf  keine  andere  Weise,  als  durch  Wiederherstellung  der  ursprüng- 
lichen Anordnung,  zum  Vorschwinden  gebracht  werden  können,  dann 
aber  auch  stets  verschwinden.  Wir  beschäftigen  uns  weiterhin  aus- 
schliesslich mit  diesen  vollkommen  elastischen  Körpern. 

Bezüglich  des  Zusammenhanges  zwischen  den  Deformationen 
und  den  durch  sie  erregten  Beactionskräften  machen  wir  ähnliche 
Annahmen,  wie  wir  sie  im  vorigen  Abschnitt  der  Theorie  der  Flüssig- 
keitsreibung zu  Grunde  gelegt  haben. 

1.  Die  Ursachen  der  elastischen  Kräfte  sind  moleculare 
Wirkungen;  daher  hängen  die  Werthe  dieser  Kräfte  in  einem  be- 
liebigen Punkt  p  nur  von  dem  Zustand  des  Körpers  innerhalb  des 
Bereiches  B  dieses  Punktes  ab.  Die  Verschiebung  und  Drehung 
dieses  Bereiches  als  eines  Ganzen  kann  nach  dem  Vorausgeschickten 
auf  die  elastischen  Kräfte  in  p  keinen  Einfluss  haben,  sondern  nur 
seine  Deformation.  Letztere  bestimmt  sich  aber  nach  dem  in  §  29 
Entwickelten  vollständig  durch  die  sechs  Differentialausdrücke 

d  dx  ddy  d  dx 


dx     "'^'' 

dy         ^y' 

dx    -''«' 

ddy    ^    ddx 
dx     '  dy    ''^^'* 

döx         döx 

dx     '  ö *  ■"  ^*' 

döx         ddy 
dy    "^  dx 

welche  wir  die  Deformationsgrössen  genannt  haben;  von  ihnen  und 
etwa  noch  von  ihren  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  können 
also  die  elastischen  Drucke  an  der  Stelle  p  allein  abhängen. 

Der  Bequemlichkeit  halber  bezeichnen  wir  weiterhin  die  Ver- 
schiebungen Sx,  dy,  f)x  selbst  mit  den  Buchstaben  u,  v,  w,  die  wir 
im  vorigen  Abschnitt  für  SxjSt,  SyjSt,  8xjSt  angewandt  haben; 
?/,  Vj  w  haben  also  weiterhin  nicht  mehr  die  frühere  Be- 
deutung von  Geschwindigkeitscomponenten,  sondern  sind 
die  Verrtickungscomponenten  an  der  Stelle  a:,  y,  x.  Zin- 
gleich  wird  jetzt  für  die  Deformationsgrössen  des  Be- 
reiches B  gelten: 


dx  ""  ^^'  d^  "  ^y'  J^  "  ^«' 

dv        die  __  duj    .    du  _^  ^**    i    ^^^   _ 

dx  "^  dy  "  ^^'       d^  "^  ä^  "  ^*'      dy  ■*"  dx'  ""  ^v' 


(127) 


Die   räumliche   Dilatation  ß-  des    Bereiches  B  ist  gegeben 
durch 
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seine  Drehungswinkel  um  die  Coortlinatenaxen  durch 

'-t(li-fe)  "-ii^-i^  '-iiH-HY  c^'") 

2.  Die  elastischen  Druckcomponenten  sind  lineare 
Functionen  der  Deformationsgrössen.  Diese  zweite  Annahme 
ist  ähnlich  hypothetisch,  wie  die  entsprechende  auf  S.  474,  da  die 
Deformationsgrössen  elastischer  Körper  in  der  Praxis  nicht  immer 
so  ausserordentlich  kleine  Zahlen  sind,  dass  die  unbekannte  Func- 
tion, welche  den  Zusammenhang  mit  Strenge  angiebt,  bis  zu  einer 
genügenden  Genauigkeit  durch  das  erste  Glied  der  Potenzentwicke- 
lung dargestellt  werden  kann.  Es  ist  also  eine  Prüfung  der  Be- 
rechtigung der  gemachten  Annahme  bei  den  Anwendungen  auf 
wirkliche  Verhältnisse  auch  hier  nicht  zu  unterlassen. 

Da  nach  unseren  Grundannahmen  die  elastischen  Reactionskräfte 
nur  dann,  aber  dann  auch  stets  verschwinden  sollen,  wenn  alle  De- 
formationen verschwinden,  so  können  Glieder,  welche  die  Differen- 
tialquotienten der  Deformationsgrössen  nach  der  Zeit  enthalten, 
nicht  vorkommen,  eine  Abhängigkeit  von  den  Geschwindig- 
keiten ist  unmöglich,  auch  darf  ein  von  den  Deformationen 
unabhängiges  Glied  nicht  auftreten. 

Der  allgemeinste  Ansatz  für  die  elastischen  Druckcomponenten 
ist  also,  wenn  c^^  constante  Parameter  bezeichnen: 

—  X^  =  o,,x^  +  c„«/y  +  c,,x^  +  c,,y^  +  c,,«^  +  c.^Xy,  (127'") 

—  F  =  e^,x^  +  c^y^  +  c,^z^  +  r.,^y^  +  (i,,z^  +  c^x^  u.  s.  f. 

Beschränken  wir  uns  aber  auf  Körper,  in  denen  alle  Richtungen 
physikalisch  gleichwerthig  sind,  also  sogenannte  isotrope  Medien, 
z.  B.  homogene  unkrystallinische  feste  oder  flüssige  Körper,  so  lässt 
sich  nach  dem  S.  476  und  477  in  gleichem  Falle  angewandten  Ver- 
fahren eine  grosse  Vereinfachung  erzielen,  und  wir  können  das 
dortige  Resultat  mit  anderen  Constanten  ohne  Weiteres  auf  unser 
Problem  übertragen  und  setzen: 

~J^^  =  ca:^  +cy^+cz^, 

-Yy  =  ox^  +  cy^  +  c'x^,  (128) 

-  ^,  =^ox^  +  c'y^+cx^, 

-  ^,  =  i(^  -  ^')yz>       -  ^x  =  W  -  O^x'       "" ^y  =  H«  -  O^y- 

Die  beiden  Coefficienten  c  und  e  sind  der  Substanz  des  be- 
trachteten Körpers  individuell  und  heissen  seine  Elasticitätscon- 
stanten;  sie  sind  für  feste  Körper  theoretisch  weder  unter  einander 
noch  mit  anderen  physikalischen  Constanten   des  Mediums  in  Zu- 
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sammenhang  zu  bringen  und  nur  durch  directe  Beobachtungen  zu 
bestimmen. 

Für  Flüssigkeiten,  in  denen  nach  den  Resultaten  der  früheren 
Abschnitte  im  Gleichgewichtszustande  tangentiale  Druckkräfte  nicht 
bestehen  können,  muss  c  =  c  sein  und  demgemäss  statt  (128)  folgen- 
des System  gelten: 

X  y  M  >  Q28) 

-  F  =--Z  =-X  =0. 

z  X  y 

Während  bei  homogenen  festen  und  tropfbar  flüssigen  Körpern 
der  Anfangszustand  so  gewählt  werden  kann,  dass  in  ihm  elastische 
Kräfte  überhaupt  nicht  wirken  —  was  eintritt,  wenn  die  Körper 
äusseren  Einwirkungen  überhaupt  nicht  unterliegen  —  ist  dies  bei 
Gasen  nicht  angängig,  da  diese  unter  solchen  Umständen  sich  über 
einen  unendlichen  Raum  ausdehnen.  Hier  stellen  also  die  in  (128') 
enthaltenen  Werthe  der  Druckcomponenten  X^,  .  .  .  A'  niemals  die 
gesammten  Drucke  dar,  sondern  es  ist: 

wobei  Po  den  Druck  in  dem  Zustande  bezeichnet,  von  dem 
aus  die  Deformation  gerechnet  ist. 

Die  Constante  g  lässt  sich  in  diesem  Falle  bestimmen.  Handelt 
es  sich  um  eine  Deformation  bei  constanter  Temperatur,  so  ist  nach 
(39")  jö/c,  und  daher  auch  pk  —  unter  k  das  Volumen  eines  Massen- 
elementes verstanden  —  constant. 

Hieraus  folgt,  wenn  Sp  die  Aenderung  von  p  bezeichnet,  die 
einer  Aenderung  Ök  von  k  entspricht: 

^  =  —     =  i?-     oder     8  p  =  pß'. 

Nun  ist  p  mit  dem  obigen  p^  und  p  +  Sp  mit  A'^,  1^,  7,^  identisch; 
es  folgt  sonach  durch  Vergleichung  für  Gase  o  =  p^  und 

'\  =  5'y  =  -z.=;'o(H-'9), 
i'.  =  ^«  =  ^\=0- 

Für  Deformationen,  die  ohne  Wärmeaustausch  verlaufen,  also 
z.  B.  für  schnelle  Schwingungen,  ist  —  falls  x  eine  dem  Gas  indi- 
viduelle Constante  (das  Verhältniss  seiner  specifischen  Wärmen  bei 
constantem  Druck  und  constantem  Volumen)  bezeichnet  —  nach  (89'") 
p\^,  und  daher  auch  ^^A:**  constant;  also  gilt: 

^^  =  ^ ,     =  x7/     oder     Sp  =  xpd-. 
P  k 
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und  hieraus  folgt: 

Y  =  r  =  7  =  «  n  j-  V  i*'» 

(128'") 


X,=  Y^=Z,=p{l  +  xd-), 


y.  =  2.  =  ^,  =  o. 

Wir  ziehen  die  Gase  weiterhin  nur  bei  einzelnen  speciellen  Pro- 
blemen in  Betracht. 

Die  Dimension  einer  Elasticitätsconstanten  ist  die  einer  Druck- 
kraft, also  gilt: 

[c]  =  [c']  =  [m  r  1  r*].  —  (128"") 

Mit  den  Beziehungen  (128)  sind  die  allgemeinen  Bewegungs- 
gleichungen (25)  aus  §  3ü  zu  verbinden.  Dabei  wollen  wir  ebenso, 
wie  in  den  Definitionen  der  Deformationsgrössen,  x,  y,  ^  consequent 
in  der  Bedeutung  der  Coordinaten  der  Anfangslage  des  Volumen- 
elementes weiterführen,  auf  welches  sich  die  Formeln  beziehen.  In 
den  Beschleunigungen  (Px/df,  (Pyjdf,  (Tzjdf  haben  sie  aber  die  Be- 
deutung der  Coordinaten  der  verschobenen  Lage.  Wir  werden  in 
ihnen  also  an  Stelle  von  x,  y,  x  nunmehr  x  +  u,  y  +  v,  z  +  w  setzen 
und  berücksichtigen,  dass  hierin  die  x,  y,  z  sich  nicht  mit  der  Zeit 
ändern.  Demgemäss  erscheint  jetzt  d^xjdfj  d'y/df,  d^zjdf  mit 
d^uldt\  iPvIdf,  (TwjdC  vertauscht 

Diese  vollständigen  DiflFerentialquotienten  sind  nun  weiter,  da 
wir  u,  <;,  w  als  Functionen  von  x,  y,  x  und  t  ansehen,  in  ihre  Theile 
zu  zerlegen  gemäss  dem  Schema: 

d'v        d^yp        d^yp   du        d^yp  dv 

flÜ^  "^  ä7«  "^  d^^  dt  "^  düJi  ä7  "^  •  •  •  • ' 

da  aber  u,  v,  w  und  ihre  Differentialquotienten  als  sehr  kleine  Grössen 
angesehen  werden,  so  können  wir  die  Glieder,  welche  in  Bezug  auf 
sie  zweiter  Ordnung  sind,  neben  denen  erster  vernachlässigen  und 
also  einfach  d^ujdt*  mit  d*ujdC^  d*vjdt*  mit  d*vjdi^^  d^wjdt*  mit 
d*wjdt*  vertauschen. 

Die  Grundgleichungen,  von  denen  wir  bei  der  Behandlung 
elastischer  Körper  auszugehen  haben,  sind  hiernach  folgende.  Erstens 
die  Hauptgleichungen  (25),  für  einen  jeden  inneren  Punkt  geltend: 

.^•"_,v     Idx     ex     dx.\ 


€ 


dt'  ""^  \dx  "^   öy  "^   dx)' 


zweitens    die    Oberflächenbedingungen    (27)    für   die    Druck- 
kräfte an  der  Grenze  zweier  Körper  (ä)  und  {k): 

Ä  +  r^«^  =  0.      (U  +  (Ü  =  0,       (^A+(2A  =  0,     (129-) 

W.  VoieT,  Mechanik.    Zweite  Aufl.  32 
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welche  wir,  wenn  in  dem  einen  der  Grenzdruck  direct  gegeben  ist, 
nach  (27')  schreiben: 

\  +  X=0,         y^+r=0,       Z+Z=0;  (129") 

drittens  die  Grenzbedingungen  für  die  Verrückungen  in  der 
Grenze  zweier  Körper  {h)  und  (k),  in  der  Form  (18"): 

i^k  —  ^fe)  ^^^  (^?  ^)  +  (^Ä  —  ^it)  ^^^  i^>  y)  +  (^A  —  ^jfc)  ^^^  (^^  -)  =  0,       (130) 

falls  die  Körper  in  Berührung  sind,  aber  sich  an  einander  verschieben 
können,  oder  aber  nach  (18'"): 

falls  sie  fest  zusammenhängen;  viertens  die  Bestimmung  des  An- 
fangszustandes oder  die  Festsetzung  der  Werthe  der  Verrückungen 
und  der  Geschwindigkeiten  zu  einem  bestimmten  Zeitpunkt,  die  wir 
so  formuliren,  dass  für  <  =  0: 

gegeben  sein  soll,  unter  w**,  v"",  Tjfy  u\  v\  w  gegebene  stetige  Func- 
tionen der  Coordinaten  verstanden. 

Diese  vier  Systeme  von  Gleichungen  bestimmen  für  einen  freien 
elastischen  Körper  vollständig  die  Venückungen  als  Functionen  des 
Ortes  und  der  Zeit,  wobei  allerdings  zu  bemerken  ist,  dass  die 
wirkenden  Kräfte  so  gegeben  sein  müssen,  dass  die  Verrückungen 
w,  v,  w  unendlich  klein  bleiben.    . 

Ist  der  Körper  nicht  frei,  so  kommt  zu  den  obigen  noch  ein 
fünftes  System  von  Gleichungen,  welches  man  passend  dasjenige  der 
Befestigungsbedingungen  nennen  kann,  und  welches,  je  nach 
den  Umständen,  in  verschiedener  Weise  zu  formuliren  ist 

Meistens  wird  man  einen  Punkt  p^^  in  den  man  ohne  Beschrän- 
kung der  Allgemeinheit  den  Coordinatenanfang  legen  kann,  absolut 
festhalten,  also 

w  =  0,     t;  =  0,     w=^0     für     a;  =  0,     t/ =  0,     x  =^  0        (131) 

machen  können;  mit  einem  zweiten  p^  oder  dritten  /?,  wäre  aber 
dasselbe  im  Allgemeinen  nicht  möglich,  da  ihre  Abstände  vom  ersten, 
wie  auch  die  Winkel  zwischen  ihren  Verbindungslinien  sich  in  Folge 
der  Deformation  ändern  können. 

Aber  man  kann  die  Richtung  der  Verbindungslinie  von  p^  und 
jo,  unverändert  erhalten,  d.  h.,  wenn  man  sie  etwa  zur  Z-Axe  wählt, 
auch 

w  =  0,     z;  =  0     für     a;  =  0,     y  =  0,     «  =  «.,  (131') 

setzen. 


§  43.    Die  GleichgewichtsbedingaDgen  elastischer  Körper.  499 

Für  einen  dritten  Punkt  jo,  kann  man  dann  nur  noch  fordern, 
dass  er  in  einer  festen  Ebene  durch  die  feste  Richtung  pjj^  bleiben 
soll,  während  seine  Verschiebung  in  derselben  beliebig  ist  Wählt 
man  diese  Ebene  zur  FZ- Ebene,  so  muss  noch 

w  =  0     für     a;  =  0,     «/  =  t/.,     x  =  z,  (131") 

sein. 

Ein  besonders  wichtiger  Fall  ist  der,  dass  die  Punkte  /?,  und  jo, 
unendlich  nahe  bei  p^  liegen;  die  vorstehenden  Bedingungen  werden 
dann  in  Rücksicht  auf  die  Beziehungen  (1),  welche  für  die  Verschie- 
bungen unendlich  naher  Punkte  gelten,  die  Form  annehmen,  dass 
fiiric  =  0,  y  =  0,  ^  =  0  gelten  muss: 

,    w  =  0,     v  =  0,     m;  =  0,      I**  =  0,       f  -  =0,       ^-  =  0.       (132) 

Man  kann  sie  dahin  deuten,  dass  der  Coordinatenanfangspunkt 
an  seinem  Ort,  das  erste  Element  der  Z-Axe  in  seiner  Richtung, 
das  erste  Element  der  YZ- Ebene  in  seiner  Ebene  festgehalten  wird. 

Eine  andere  wichtige  Art  der  Befestigung  ist  die,  dass  der  Co- 
ordinatenanfang  an  seiner  Stelle  verharrt  und  das  ihm  benachbarte 
Volumenelement  keinerlei  Drehung  um  irgend  eine  Axe  erfährt. 
Nach  (3")  sind  die  Bedingungen  dann,  dass  für  a:  =  0,  ^  =  0,  r  =  0  gilt: 

..       n  A  f.      dto       dv        du       du>       dv        du  /i  qo'\ 

'  '  öy       ax       dx       ox'     ax       ay  ^        ' 

Wir  wenden  uns  nunmehr  specieller  zur  Behandlung  des 
Gleichgewichtes  eines  homogenen  isotropen  Körpers. 

Die  hier,  bei  nur  einem  Körper,  für  die  Kräfte  in  Betracht  kom- 
menden Gleichungen  sind  folgende.     Für  jeden  inneren  Punkt  gilt: 

^^^  dx'^  dy  "^  dx' 

6F=y:'  +  -^/^  +  y-,  (133) 

005         dy         dx  ' 

^  dx'^   dy  '^  dx  ' 

Tür  jedes  Oberüächenelement: 

X,  +  Ä^=0,        F,+  F=0,       Z-fZ=0,  (133') 

worin  n  die  äussere  Normale  bezeichnet.     Hierzu  nehmen  wir  nach 

(24)  die  Beziehungen: 

X^  =  X^  cos  {n,x)  +  X^  cos  (»,  y)  +  X^  cos  (w, «), 

Y  =  y  cos(w,a:)  +  r  cos(«,2/)  +  7^ cos  («,;),  (133") 

Z   ^  7j  cos  (n,  x)  -f  7j  cos  (n,  y)  +  Z^  cos  (w,  z), 

und  für  die  A'^  .  .  .  die  sie  definirenden  Gleicliungen  (128). 

32* 
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Die  Gleichungen  für  Zwischengrenzen  und  die  Anfangsbedingungen 
kommen  hier  in  Wegfall;  doch  wird  man  die  Bedingungen  der  Be- 
festigung —  am  bequemsten  in  der  Form  (132')  —  behufis  Ver- 
bindung des  Coordinatensystemes  mit  dem  Körper  selbst  dann  be- 
nutzen, wenn  eine  eigentliche  Befestigung  des  Körpers  nicht  vor- 
geschrieben ist.  — 

Bei  der  Behandlung  der  vorstehenden  Formeln  wenden  wir 
ein  Verfahren  an,  das  dem  in  den  übrigen  Abschnitten  dieses  Theiles 
benutzten  entspricht  Um  die  Schwierigkeit  zu  vermeiden,  welche 
die  Erfüllung  der  Grenzbedingungen  bietet,  sehen  wir  zunächst  von 
diesen  ganz  ab,  betrachten  also  gewissermaassen  einen  unendlichen 
Körper.  Für  diesen  nehmen  wir  willkürlich  Werthe  der  Verrückungen 
u,  V,  w  an,  bestimmen  die  ihnen  entsprechenden  Deformationen  x^  y  . . . . 
nach  (127),  die  Moleculardrucke  X^,  Y .  .  .  .  nach  (128)  und  setzen 
dieselben  in  die  Hauptgleichungen  (133)  ein;  dadurch  finden  sich 
diejenigen  Werthe  der  äusseren  Kräfte  Z,  Y,  Z,  welche  die  ange- 
nommenen Deformationsgrössen  bewirken  können.  Hierauf  suchen 
wir  den  Körper  passend  zu  begrenzen,  zumeist  so,  dass  er  längs 
eines  Stückes  seiner  Oberfläche  einen  constanten  äusseren  Druck, 
z.  B.  den  Druck  Null,  erfährt,  weil  dies  praktisch  am  ersten  realisir- 
bar  ist. 

Die  für  u,  v,  w  einzuführenden  Functionen  der  Goordinaten 
müssen  im  ganzen  Körper  eindeutig  und  stetig  sein;  Stellen,  in 
welchen  eine  oder  alle  unendlich  werden,  müssen  durch  eine  Be- 
grenzung des  Körpers  aus  ihm  ausgeschieden  werden. 

Sind  in  dieser  Weise  mehrere  Lösungen  t/^,  v^,  Wj^  der  DifiFe- 
rentialgleichungen  erhalten,  so  lassen  sich  aus  ihnen  neue  bilden, 
indem  man  sie  mit  willkürlichen  Constanten  multiplicirt  und  zu- 
sammenaddirt,  also  setzt: 

Da  die  Gleichungen  sämmtlich  in  w,  t',  w,  X,  Y,  Z,  X,  Y,  Z  linear 
homogen  sind,  so  entsprechen  die  combinirten  Lösungen  äusseren 
Kräften  und  Oberftächendrucken,  welche  in  demselben  Zusammen- 
hang mit  denjenigen  stehen,  die  den  einzelnen  Lösungen  zugehören, 
wie  w,  V,  w  mit  den  w^,  v^  w^. 

Indessen  ist  hervorzuheben,  dass  die  dargelegte  Methode,  die 
sich  in  der  Hydrodynamik  so  fruchtbar  erwiesen  hat,  in  der  Eilasti- 
citätslehre  erheblich  weniger  leistet.  Der  Grund  ist  leicht  einzu- 
sehen. 

In  der  Hydrodynamik  gaben  die  begrenzenden  festen  Wände 
direct   ein    Gesetz   für   die  Bewegung  und  konnten  umgekehrt  aus 
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gegebener  Bewegung  direct  erschlossen  werden;  der  Drucke  den  sie 
erfahren,  blieb  zumeist  ganz  ausser  Betracht. 

Starre  Wände,  welche  die  Deformation  eines  elastischen  Körpers 
in  ähnlicher  Weise  leiten  und  umgekehrt  aus  seiner  Deformation 
erschlossen  werden  könnten,  giebt  es  aber  nicht,  denn  unsere  Be- 
trachtungen betreflfen  zumeist  die  Veränderungen  eben  derjenigen 
Körper,  welche  den  starren  von  allen  am  nächsten  kommen  und 
welche  strömenden  Flüssigkeiten  gegenüber  auch  als  starr  angesehen 
werden  konnten. 

Demzufolge  haben  wir  in  Wirklichkeit  bei  den  elastischen  Kör- 
pern fast  ausschliesslich  die  Kräfte  in  den  Grenzen  als  gegeben 
anzusehen,  und  diese  hängen  mit  den  Deformationen  in  so  compli- 
cirter  Weise  zusammen,  dass  es  sehr  schwierig  ist,  zu  übersehen, 
ob  irgend  ein  Verrückungssystem  in  einer  praktisch  möglichen  Weise 
hervorzubringen  ist. 

In  der  That  ist  deshalb  in  einigen  Gebieten  der  Elasticitäts- 
lehre  zur  Durchführung  specieller  Probleme  erfolgreich  ein  Weg 
eingeschlagen  worden^  der  dem  unserigen  in  mancher  Hinsicht  ge- 
rade entgegengesetzt  ist;  es  sind  nämlich  zunächst  Gesetze  für  die 
elastischen  Kräfte  willkürlich  angenommen,  welche  in  einfacher 
Weise  gegebenen  Grenzbedingungen  entsprechen,  und  aus  diesem 
sind  darnach  die  Gesetze  der  Verrückungen  abgeleitet 

Wir  wollen  uns  hier  auf  den  schon  angedeuteten  Weg  be- 
schränken, weil  er  interessante  Beziehungen  zwischen  Erscheinungen 
der  Hydrodynamik  und  der  Elasticität  ergiebt  und  fast  nur  die- 
jenigen Hülfsmittel  benutzt,  welche  wir  in  den  früheren  Abschnitten 
kennen  gelernt  haben,  dabei  aber  doch  zur  Lösung  mehrerer  auch 
{Praktisch  wichtiger  Probleme  führt.  — 

üeber  die  Veranschaulichung  der  zu  bildenden  Lösungen 
flir  u,  V,  w  mag  hier  allgemein  Folgendes  gesagt  werden. 

Da  durch  die  Deformation  die  Coordinaten  x,  y,  z  eines  Punktes 
des  Körpers  in  x^  =^  x  +  u,  y^  =  y  +  v,  z,  ^  z  +  w  übergehen  (wobei 
u,  V,  w  Functionen  von  a;,  y,  z  sind),  so  geht  eine  Oberfläche  von 
der  Gleichung  F{x,y,z)  =  0  in  eine  andere  über,  deren  Gleichung 
man  erhält,  wenn  man  aus  den  Formeln  für  a;,,  y,,  z,  die  Werthe 
der  Coordinaten  a;,  y,  z  als  Functionen  von  a:,,  y^,  z^  bestimmt  und 
in  F{x^yjz)  =  0  einsetzt. 

Diese  Bestimmung  wird  wegen  der  Kleinheit  von  w,  v,  w  einfach 
dadurch  ausgeführt,  dass  man  in  letzteren  Grössen  x,  t/,  z  mit  a;,,  y,,  z^ 
vertauscht,  was  durch  die  Bezeichnung  u  [x^ ,  y, ,  z,)  =  w„  v  {x, ,  y, ,  z^  =  «?„ 
m;(x,,  y,,  «j)  =  «7,  angedeutet  sein  mag,  also  schreibt: 

x^x^  —  u^j      y  =  yi  —  v„      z^z.  —  w,', 
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die  Gleichung  der  deformirten  Oberfläche  wird  hiemach 

In  dem  speciellen  Fall,  dass  die  Oberfläche  ursprünglich  eine 
zu  einer  Coordinatenebene  parallele  Ebene  war,  wird  man  natürlich 
die  Vertauschung  von  x,  y,  x  mit  a;,,  y,,  «,  nur  bei  den  variabeln 
Coordinaten  ausführen.  Die  Gleichung  der  Fläche,  die  aus  der 
Ebene  x  =^  Ä  entsteht,  wird  man  daher  schreiben  x^  —  u[A,y^y  x^  =  A^ 
also  in  u  für  x  den  constanten  Werth  A  beibehalten. 

In  derselben  Weise  wie  die  Deformation  einer  Fläche  bestimmt 
sich  diejenige  einer  Curve  von  den  Gleichungen  F^  [xj  y^x)  =  0  und 
F^  {x,  y,  x)  =  0.  So  wird  z.  B.  die  der  Z-Axe  parallele  Gerade  x  =A, 
y  =  B  durch  die  Deformation  übergeführt  in  die  Curve  von  den 
Gleichungen 

x,  —  w  {A,  B,  Xi)  ==  A,         yi  —  V  (A,  B,  z^  =  B, 

§  44.     Mechanik  elastischer  Körper.     Oleichgewioht  bei  Potential- 
deformationen; homogene  Deformation;  allgemeinere  Fälle. 

In  der  Hydrodynamik  haben  wir  zwei  Arten  von  Bewegungen 
unterschieden,  Potentialbewegung  und  Wirbelbewegung,  und 
haben  bemerkt,  dass  aus  diesen  die  allgemeinste  sich  zusammensetzen 
lässt;  da  die  Verrückungscomponenten  u,  v,  w  in  der  Elasticitäts- 
lehre  in  vieler  Hinsicht  den  Q^schwindigkeitscomponenten  in  der 
Hydrodynamik  parallel  gehen,  so  liegt  es  nahe,  jetzt  die  analoge 
Unterscheidung  einzuführen. 

Wir  nennen  eine  Deformation  eine  Potentialdeformation, 
wenn  sich  die  Verrückungscomponenten  w,  v,  w  darstellen 
lassen  als  die  partiellen  Differentialquotienten  einer  und 
derselben  Function  q)  der  Coordinaten,  welche  das  Defor- 
mationspotential heissen  mag,  d.  h.  wenn  die  Beziehungen 
gelten: 

üeber  die  geometrischen  Eägenschaften  dieses  Verrückungs- 
systemes  gelten  nach  S.  136  folgende  Sätze: 

Construirt  man  das  System  der  Oberflächen 

9)=  C 

für  um  constante  Incremente  SC  wachsende  Werthe  der 
Constanten,  so  ist  für  jede  Stelle  des  Raumes  die  Richtung 
der  Verrückung  gegeben  durch  die  Normale  auf  der  Poten- 
tialfläche, welche  durch  jene  Stelle  geht,  positiv  gerechnet 
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von  kleinen  zu  grossen  Potentialwerthen;  ihre  Grösse  ist 
indirect  proportional  mit  dem  Abstand  zweier  Nachbar- 
flächen an  jener  Stelle. 

Aus    den    Bedingungen  für   die    Existenz    eines    Deformations- 
potentiales 

dv   dw  die   du  du   dv 

dx   ""  dy  '  öx  "~  ö»  '     dy  ^  dx 

ergiebt  sich  weiter  in  Verbindung  mit  der  Definition  der  Drehungs- 
oder Drillungswinkel  an  der  Stelle  x,  t/,  x 

das  Resultat,  dass  Deformationspotential  und  Drillung  sich 
gegenseitig  ausschliessen. 

Aus  den  Werthen  der  w,  y,  w  ergeben   sich   die   Deforma- 
tionen gemäss  den  Formeln: 


(134") 


dydx'        *  dxdx^        v  dxdy 

zugleich  folgt  die  räumliche  Dilatation: 

Erfüllt  das  Deformationspotential  die  Beziehung 

J(p  =  0, 

80  ist  hiernach  die  Deformation  von  einer  räumlichen  Dila- 
tation nicht  begleitet 

Die  Anwendung  der  Betrachtungen  auf  S.  42 1  ergiebt  den  wei- 
teren Satz: 

Die  Hauptdilatationsaxen  und,  falls  das  Medium  iso- 
trop ist,  die  mit  ihnen  parallelen  Hauptdruckaxen  liegen 
für  jeden  Punkt  den  Hauptaxen  derjenigen  Fläche  zweiten 
Grades  parallel,  mit  welcher  innerhalb  des  dem  Punkt  zu- 
gehörigen Bereiches  B  die  Oberfläche  q)  =  C  zusammen- 
fällt In  dem  speciellen  Falle,  dass  das  Deformationspotential  eine 
Function  zweiten  Grades  ist,  tritt  natürlich  die  Potentialfläche  selbst 
an  die  Stelle  jener  Hülfsfläche. 

Setzen  wir  die  in  (134")  angegebenen  Werthe  x^,  "-^y  in  die 
Ausdrücke  (128)  für  die  Druckcomponenten  in  isotropen  Medien 
ein,  so  lauten  dieselben: 
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-Y^  =  {o-c')^,+cJq>,  (135) 

-  Z,  =  {e-c)j^  +  c'/l<f^, 

«      ^  '  dydx  '  X      \  I  dxdx  '  y      ^  '  oxay 

und  die  Hauptgleichungen  (133)  werden  unter  Benutzung  hiervon: 

d  Aw  d&  A  xr  b  Aw  d&  a 

o  X  ox  €f  y  oy 

„  dA<p  d&  .  (135') 

Hierin  liegen  folgende  wichtige  Sätze: 

Existirt  ein  Deformationspotential  (f,  so  müssen  die 
wirkenden  Kräfte  nothwendig  ein  Kraftpotential  0  haben, 
dessen  Werth  sich  bis  auf  eine  additive  Constante  be- 
stimmt durch 

(b  =  ^A(p^-&.  (135") 

Potentialdeformationen  mit  constanter  oder  verschwin- 
dender cubischer  Dilatation  können  nur  eintreten,  wenn 
keine  äusseren  Kräfte  wirken. 

umgekehrt  erfordert  das  Fehlen  äusserer  Kräfte,  dass 
das  Deformationspotential  der  Gleichung  J  9)  =  Const 
genügt.  — 

Der  Druck  P^  gegen  ein  beliebig  gelegenes  Flächen- 
element hat  nach  (133")  und  (135)  die  Componenten: 

-A^=(c-c')J^cos(w,x)+  ^^cos(n,2/)+  g||^cos(n,«)j+c'J9C08(n,x), 

öV^*'^^("''^^+  0^^^*^"'^^+  0^^^^^^^))+'' ^V^^^^^hy),  (135' 

-Z„={fi-c')  (g^^  C08(n,a;)+  ^^  C08(n,y)+  ^.  C08(n,«)j +c'J9PC08(n,4 

Gehört  da8  Flächenelement  eiuer  Potentialfläche  an,  va8  wir  durch 
die  yertau8chung  der  Normalen  n  mit  v  andeuten  wollen,  80  ist: 

CO8  (»,  x)  =  |j/0{9'),      cos  {v,  y)  =  1^/0(9^),     cos  (f, «)  =  ||  /©(y) , 
worin  wie  S.  92 


«•w  -  rr:)'+  Gir+ m-  m-^ 
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es  gilt  demgemäss: 

-  :^  =  (C  -  cf-^  +  o'Atp  C08(l/,  T), 

-  r,  =  (c  -  cO  ^^  +  c'  J9)  cos  (f.,  y),  (136) 

-  Z,  =  (c  -  c)^-^  +  cJ(pcos(v,  z). 

In  dem  speciellen  Fall,  dass  J^  =  0  ist,  stehen  also  die  Drucke 
gegen  die  Potentialflächen  an  jeder  Stelle  normal  zu  der  durch  sie 
biodurchgehenden  Fläche  &{<p)  =  Const.  und  haben  die   Resultante 

P,  =  (c-c')0i^0((jp)). 

Allgemein  erhält  man  die  Gomponente  N^  normal  zur  Fläche 
jp  =  Const.,  wenn  man  die  Formeln  (136)  mit  den  Factoren 

cos(i/,  x)  =  ^,     cos(v,  y)  =  ^,     co8(v,  *)  =  ^ 

^U.sammenfa8st;  es  folgt  dann  nämlich: 

-  K=^[o^o')^-^  +  cAff^{o  -  c)^  +  c'Atf.         (136') 

-^  ähnlich  liefern  die  Factoren 

/        \        dx  ,       V        dy  f       V        dx 

cos(<r,  a;)  =  ^,     cos (rr,  2/)  =  ^ »      co8(rr,  «)  =  ^ 

*^^  Gomponente  Sy  nach  der  Richtung  einer  beliebigen  Tangente  a 
der  Potentialfläche;  es  wird 

-8,^(0-0')'-^  =  [0-0')^^.  (136") 

Die  Resultirende  Py  steht  normal  zu  der  Potentialfläche,  wenn 
^  für  jede   Richtung  rr   verschwindet,   also  in    der  Potentialfläche 
^^«ben  (p  auch  Q{(p)  =  dfpjdv  constant  ist 

Diese  Resultate  kommen  in  Betracht,  wenn  es  sich  darum  handelt, 
viei  gegebenem  Deformationspotential  in  dem  unendlichen  elastischen 
Körper  eine  Oberfläche  zu  bestimmen,  welche  die  Begrenzung  eines 
Theiles  desselben  bilden  kann. 

Man  kann  den  Satz  aussprechen: 

Eine  Fläche,  in  welcher  das  Deformationspotential  (p 
constant  ist,  kann  bei  Einwirkung  äusserer  Druckkräfte, 
welche  normal  gegen  sie  wirken,  eine  Oberfläche  des  elasti- 
schen Körpers  bilden,  falls  in  ihr  zugleich  dfpfdv  constant 
ist  Die  äusseren  Druckkräfte  erhalten  dabei  constante 
Werthe,  wenn  gleichzeitig  in  ihr  auch 

-^;=(c-o')^  +  c'Jqr)  (136'") 

constant  ist 
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Was  die  Bedingungen  der  Befestigung  anbetriflft,  so  be- 
schränken sich  dieselben  im  Falle  einer  Potentialdeformation  darauf, 
dass  für  einen  beliebigen  Punkt,  z.  B.  den  Coordinatenanfang,  w,  v,  w 
verschwinden  müssen;  denn  da  die  Rotation  irgend  eines  Volumen- 
elementes durch  die  Annahme  eines  Deformationspotentiales  bereits 
ausgeschlossen  ist,  so  sind  die  letzten  drei  Bedingungen  (132')  nicht 
nur  für  einen  Punkt,  sondern  allgemein  erfüllt. 

1.  Der  denkbar  einfachste  Fall  einer  Potentialdefor- 
mation ist  der,  dass  die  Deformation  homogen  ist,  d.  h. 
dass  die  Deformationsgrössen  x^, .  .  .  Constante  sind,  woraus  für 
das  Deformationspotential  eine  Function  zweiten  Grades  folgt  Dieser 
Fall  hat  nicht  nur  an  sich  der  praktischen  Beziehungen  halber  ein 
grosses  Interesse,  sondern  der  betreffende  Ansatz  ist  auch  in  der 
Combination  mit  anderen  Potentialen  von  Nutzen. 

Wir  machen,  um  gemäss  den  drei  ersten  Bedingungen  (l  32')  u,v,u; 
im  Coordinatenanfang  verschwinden  zu  lassen,  für  das  Potential 
der  homogenen  Deformation  den  Ansatz 

2(p  =  m^x*  +  w,y'  +  w,«*  +  2{n^yx  +  n^zx  +  n,a;y),       (137) 
haben  also: 


(1370 


u  =  m,x  +  n,«/  +  n^Zf       v  =  n^x  +  m^y  +  n^Zy 

w  =  n^x  +  n^y  +  m,«; 

^x  =  ^M    Vy  =  w«»    ««  =  w..   Vz  =  2n,,    z^  =  2«,,    x,j  =  2n„ 

i^-  =  m,  +  w*  +  m,. 

Wegen  der  in  x,  y,  z  linearen  Werthe  von  u,  v,  w  ist  bei  der 
homogenen  Deformation  das  S.  347  definirte  Bereich  B  über  den 
ganzen  Körper  zu  erstrecken  und  alle  die  für  letzteres  in  §  29  abge- 
leiteten  Sätze  gelten  für  seine  ganze  Ausdehnung.  Demgemäss  bleiben 
im  ganzen  Körper  Ebenen  eben,  Gerade  gerade,  parallele  Ebenen 
und  Gerade  parallel,  Kugelflächen  werden  zu  Ellipsoiden  u.  s.  f. 

Die  Druckkräfte  in  dem  homogen  deformirten  Körper  werden 
constant,  nämlich: 

-  X^  =.  (c  -  o')m,  +  0»  =^M,, 

-  F  =(c-c')m. +  c'd'=i£.,  (137") 

-  Z,  =  (c  -  c')m.  +  e'&  =  M,, 

^Y^^{o^o')n,^N,,       ^Z^={c-^c')n,^K,        -Xy=(6-c')n.=iV;, 

worin  die  if^  und  iV^  Abkürzungen  sind,  die  wir  auch  weiterhin  be- 
nutzen wollen. 

Sind  die  if^  und  Nj^  bekannt,  so  folgen  aus  ihnen  die  w^  und 
n^  nach  den  Formeln: 
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w.  = 


771^  = 


(ü  +  c'U/,  -  c^M,  +  Af.) 
(c  -  c')(c  +  2  c') 

(c  +  </)  Jt/,  -  c'(if,  +  Af,) 
(c  -  e'){e  +  2(?') 


(137'") 


iNT,  N,  N, 

C  —  C  0  —  C  0  —  c 

Die  äusseren  Kräfte  finden  sich  nach  (135')  gleich  Null;  homo- 
gene Deformationen  sind  also  nur  durch  Oberflächen- 
drucke hervorzubringen. 

a)  Gemäss  den  Formeln  (133')  steht  der  elastische  Druck  gegen 
jedes  Flächenelement  normal  und  hat  eine  von  dessen  Orientirung 
unabhängige  Grösse,  wenn  A'^,  Y ,  Z^  unter  einander  gleich  und 
y^,  Z^,  X^  gleich  Null  sind,  d.  h.  wenn  gilt: 

if.  =  jf;  =  jtf,  =  M,     jv;  =  0,    .V.  =  0,    iv,  =  o. 

In  diesem  Fall  kann  man  den  Körper  durch  jede  beliebige  Ober- 
fläche begrenzen,  wenn  man  auf  dieselbe  einen  constanten  Normal- 
druck p  ausübt.  Da  ein  solcher  Druck  der  äusseren  Normalen  n 
entgegenwirkt,  ist  nach  den  Gleichungen  (133') 

—  X^  =X  =  '-pcos{nj  x)j         —  ^n=  i^=  — ;>cos(n,  y), 

—  Z^  =  Z  =  —  p  cos  (n,  z)f 
und  es  folgt  daraus: 

if  =  -;?. 

Setzen  wir  dies  in  die  Formeln  (137)  bis  (137'")  ein,  so  er- 
halten wir  den  Satz: 

Das  Deformationspotential  eines  unter  dem  allseitig 
gleichen  Druck  p  stehenden  homogenen,  isotropen  Kör- 
pers ist: 

y=|mr  = 2(c  +  2.0       '  ^^^^^ 

seine  Verrückungen  haben  die  Werthe: 

^  =  ".^27'     ^  =  "7:i^7'    "'  =  -c-4.2'?'       (^^^^ 

seine  Deformationen  sind: 

^«  =  y,  =  ^.  =  -,-^,    y.  =  o,   *,  =  (),  x,  =  o,     (138") 

seine  cubische  Dilatation  ist: 

•^  =  -+-2?-  (138-'') 
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Die  Dilatations-  und  Druckellipsoide  sind  hier  nach  S.  356 
und  376  Kugeln.  — 

Zu  diesen  Resultaten  machen  wir  eine  allgemeine  Bemerkung. 

Nach  unserer  Grundannahme  über  die  elastischen  Drucke  und 
nach  den  Fundamentalgleichungen,  welche  diese  mit  den  äusseren 
und  Oberflächendruckkräften  verbinden,  werden  wir  bei  allen  elasti- 
schen Problemen  lineare  Beziehungen  zwischen  den  ausgeübten 
Kräften  K^^  und  den  Deformationen  ^^  erhalten,  also  Gleichungen 
von  der  Form 

h 
in  welchen  die  Ä^^^^  nur  von  der  Gestalt  des  Körpers,  auf  welchen 
die  Kj^  wirken,  und  von  seinen  Elasticitätsconstanten  c  und  c  ab- 
hängen. Meistens  nehmen  dabei  die  Ä^^^  specieller  eine  Form  an,  be- 
stehend aus  einem  Factor  C^j^,  der  nur  von  den  Elasticitäts- 
constanten, und  einem  anderen  jB^^,  der  nur  von  der  Gestalt 
des  Körpers  abhängt,  so  dass  also  gilt: 

h 

Die  hier  auftretenden  Aggregate  G^^^  nennen  vrir  die  Moduln 
der  betreffenden  Deformation,  ihre  Reciproken,  die  um  so 
grösser  sind,  je  geringer  der  Eflfect  der  Kraft  ist,  die  Deforma- 
tionswiderstände der  Substanz  des  Körpers. 

Ein  sehr  einfacher  Fall  der  besprochenen  Art,  in  welchem  die 
B^j^  =  1  sind,  ist  der  obige.  Da  negative  Dilatationen  als  Com- 
pressionen  aufgefasst  werden  können,  so  wird  man  die  Grösse 
l/(c4-2o')  den  Modul  der  linearen  Compression,  '6l{p  +  2c) 
den  Modul  der  cubischen  Compression  bei  allseitig  gleichem 
Druck  nennen;  ihre  Reciproken  sind  die  bezüglichen  Compres- 
sions  widerstände. 

Für  Flüssigkeiten  wird  wegen  c  =  c   gelten: 

^«  ^  ^y  ~  *«  ~  ""  8c'  "ö"' 

ihre  einzige  EHasticitätsconstante  c  ist  also  direct  als  ihr  Gom- 
pressionswiderstand  definirt 

Wir  wollen  weiterhin  allgemein  den  Modul    der   cubischeD 
Compression  bei  allseitig  gleichem  Drucke 

=  K 


ö  +  2(j' 

setzen. 

Zur  experimentellen  Bestimmung  von  K  dient  das  Piezometer 
(Fig.  46),  ein  mit  einer  tropfbaren  Flüssigkeit  gefälltes  starkwandiges 
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Reservoir  R,  iDuerhalb  dessen  in  einem  Quecksilbei-napf  Q  das  eigent- 
licbe  Beobachtiingagefäss  0  in  Form  einer  grossen  Thermometerkagel 
mit  graduirtem  Messrohr  rr  nnd  das  geschlossene  Luftmanometer  M 
aufrecht  steht  Der  Druck  p,  welchen  man  mit  Hülfe  der  Schraube  S 
&iif  die  äussere  Flüssigkeit  ausüben  kann,  pflanzt  sich  durch  das 
Quecksilber  des  Napfes  Q  auf  den  Inhalt  des  GetUsses  O  und  die 
Luft  im  Manometer  fort;  die  Ablesung  des  Standes  des  Quecksilbers 
in  M  gestattet  die  Bestimmung  des  im  Inneren  herr- 
schenden Druckes  p,  diejenige  des  Standes  in  rr  die 
Bestimmung  der  Volumenänderung  des  Inhaltes  von  0. 
Zu  letzterem  Zwecke  hat  man  zu  überlegeii,  dass  der 
ganze  Raum,  welchen  0  darbietet,  gegeben  ist  durch 
das  Volumen  V  bis  zur  Nullmarke  auf  fr  weniger  dem  '\j^ 
Volnmen,  welches  von  dem  in  der  Röhre  ateheuden 
Quecksilber  eingenommen  wird,  also  weniger  Iq,  wenn 
l  die  Länge  der  Säule  vom  Nullpunkt  aus  und  q  den 
Querschnitt  der  Röhre  bezeichnet  Dieses  Volumen 
erleidet  nach  der  obigen  Formel  bei  dem  stattfindenden 
allseitig  gleichen  Druck  die  Verminderung  (F—I?);(K, 
wenn  K  den  Compressionsmodul  des  Gefässes  0  be- 
zeichnet; denn  da  jeder  Volumentheil  des  compri- 
mirten  Körpers  in  demselben  Verhaltnias  verkleinert 
wird,  gilt  Gleiches  auch  von  dem  Hohlraum. 

Das  Volumen  der  Flüssigkeit,  die  zunächst  das       Fig.  46. 
Gefäss   G    erfüllen   mag,    erleidet    die    Verminderung 
{V—lq)pKf,  wenn  K;-  den  Compressionsmodul  für  sie  bezeichnet   Die 
DifTerenz    beider   Volumenänderungen    oder   die    relative   Volumen- 
ändemng  ruft  die  Veränderung  des  Standes  im  Messrohr  um  die 
Länge  ^  hervor,  so  dass 

lq  =  {V-lq)p{Kf~K^) 

ist  Hierbei  kann  der  Querschnitt  q  auf  der  linken  Seite  als  dem 
ursprünglichen  gleich  angesehen  werden,  da  wir  sehr  kleine  Defor- 
mationen vorausgesetzt  haben  und  in  Praxi  stets  erhalten.  Die 
letzters  Formel  giebt 


\lM: 


K/-K  = 


piV-lg) 


und  dies  zeigt  ^^^^  ^'^  Beobachtungsmethode  nur  die  Differenz  der 
beiden  Coöfficienten  K^  und  K  giebt  der  eine  also  auf  andere  Weise 
bestimmt  werden  muss.  Hierin  liegt  eine  bedeutende  praktische 
Schwierigkeit;  denn  zumal  wenn  das  GefUss  Q,  wie  meist  &nB  Glas 
besteht,  ist  die  Benutzung  des  an  einem  anderen  gläsernen  Körper 
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auf  andere  Weise  bestimmten  K  sehr  bedenklich,  da  verschiedene 
Glasstücke,  selbst  von  der  gleichen  Sorte,  in  ihrem  elastischen  Ver- 
halten häufig  stark  differiren. 

Die  Methode  des  Piezometers  ist  auf  feste  Körper  anwendbar, 
wenn  man  dieselben  mit  einer  Flüssigkeit  in  das  Gefäss  G  bringt 
Ist  das  Volumen  des  festen  Körpers  \\,  sein  Compressionsmodul  K^, 
so  ist  seine  Volumenänderung  \\p  K^,  die  der  Flüssigkeit 

die  gesammte  relative  Volumenänderung  also: 

sie  wird  gemessen  durch  eine  Veränderung  des  Standes  im  Mess- 
rohr rr  um  die  Länge  /".  Beobachtet  man  in  O  erst  die  Flüssig- 
keit allein,  dann  mit  dem  festen  Körper  zusammen,  so  gelten  die 
beiden  Gleichungen: 

rq  =  (V-  lq)p  (K^  -  K,)  +  V^p  (K»  -  K^ 

und  hieraas  folgt: 

Für  diese  Beobachtungsart  ist  also  die  Eenntniss  des  Com- 
pressionsmoduls  K  des  Gefässes  nicht  nöthig,  wohl  aber  diejenige 
des  Moduls  K^  der  Flüssigkeit.  — 

b)  Der  elastische  Druck  wirkt  gegen  jedes  der  Z-Axe  parallele 
Flächenelement  in  normaler  Richtung  und  mit  von  dessen  Orien- 
tirung   unabhängiger   Stärke,   wenn   X  =  T    und   X  =  0,    Z  =  0, 

■f  y  •* 

Z  =  0  d.  h.,  wenn 

i/,  =  if.  =  3f,   jv;  =  0,    ^;  =  0,   iv.  =  o 

ist;  denn  in  diesem  Falle  wird  nach  (133") 

—  X^  =  if  cos  (w,  x),       —  r^  =  if  cos (n,  y),       —  Z^  =  0. 

Der  Druck  wirkt  in  diesem  Falle  gleichzeitig  auch  normal  gegen 
jedes  zu  der  Z-Axe  normale  Element,  aber  mit  anderer  Stärke. 

In  diesem  Falle  lässt  sich  der  Körper  durch  eine  oder  mehrere 
beliebige  der  Z-Axe  parallele  Cy linderflächen  und  zwei  zu  ihr  nor- 
male Ebenen  begrenzen,  falls  die  CylinderHächen  einem,  die  Grund- 
flächen einem  anderen  constanten  normalen  Druck  ausgesetzt  sind. 

Wirkt  auf  die  Mantelflächen  von  aussen  nach  innen  ein  Druck 
von  der  Grösse/,  so  folgt  für  sie  aus  den  Gleichungen  (ISS*) 
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-A^=^-^=  -i>'co8(w,  x\      -  Y^=  r=  -/co8(w,  y),     -Z^=Z  =  0, 

and  man  erhält  daraus: 

3f  =  -/. 

Wirkt  auf  die  Grundflächen  von  aussen  nach  innen  ein  nor- 
maler Druck  Pj  so  ist  ebenda  zu  setzen 

-Z„  =  X=0,       -  i;=  r=0,        -Z„  =  Z  =  -/>cos(n,;t), 
und  es  folgt:  if.  =  -^. 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  (137)  bis  (137"')  ein,  so 
erhält  man  den  Satz: 

Das  Deformationspotential  eines  homogenen  isotropen 
Cylinders,  der  auf  seinen  Mantelflächen  den  constanten 
Druck  p,  auf  seinen  Grundflächen  den  constanten  Druck  p 
erfährt,  hat  den  Werth: 

^  -  K».-  ^  «..■)  -  ^^^^'^^^^  -  '"^- :  (.39) 

^^ine  Verrückungen  haben  also  die  Grössen: 


^  ^  _   _i^P'  z  ^JPl?_  ^  = (cp'-c'p)y 


{c  -  c')  (c  +  2c')  '  (c  -  cO  (c  +  2c')  * 

((c  +  O»  -  2c'p')x 

W  SS ^ —  } 

(c  -  c')(c+ 2c') 


(1391 


^  ^ine  Deformationen  sind: 


^x  —  Vy—        (^e^e')  (c  +  2  c')  '  **  ""       T^  -^C)  (c  T  2  c^)   ' 


(139") 


^  ^ine  räumliche  Dilatation  ist: 

iDilatations-   und    Druckellipsoide   sind    ersichtlich   Rota- 
tionsflächen um  Parallele  zur  Z-Axe. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  der  Fall,  dass  die  Cylinder- 
flächen  frei  sind,  also  p  =0  ist,  und  nur  auf  die  Grundflächen 
ein  constanter  Zug  oder  Druck  ausgeübt  wird,  was  sehr  nahe  reali- 
sirt  ist,  wenn  ein  Draht  oder  Stab  durch  ein  angehängtes  Gewicht 
gedehnt  wird;  dann  findet  sich 

Sind  c  und  c  positiv,  so  tritt  bei  positivem  p,  also  ausgeübtem 
Druck,  Längscontraction  und  Querdilatation,  bei  negativem^, 
also  ausgeübtem  Zug,  Längsdilatation  und  Quercontraction  ein. 
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Die  Moduln  A  und  A'  der  Längsdilatation  unid  der 
Quercontraction  bei  einseitigem  Zug  sind  resp. 

A'—  ^  A—  C  +  C  M  4(1'^ 

'^   ~"  ~(c- 0(0+2(0  '  "  (o-cO(c"+2c')  '  ^         ' 

beide  sind  der  Beobachtung  zugänglich  und  geben  Mittel^  die  beiden 
ElasticitUtsconstanten  g  und  c!  gesondert  zu  berechnen.  Da  die  prak- 
tische Anwendung  der  vorstehenden  Formeln  einen  Cylinder  voraus- 
setzt, dessen  Länge  sehr  viel  grösser  ist  als  sein  Querschnitt,  damit  die 
Art  der  Vertheilung  der  äusseren  Kraft  auf  den  Grundflächen,  welche 
von  der  Befestigung  des  dehnenden  Gewichtes  abhängig  und  uns 
unbekannt  ist,  keinen  Einfluss  übt,  so  wird  die  gesammte  Längs- 
deformation viel  grösser  ausfallen,  als  die  Querdeformation,  letztere 
also  der  Messung  grössere  Schwierigkeiten  bieten.  Man  hat  daher 
statt  ihrer  die  cubische  Dilatation  bei  einseitigem  Zug  gemessen, 
indem  man  als  zu  dehnenden  Körper  einen  Hohlcylinder  wählte, 
der  unten  vollständig  und  oben  durch  einen  mit  einem  feinen  ge- 
theilten  Glasröhrchen  versehenen  Stopfen  verschlossen  war.  Füllt 
man  den  Hohlraum  mit  Flüssigkeit,  so  dass  deren  obere  Fläche  in 
dem  Glasrohr  steht,  so  wird  bei  einer  Längsdehnung  des  Uohl- 
cylinders  die  Flüssigkeit  in  dem  Röhrchen  sinken,  und  die  Messung 
dieser  Verschiebung  gestattet  die  cubische  Dilatation  des  Hohl- 
cylinders  und  hierdurch  die  Constante  l/(c4-2c')  zu  bestimmen. 

Diese  Methode  hat  indessen  das  principielle  Bedenken,  dass 
dergleichen  Hohlcylinder  in  der  Praxis  meist  nicht  der  Voraussetzung 
der  Isotropie  entsprechen. 

c)  Der  elastische  Druck  wirkt  nach  (133")  normal  gegen  jedes 
Flächenelement,  welches  einer  Coordinatenebene  parallel  ist,  wenn  gilt 

^.  =  0,       Z.  =  0,       X^  =  0; 
dies  führt  hier  auf  die  Werthe: 

iV;  =  0,       JV.  =  0,       iV.  =  0. 

In  diesem  Falle  kann  man  den  Körper  durch  sechs  zu  den  Coordi- 
naten ebenen  parallele  Ebenen  begrenzen,  von  denen  je  zwei  gegen- 
überliegende gleiche  constante  Normaldrucke  erleidet 

Uebt  man  von  aussen  auf  die  Flächen  normal  zur  X-Axe  den 
Constanten  Druck  j^^,  auf  die  normal  zur  F-Axe  j9«,  auf  die  normal 
zur  Z-Axe  j»,  aus,  so  geben  die  Gleichungen  (133') 

für  die  Flächen  normal  zur  X-Axe  — -X^  =X  =  — ;?,  cos(n,  aj), 

„      „         „             „          „  r- Axe  -  r^  =  r  =  - ;?,  cos  (n,  y), 

„      „         „             „          „  Z-Axe  -  Z^  =  Z  =  — 1>,  cos  (n, «), 
woraus  folgt: 
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Die  Berücksichtigung  dieser  Werthe  ergiebt  den  Satz: 
Das     Deformationspotential    für    ein    homogenes    iso- 
tropes   rechteckiges    Prisma,    welches    auf    den   .Flächen- 
paaren normal  zur  X,  Y,  Z-Axe  resp.  die  constanten  Drucke 
/^»  Pty  P*  erfährt,  hat  den  Werth: 

Verrückungen  und  Deformationen  berechnen  sich  wie  oben;  die 
Dilatations-  und  die  Druckaxen  liegen  den  Prismenkanten  parallel.  — 

Wir  wollen  nun  einige  derjenigen  Functionen,  die  in  der  Hydro- 
dynamik ein  Geschwindigkeitspotential  darstellen  können,  als  Defor- 
mationspotentiale wählen. 

2.  Der  Werth  des  Deformationspotentiales 

9  =  i'  (142) 

worin  r*  =:  x*  +  y*  +  x^  und  7  constant  ist,  erfüllt  die  Gleichung 
J(f.  =  0,  giebt  also  keine  räumliche  Dilatation  und  kann  daher 
nach  dem  zu  (135')  Gesagten  nur  stattfinden,  wenn  äussere  Kräfte 
nicht  wirken. 

Als  Begrenzung  lässt  sich  nach  S.  505  eine  beliebige  Eugelfläche 
um  den  Coordinatenanfang  wählen,  in  welcher  ein  constanter  Normal- 
druck herrscht;  denn  in  einer  solchen  ist  mit  cp  sowohl  d(pldr  als 
d^ff'jdr*  constant.  Da  aber  dff'/dx,  ...  für  r  =  0  unendlich  wird, 
so  muss  der  Coordinatenanfang  ausserhalb  des  elastischen  Mediums 
liegen,  die  Kugel  also  einen  Hohlraum  begrenzen. 

Die  normale  elastische  Druckkraft  gegen  eine  Kugelfläche  um 
den  Coordinatenanfang  berechnet  sich  nach  (136'")  zu 

-  P,  =  (c  -  c') y -^;  =  2{o  -  0)  J ;  (142') 

wirkt  also  gegen  die  Wand  des  Hohlraumes  parallel  mit  r  der 
Druck  p,  so  bestimmt  sich  die  Constante  q  aus 

-i>=->.  =  2(c~c')^,,  (142") 

und  man  erhält  den  Satz: 
Die  Function 

ist  das  Deformationspotential  für  ein  unendliches,  homo- 
genes, isotropes   Medium  mit  einem  kugelförmigen   Hohl- 

W.  Voigt,  Mechanik.    Zweite  Aofl.  33 
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räum    vom   Radius   R,    gegen    dessen    Wandung    der   Druck 
/;  wirkt.  — 

Um  noch  in  einer  zweiten  Kugelfläche  den  nonnalen  Druck  will- 
kürlich vorschreiben  zu  können,  combiniren  wir  das  Potential  (f>  =  q/r 
mit  dem  Potential   \fn  r^  der  homogenen  Deformation  aus  (138)  zu: 

<f==imr*+~;  (143) 

hieraus   folgt   in   der  Abkürzung  von   S.  507,    da  sich   die  Drucke 
einfach  superponiren: 

-P^=i/+2(o-0-J  •  (143) 

Wirkt  auf  die  innere  Kugelfläche  vom  Radius  R.  der  Druck  p. 
parallel  -f  r,  auf  die  äussere  vom  Radius  R^  der  Druck  p^  parallel 
—  r,  so  gilt: 


und  daher: 

-.  p,Ri'-PaRa  {p,-  Pt)Ra'Ri'        .  l\  ±0-\ 

^  -  "R.'  -RT  '        '  ~  2(c  -e')iR.'-R,')  '  <''*^  ^ 

zugleich  folgt  aus  (137'"),  da  darin  J/,  =M,=M,  =  Af  zu  setzen  ist: 

-  =  ÖW-  (143'") 

Das  Deformationspotential  y  für  eine  homogene  iso- 
trope Hohlkugel  von  dem  inneren  Radius  R.,  dem  äusseren 
R  ,  welche  unter  dem  inneren  constanten  Druck  ».,  dem 
äusseren  p^  steht,  ist  hiernach  gegeben  durch: 

'P  =  R7^'(WTJ7^^P'^'  - ''-^-•)  +  %^^^ ■      (144) 

Unter  Benutzung  der  abgekürzten  Form  (143)  folgen  die  Werthe 
der  Verrückungen: 

u  =  x(^m-  -^Y         v  =  y[m'-^,j,        tv  =  xim-  ^y,     (144') 

die  Deformationen  sind: 

_  ßqyx  _  ßqxx  __  ßqxy  (144") 

Die  Discussion  der  Werthe  von  u,  v,  w  ist  nach  dem  am  Ende 
des  vorigen  Abschnittes  Angegebenen  sehr  einfach,  bietet  aber  wenig 
Interesse. 
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3.  Setzen  wir 

(p  =  qlne,  (145) 

worin  e*  =^  X*  +  y*  und  q  constant  ist,  so  giebt  auch  dies  eine  Defor- 
mation, welche,  da  J^  verschwindet,  nach  (135')  nur  ohne  Ein- 
wirkung äusserer  Kräfte  auf  den  elastischen  Körper  bestehen  kann. 
Da  (p  nur  von  e  abhängt,  so  ist  sowohl  dtpjde  als  d*(plde*  längs 
coaxialer  Kreiscylinder  um  die  Z-Axe  constant,  und  man  kann  nach 
S.  505  das  Medium  durch  einen  solchen  Kreiscylinder  vom  beliebigen 
Radius  R  begrenzen,  wenn  man  gegen  dessen  Fläche  eine  normale 
constante  Druckkraft  wirken  lässt.  Da  aber  dtpidx, ...  in  der  Z-Axe 
unendlich  wird,  muss  diese  ausserhalb  des  Mediums  liegen,  die 
Cylinderfläche  also  einen  Hohlraum  begrenzen. 

Die  mit  (145)  berechneten  Druckcomponenten  X^,  F^,  Z^  finden 
sich  gleich^ull;  demgemäss  können  neben  der  besprochenen  Cylinder- 
fläche noch  eine  oder  zwei  zur  Z-Axe  normale  Ebenen,  gegen  welche 
keine  äusseren  Druckkräfte  wirken,  das  Medium  begrenzen. 

Der  normale  elastische  Druck  gegen  eine  Kreiscylinderfiäche 
um  die  Z-Axe  ist  nach  (136'"): 

-P,  =  {c-c)q^ {o-c)-y,  (145') 

wirkt  also  gegen  die  Wand  des  Hohlraumes  der  Druck  p  parallel 
mit  e,  so  bestimmt  sich  die  Constante  q  aus 

-p  =  -P,  =  -{c-c)-^.  (145") 

Und  es  gilt  der  Satz: 
Die  Function 

»Ä*  Ine  ff  jcffrx 

ist  das  Deformationspotential  für  ein  unendliches  homo- 
genes, isotropes  Medium  mit  einem  cylindrischen  Hohlraum 
vom  Radius  R,  gegen  dessen  Wand  der  Druck  p  wirkt.  — 

Um  das  Medium  noch  in  einer  zweiten  Cylinderfläche  begrenzen 
und  für  beide  Flächen  den  Druck  beliebig  vorschreiben  zu  können, 
combiniren  wir  das  Potential  (p  =  qlne  mit  dem  Potential  der  homo- 
genen Deformation  (139)  y'  =  }{me*  +  m^x\  welches  in  der  früheren 
Abkürzung  die  Antheile  der  Drucke   —  P/  =  if ,  —  Z/  =  if,  liefert. 

Es  entsprechen  demgemäss  dem  Deformationspotential 

y  =  ^  (w  e'  +  w,  X*)  +  ^  Ine  (146) 

die  normalen  Gesammtdrucke   gegen   eine    Kreiscylinderfiäche   und 
eine  zur  Z-Axe  senkrechte  Ebene: 

-  P  =  if -.  (c  -  c)|^,         -  Z,  =  if..  (146') 

83* 
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Erfährt  dio  innero  CylinderHäche  vom  Radius  B.^  den  Druck  p^ 
parallel  mit  +c,  die  äussere  vom  Radius/?^  den  Druck  p^  parallel  mit 
— f,  jede  der  Grundflächen  nach  innen  den  Druck  j»',  so  ist  zu  setzen: 

- V.=  -  {PX=  M -  {0  -  cf) -^y     j,'  =  Z^, 
woraus  folgt: 

^  PM_-Va  Ra  ^  iPi  -  Pn)  Ra  Ri  w  ./  / 1  ^ß"\ 

Wird  eine  Zugkraft  auf  die  Grundflächen  nicht  ausgeübt,  so 
folgt  aus  (137'")  bei  Einsetzung  von  m,  =  wt,  =  7«,  if,  =  If ,  =  J[f 
und  J/,  =  0: 

"»  =   (^  --?)(« +  2 CO  '         ""•  ^  («  -  «')  (c  +-2^  •  ^^ ^^  ^ 

Das  Deformationspotential  eines  homogenen  isotropen 
Hohlcylinders  von  den  Radien  R.  und  Ä  ,  welcher  auf  den 
Mantelflächen  die  constanten  Drucke  p^  und  p^  erfährt, 
ist  also: 

^  =  iV^)ik^ i^W^ M'-pM  +  {P-pJK'R>'}  (147) 

In  der  Abkürzung  (146)  folgen  hieraus  die  Y errückungen : 
?i  =  a;fw  +  |j,         v  =  yfw+^J,         m;  =  »w,^,  (147') 

die  Deformationen: 

^«  =  ^  +  H^  "  ^  J  '  2/y  =  ^  +  ^  ( -.  -  :^  j  ,         ^.  =  ^'^s , 

Für  jede  Stelle  der  XZ-Ebene  ist  y  =  0,  also 

x,  =  fn-i.    y.  =  »»  +  |,     *.  =  "».,    y.  =  0,    *,=  0,     x,  =  0; 

die  Hauptdilatationsaxen  sind  dort  also  den  Coordinatenaxen  parallel. 
Ist  der  innere  Druck  p.  grösser  als  der  äussere  p^,  so  ist  ^>  0,  und 
es  findet  die  grösste  Dilatation  parallel  der  F-Axe  statt;  daher  wird 
ein  Zerspringen  des  Rohres  mit  Spalten  in  den  Meridianebenen,  und 
zwar  von  innen  her,  beginnen. 

4.  Schliesslich  wollen  wir  noch  ein  Beispiel  für  die  Deformation 
in  Folge  der  Einwirkung  einer  äusseren  (räumlichen)  Kraft  behandeln. 

Sei  eine  Kugel  vom  Radius  R,  von  der  Masse  M  und  der  Dichte  i 
gegeben,  deren  Theile  nach  dem  NEWTON'schen  Gesetz  auf  einander 
wirken,  dann  ist  das  Kräftepotential,  auf  die  Masseneinheit  bezogen, 
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worin  ß  ^  ^nft  (unter  f  die  Constante  des  NEWTON'schen  Gesetzes 
verstanden),  a  aber  willkürlich  ist,  da  0  nur  bis  auf  eine  additive 
Constante  bestimmt  ist. 

Für  das  Deformationspotential  cp  gilt  dann  nach  (135")  die  Be- 
dingung . 

-^(«  +  /?0  =  J(,p,  (148) 

in  der  (f>  nach  Symmetrie  von  r  allein  abhängen  muss.  Da  in 
diesem  Falle 

ist,  so  lässt  sich  der  ihm  entsprechende  Ausdruck  für  A(p  leicht 
berechnen,  und  man  erhält 

Hieraus  folgt  bei  Einführung  der  Integrationsconstanten  y  und  Öi 

Da  dfpldr  für  r  =  0  nicht  unendlich  werden  kann,  so  muss  S 
verschvrinden;  y  hat  auf  die  Deformation  keinen  Einiiuss.  Soll  die 
Kugel  von  aussen  keine  Druckkraft  erleiden,  so  muss  nach  (136"') 
für  r  =  Ä  - 

sein.     Setzt  man  den  erhaltenen  Werth  von  ^  ein,  so  findet  sich: 

^  '^  C  +  2  0' 

Eine  homogene  Kugel  von  der  Dichte  6  und  dem  Radius 
R  erleidet  durch  die  NEwroN'sche  Anziehung  zwischen  ihren 
Theilen  eineDeformation,  derenPotential  gegebenistdurch: 

Die  Verkürzung  des  Radius  in  Folge  dieser  Deformation  beträgt: 

4  71  R'f  8*  Mfe 


(>  = 


15(ej  +  2cO        5(c  +  2oO 


§  45.     Mechanik  elastischer  Körper.     Gleichgewicht  bei  Drillnngs- 
deformationen;    gleichförmige    Drillnng;    Drehung    einer  Kugel   in 

einem  unendlichen  elastischen  Medium. 

Hatten  wir  im  Vorstehenden  Deformationen  betrachtet,  welche 
in  Analogie  traten  zu  den  Potentialbewegungen  einer  Flüssigkeit,  so 
wollen  wir  uns  nunmehr  zu  denjenigen  wenden,  welche  den  Wirbel- 
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bewegungen  entsprechen.  Weil  für  dieselben  charakteristisch  ist, 
(lass  die  Drehungswinkel  oder  Drillungscomponenten  der  Volumen- 
eleraente 


l 


nicht  verschwinden,  nennen  wir  sie  Drillungsdeformq,tionen  und 
nehmen  aus  der  Hydrodymauik  den  Begriff  der  Drillungslinie  her- 
über, als  einer  Curve,  deren  Element  an  jeder  Stelle  in  die  Richtung 
der  dort  vorhandenen  Drillungsaxe  fällt,  also  der  Gleichung: 

dx:dy:dz  =  k:  fi:v 
genügt.    Zwischen  den  Ä,  ju,  v  besteht  die  identische  Eelation: 

li+a-Mi  =  o.  (149') 

Um  auf  einfache  Weise  Drillungsdeformationen  zu  constniiren, 
drücken  wir  die  Verrückungscomponenten  w,  v,  w  durch  drei  den 
Wirbelfunctionen  entsprechende  Drillungsfunctionen  CT,  F,  W 
aus  gemäss  den  Beziehungen 

BW      dV  du       dW  BV      du         ,.^^. 

oy        ox^  0%         ox'  ox        By  ^       ^       ' 

unterwerfen  wir  Z7,  F,  W  noch  der  Bedingung 

ox        By        Bx  ^        ' 

80   treten   sie  mit  den  Drillungen  k,  fi,  v  iu   den   Zusammenhang 
Jü^=-2A,         JF  =  -2/i,         AW=^-2v.         (150") 

Da  diese  Werthe  (150)  von  u,  v,  w  die  räumliche  Dilatation  & 
zu  Null  machen,  so  schreiben  sich  die  Druckcomponenten  in  der 
Form: 

und  die  Gleichgewichtsbedingungen  werden  zu 
y=_^.(«_.')j.  =  _.,(._.')j(|-^-|^)  =  (c-o')(|-^-|-;).(151) 


fil  = 


(151") 
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wo  auf  der  rechten  Seite  je  drei  verschiedene  Formen  für  dieselbe 
Function  stehen. 

Zieht  man  je  den  letzten  der  angegebenen  Werthe  in  Betracht, 
so  erkennt  man  den  Satz: 

Eine  dem  Ansatz  (150)  entsprechende  Drillungsdefor- 
mation kann  nur  dann  ohne  Einwirkung  äusserer  Kräfte 
bestehen,  wenn  die  Drillungscomponenten  an  jeder  Stelle 
durch  die  partiellen  Differentialquotienten  einer  und  der- 
selben Function  yj,  des  Drillungspotentiales,  nach  den 
Coordinaten  gegeben  sind,  nämlich 

,       dtp  dtp  dtp  /ici/\ 

und  demgemäss 

dv_dfi  d  l  ^  d  V  d  fi  ^  d  X 

dy       dx*         dx^dx'         dx       dy 

ist;  wegen  der  identischen  Beziehung 

—  4-  --^  +  -^  -  =  0 
d  X        dy       d  X 

muss  dabei  gelten 

Jt/;  =  0.  (151'") 

Die  Bedingungen  für  eine  begrenzende  Fläche  sind  hier  minder 
einfach,  als  bei  dem  Deformationspotential,  weil  sich  die  u,  v,  w  nicht 
durch  das  derselben  Stelle  entsprechende  ^p  ausdrücken  lassen. 

Während  unter  den  Potentialdeformationen  diejenigen,  denen 
im  ganzen  Körper  constante  Werthe  der  Deformationsgrössen  ent- 
sprechen, eine  ganz  besondere  Wichtigkeit  und  vielfältige  Anwendung 
besitzen,  geben  diejenigen  Drillungsdeformationen,  für  welche  die 
Drillungscomponenten  constant  sind,  überhaupt  kein  elastisches 
Problem;  denn,  wie  schon  aus  S.  350  hervorgeht,  treten  solche 
Werthe  nur  auf,  wenn  der  Körper  als  Ganzes  bewegt  wird.  Trotz- 
dem lindet  der  diesem  Fall  entsprechende  Werth  des  Drillungs- 
potentiales 

1^  =  n,  a;  +  «,  y  4-  w,  * 

in  der  Combination  mit  anderen  Potentialen  Anwendung. 

1.  Der  einfachste  Fall  von  Potentialdrillung,  welcher 
wirklich  auf  ein  elastisches  Problem  führt,  ist  derjenige 
der  sogenannten  gleichförmigen  Drillung.  Man  versteht  dar- 
unter eine  Deformation,  bei  welcher  sich  alle  Ebenen  normal  zur 
Drillungsaxe  als  Ganzes  drehen  und  der  Drillungswinkel  eine 
lineare  Function  des  Abstandes  von  einer  willkürlichen  Anfangs- 
ebene ist.    Hier  bietet  die  Einführung  der  U,  V,  W  keinen  Vortheil. 
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Nach  dem  S.  187  Besprochenen  wird  eine  solche  Drillang  um 
die  Z'Axe  mit  der  Ä'F- Anfangsebene  einfachst  definirt  sein  durch 

u  =  —  ryx,       V  ==  -{-  Txz,      also  v  =  r£r,  (1^2) 

worin  r  die  constante  gegenseitige  Drehung  zweier  um  die  Länge 
Eins  parallel  der  Z-Axe  von  einander  entfernter  Ebenen  bezeichnet 
Dieser  Ansatz  lässt  nach  den  ersten  beiden  Gleichungen  (151) 
die  Componenten  X  und  Y  der  äusseren  Kräfte  verschwinden. 

In  die  Formel 

du        dv       dw       r. 

eingeführt,  ergiebt  er  dw/dz  =  0  und  somit  das  Eesultat,  dass  w 
nur  X  und  y  enthalten  kann;  setzen  wir  demgemäss: 

^=^Tx(Xyyh  (152') 

so  folgt  für  X  *^^s  dör  dritten  Gleichung  (151),  wenn  auch  die 
Z-Componente  der  äusseren  Ejräfte  yerschwindet,  die  Bedingung 

J';^  =  0.  (152") 

Die  Befestigungsbedingungen  (132')  liefern  für  x  die  weiteren 
Beziehungen: 

^  ^        dx  dy 

für  a;=0,       y  =  0,       »  =  0  (152'") 

Für  die  Drillungscomponenten  folgt  aus  (152) 

^=irg-J-x).      ^ i^(||  +  »)'     •'  =  ^*'       (153) 

und  für  die  Drackcomponenten: 

-  X,  =  0,    -  i;  =  0,    -  z.  =  0,    -  x^  =  0, 

Da  letztere  von  x  unabhängig  sind,  so  wollen  wir  versuchen,  das 
elastische  Medium  durch  einen  Cylinder  von  beliebigem  Querschnitt 
parallel  der  Z-Axe  zu  begrenzen.  Ein  Element  seiner  Querschnitts- 
curve  nennen  wir  ds,  dasjenige  der  äusseren  Normale  darauf  dn 
und  nehmen  an,  ds  liege  zu  dn  wie   Y  zu  X, 

Dann  sind  die  Cosinus  der  Richtungswinkel  der  äusseren  Normale 

,        .        dx        dy  ,        V        dy  dx  t        \        n 

cos(n,a;)  =  -r-  =  j-  »     C08(n,y)  f=  ,-  =  —  -~-,     cos(«,;c)  »  0, 
^   ^    ^       dn        ds  '  ^   ^^'       dn  ds^  \   >    /  » 

und   die  Druckcomponenten  gegen  ein  Obenlächenelement  werden: 

.Y..0,  r..o,z.  =  H.->((|f  +  «)£-(?i-y)|f).   (t5r) 
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Die  Gleichung  (152")  für  x  lässt  sich  identisch  erfüllen  durch 
den  Ansatz: 

dy  öx  '        ox  ay  ^       ' 

seine  Benutzung  in  dem  Ausdruck  für  Z^^  ergieht: 

Soll  die  Cylinderfläche  eine  freie  Oberfläche  sein,  so  müssen 
alle  drei  Componenten  X^,  y^,  Z^  längs  derselben  verschwinden. 
Wir  erkennen,  dass  dies  stattfindet,  wenn  längs  des  Randes  ihres 
Querschnittes 

a+W  +  y')^0  (154') 

ist;  eine  willkürliche  Constante  denken  wir  dabei  in  ß  hinein- 
genommen. Da  diese  Formel  eine  endliche  Relation  zwischen  den 
Coordinaten  der  Punkte  der  Querschnittscurve  enthält,  so  stellt  sie 
die  Gleichung  dieser  Curve  dar. 

Die  Formeln  (153)  nehmen  bei  Einführung  von  (154)  eine  Ge- 
stalt an,  die  sogleich  die  Berechnung  des  durch  X  =  dip/dx,  .  .  . 
detinirten  Drillungspotentiales  gestattet;  man  erhält: 

t/;  =  ir(ß  +  *--K^'  +  t^)  (154") 

Aus  der  Beziehung  (154)  folgt  unmittelbar: 

J'ß  =  0,  (154'") 

und  wir  können  nunmehr  die  Behandlung  des  Problemes  auch  mit 
Bestimmung  der  Function  ß,  statt  der  Function  x>  beginnen,  ge- 
mäss dem  folgenden  Satz. 

Ist  Q  eine  Function  von  x  und  y,  welche  die  Gleichung 
/rn  =  0  erfüllt,  ist 

die  Gleichung  einer  geschlossenen  Curve  S  und  bezeichnet 
ferner  /  die  durch 

dx    _  ,   ^  ß  _d/   -  _  ^  «^ 

dy  "~        dx'         dx    ~        dy 

definirte   Function   von   x  und  y,  dann  stellen  die  Werthe 

eine  gleichförmige  Drillung  des  Cylinders  dar,  dessen 
Querschnitt  von  der  Curve  -S  begrenzt  ist.  Das  ihr  ent- 
sprechende Drillungspotential  hat  den  Werth: 
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Die  Bestimmung  einer  Function  x  ^^^  ß  i^^  dabei  stets  ohne 
Schwierigkeit  möglich,  da 

dv  =    ^^  dx  +  ~T~  dy  = r —  dx  +  -^ —  dy 

^         dx  Cy     ^  dy  dx     ^ 

wegen  der  Gleichung  A'il  =  0  stets  ein  vollständiges  DiflFerential  ist. 

Um  eine  solche  Drillung  wirklich  hervorzubringen,  muss  man 
den  Cylinder  in  zwei  Querschnitten  begrenzen  und  in  denselben 
äussere  Kräfte  auf  ihn  ausüben.  Da  nach  (153')  bei  unseren  Voraus- 
setzungen alle  Druckkräfte,  mit  Ausnahme  von  Y^  und  Z^,  gleich 
Null  sind,  so  können  diese  äusseren  Drucke  nur  tangentiale  sein. 

Führen  wir  in  die  Ausdrücke  für  F  und  A'   ebenfalls  fl  statt 

z  t 

X  ein,  so  wird: 

Die  äussere  Kraft,  welche  auf  den  nach  +Z  liegenden  Querschnitt 
ausgeübt  wird,  habe  die  Componenten  X  und  Z,  dann  ist: 

entgegengesetzte  Componenten  sind  auf  dem  nach  —  Z  liegenden 
Querschnitt  anzubringen.  Ueber  den  ganzen  Querschnitt  q  summirt» 
geben  X  und  Y  ein  Drehungsmoment 

N  =  ^{xY-  yX) dq  =  \{c-  c) xj (a:(|§  +  x)  +  y  (^^^  +  »)J  d q 

=  i(«-«')r(j(x^^^+j,|^)d(Z+Ox'].  (155') 

worin  f{x*  +  y*)dq  =  Qx*  gesetzt,  also  mit  x  der  Trägheitsradius 
des  Querschnittes   um  die  Z-Axe  bezeichnet  ist. 

Ist  der  Querschnitt  des  Cylinders  klein  gegen  seine  Länge,  so  kann 
man  auch  bei  beliebiger  Vertheilung  der  äusseren  Kräfte  auf  die 
Endquerschnitte  annehmen,  dass  der  Cylinder  mit  Ausnahme  der  den 
Enden  unmittelbar  benachbarten  Theile  überall  eine  gleichförmige 
Drillung  erleidet,  deren  Grösse  nur  von  dem  Gesammtmoment  der 
ausgeübten  Kräfte,  nicht  aber  von  ihrer  Vertheilung  auf  dem  Quer- 
schnitt abhängt.  Dann  kann  man  die  einzige  Constante  r  der  Lösung 
bestimmen  durch  die  aus  (155')  folgende  Beziehung: 

T  = . — ^.  (1551 

Hierin   wird   man   nach   dem   S.  508   Gesagten  {c  —  c)l2   den 
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Drillungswiderstand,  2/((?  — c')  =  T  den  Drillungsmodul  des 
isotropen  Körpers  nennen.  T  enthält  die  beiden  Constanten  c  und  o 
in  einer  anderen  Combination  als  K  und  A ;  seine  Bestimmung,  welche 
keine  experimentellen  Schwierigkeiten  bietet,  ist  also  mit  derjenigen 
Ton  A  zusammen  sehr  geeignet,  um  c  und  c  gesondert  zu  ergeben.  — 

Es  ist  nach  dem  Vorstehenden  leicht,  eine  grosse  Anzahl  von 
Querschnitten  zu  finden,  für  welche  das  Problem  der  gleichförmigen 
Drillung  sich  in  geschlossener  Form  lösen  lässt;  schon  die  Annahme 
ganzer  rationaler  Functionen  für  fl  giebt  Fälle  von  grossem  Interesse. 

Wir  beschränken  uns  auf  den  einfachsten  Fall  einer  Function 
zweiten  Grades  und  setzen  demgemäss,  um  die  Formel  (154'")  zu 
erfüllen,  indem  wir  unter  C  und  D  Constante  verstehen: 

2ß=  G[x'  -'y')-D',  (156) 

die   Gleichung   (154')   der   Querschnittscurve   verwandelt   sich   hier- 
durch in: 

welche,  falls  man 


=  ö>         1 — n  =  ^* 


also 


setzt,  die  Gestalt 


i  +G         '         1 - C 


a*  +  b'  '  a'  +  b' 


—  +  —  =  1 
a*  ^  b" 


(156-) 


annimmt  und  eine  Ellipse  von  den  Halbaxen  a  und  b  darstellt 
Nach  (155")  folgt  dann 

^  2N_ 

^  ""  (c  -  cO((l  +  C)fx'dq  +  (1  -  C)f'!fdq) 

^ N  ja'  +  y) 

falls  fx'dq=  Qx\  fi/dq=  Qx*  ist,  also  x,^  und  x^  die  Träg- 
heitsradien des  Querschnittes  um  die  X-  und  F-Axe  bezeichnen. 
Deren  Grösse  bestimmt  sich  nach  dem  S.  221  entwickelten  Verfahren 
leicht  zu 

und  es  resultirt  daher 

Wendet  man  diese  Formel  auf  einen  Cylinder  von  der  Länge  L 
an,  der,  da  die  Drilluug  gleichförmig  ist,  eine  Gesammtdrehung 
T  L  =  T  erfährt,  so  findet  sich  das  Resultat: 

Die    Drillung    eines    elliptischen    Cylinders    von    der 
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Länge  L  und  den  Halbaxen  a,  h  seines  Querschnittes  durch 
ein  um  seine  Axe  wirkendes  Moment  N  hat  die  Grösse: 


r  = 


2NL 


(v  +  i) 


Für  einen  Ki'eiscylindor  vom  Radius  R  geht  diese  Formel  über  in : 

Aus  dem  Werth 

erhält  man  gemäss 

>X  dx  ^Gydx  +  Cxdy: 

X  =  Cxy  -{-E, 

also,  danach (152'")/ fiir «  =  0, 
y  =  0  verschwinden  soll,  in 
Rücksicht  auf  den  Werth  von  C: 

^=-^^N^2/.      (156'") 

Bei  positiver  Drehung  und  a  >  6  tritt  also  bei  der  Drillung 
der  erste  und  dritte  Quadrant  eines  jeden  Querschnittes  nach  der 
negativen,  der  zweite  und  vierte  nach  der  positiven  Seite  aus 
seiner  Ebene.  Die  Curven  constanter  Verschiebung  w  sind  gleich- 
seitige Hyperbeln;  Figur  47  verdeutlicht  den  Vorgang. 

2.  Zur  Aufstellung  allgemeinerer  Functionen,  welche 
Drillungspotentiale  sein  können,  bieten  das  NEWTON'sche 
und  das  logarithmische  Potential  Hülfsmittel  dar. 

Ein  Beispiel  hierfür  giebt  die  Function 


Fig.  47. 


aus  ihr  folgt: 


i  =   ^ 


r 
dxdx* 


fi=-q 


1 

r 


r 


dydx' 


V  =.  q- 


dx' 


(157) 


(157- 


und  die  Gleichungen  (150")  gestatten  die  Lösung: 


U^^q 


r 


V=-q 


8^- 

r 


^  ^  ox  r 


(15 


wobei  in   W  das   Glied  2^/r  zugefügt  ist,   um  die  Beziehung  (I 
zu  erftillen.     Die  hieraus  folgenden  Werthe  der  Verrückungen 

.  1 


u  =  +2q 


ei 

r 
d'y> 


V 


2q 


dx 


w^O 


(I 
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steUeu  eine  Drehung  in  Bezug  auf  die  Z-Axe  dar  um  einen  Winkel 
27/r*,  der  also  auf  Kugelflächen  um  den  Coordinatenanfang  con- 
stant  ist  Im  Coordinatenanfang  wird  r  =  00 ,  dieser  Punkt  muss 
daher  ausserhalb  des  elastischen  Körpers  liegen;  wir  können  letzteren 
demgemäss  durch  eine  Kugeltiäche  vom  Radius  R  um  den  Coordi- 
natenanfang begrenzen,  falls  wir  auf  derselben  die  Drehung  gleich  r 
gegeben  annehmen.  Die  Constante  q  bestimmt  sicli  dann  zu  \rR* 
und  wir  gelangen  zu  dem  Satze: 

Ein  unendliches  elastisches  Medium,  in  welchem  ein 
kugelförmiger  Theil  vom  Radius  R  um  den  Winkel  r  um 
die  Z-Axe  gedreht  ist,  erleidet  eine  Deformation,  welcher 
das  Drillungspotential 

entspricht 

Durch  Zufügung  der  aus  dem  Ansatz  ^' =  m  folgenden  Ver- 
rückungen 

erhalt  man  eine  allgemeinere  Lösung,  welche  gestattet,  das  elastische 
Medium  zwischen  zwei  Kugelflächen  einzuschliessen,  an  denen  beiden 
willkürliche  Drehungen  t,.  und  r^  vorgeschrieben  sind.  Die  Formeln 
stimmen  mit  (122)  bis  (122")  überein,  auch  lässt  sich  gemäss  dem 
jenen  Folgenden  leicht  das  Moment  N  berechnen,  welches  nöthig 
ist,  um  die  innere  oder  äussere  Kugelfläche  in  der  abgelenkten 
Lage  zu  erhalten. 
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Deformationen;    ein   unendliches   Medium   unter    Einwirkung    einer 

räumlichen  Kraft;  die  gleichförmige  Biegung  eines  Cylinders. 

Da  Drillungsdeformationen  der  durch  (150)  bis  (150")  gegebenen 
Art  ohne  Einwirkung  äusserer  Kräfte  nur  stattfinden  können,  wenn  ein 
Drillungspotential  existirt,  so  wird  dadurch  die  Anzahl  der  einfachen 
und  interessanten  Fälle  sehr  beschränkt  Grössere  Mannigfaltigkeit 
bieten  die  aus  Drillungs-  und  Potentialdeformationen  com- 
binirten Deformationen,  die  so  gewählt  werden  können,  dass 
die  einzelnen  Theile  für  sich  Einwirkungen  äusserer  Kräfte  erfordern, 
welche  sich  aber  durch  die  Combination  aufheben. 

Wir  benutzen  demgemäss  den  (wie  sich  zeigen  lässt,  völlig  allge- 
meinen) Ansatz: 
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d(p   ,   dW        dV 

d(p   .    du        dW  .--ß. 

d(p   ,    dV         dU 

in  dem   U,   V,  W  durch  die  Bedingung 

dU_       dV^      ^  =  0 
dx  dy  d% 

mit  einander  und  durch  die  Formeln  J^=  — 2A,  24F=  — 2/u, 
JW  =  —  2v  mit  den  Drillungscomponenten  verbunden  sind;  in  die 
Gleichgewichtsbedingungen  (133)  eingeführt,  liefert  er  die  Glei- 
chungen, welche  den  Summen  der  resp.  Formeln  in  (135')  und  (151) 
entsprechen : 

-.x..^||+«.-.'Mf^-4|)-o^||-(«-.3(|^-|-;). 

1.  Ein  Beispiel  für  eine  derartige  combinirte  Deforma- 
tion liefert  die  Anwendung  der  allgemeinen  Beziehungen  (86)  und  (86"). 
Durch  1  1 

it=  +  w-^^,        ^,  =-n-^,        «;,  =  0  (159) 

ist  eine  Drillungsdeformation  mit  den  Verrückungscomponenten 

u,=+-^    ,  v,  =+-^,         w;  =  n(^  +  yj  (159) 


gegeben,  durch 


qx 


(jp,  =  V'  (159") 


r 


eine  Potentialdeformation  mit  den  Componenten 


qxx  qyx 


«  =  ^(v--^)-    (1^^'") 


Setzt  man  diese  Werthe  für  X,  fi,  v  und  (p  in  die  Gleichungen 
(158')  ein,  so  lauten  diese  in  Rücksicht  auf  die  Relation  id(l/r)  =  0: 


f  f 

—•  bZ  =  cqA -5- (c  —  c') n    ,  .   , 
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und  wegen  der  Formeln  (86")  genügen  ihnen  die  Werthe 

X=  r=  Z=0, 

die  verschwindenden  räumlichen  Kräften  entsprechen,  falls 

2c  7  —  (c  —  G)n  =  0 
ist. 

Die  hiernach  durch  Combiuation  von  (159')  und  (159"')    resul- 

tirenden  Verrückungen 

2  er'  2rr^  2  er*  ^         ' 

werden  im  Coordinatenanfangspunkt  unendlich;   letzterer  muss  also 

ausserhalb  des  Körpers  liegen,   dieser  z.  B.  durch  eine  Kugelfiäche 

um  den  Goordinatenanfang  nach  innen  begrenzt  sein. 

Eine  solche  KugelHäche  vom  Radius  R  von  der  ursprünglichen 

Ölißichung 

X*  {-y'  +  x*  =  R* 

erhält  nach  S.  501  durch  die  Deformation  eine  Gestalt  gegeben  durch 

(X.  +y.)[l-     27^Ä'~'j  +  h  -  "^ 2VR^ j=^^' 

die    man   bei    Beschränkung   auf  die  niedrigste  Ordnung  der  in  n 
multiplicirten  Glieder  auch  schreiben  kann 

x:  +  y:+\z,^^^=^R  +  _  =  E  ^1  +  — j. 

Die  Kugel  ist  demnach  bei  der  Deformation  um  die  Strecke  2njR 
parallel  zur  Z-Axe  verschoben,  während  ihr  Radius  eine  Dilatation 
im  Betrage  von  2n*lR'^  erfahren  hat 

Die  begleitenden  Deformationen  bestimmen  sich  zu: 

^n^{\-  ^3  *  -n'-^-%,     ,9  =  -  « ^-*-  5  ,      (1 00') 
2  e     \  r*  J  r*  er*'  c      r*        ^         ' 

^«  2  er*  er'       '  «  2  er*  er*       ' 

^  (e  +  cQ  6  xyx 
^y="'*         2er*-- 

Von  Druckcomponenten  wollen  wir  nur  diejenigen  angeben, 
welche  gegen  eine  Kugelfiäche  um  den  Goordinatenanfang  wirken; 
diese  lauten: 

y  __  %_n^-dyxx  .     V  -  3n(e*-e^')ya; 

■*"^'-'"  2er*  '  -^  ^T-  2er*  ' 

"•"     "  2  er*  "*"  '    2'cr» 


^* 


^. 
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Denkt  man  sich  eine  derartige  Kugel  vom  Radius  R  ab  Hohl- 
raum in  dem  unendlichen  Medium  hergestellt,  so  müssten,  um  die 
Verrückungen  (160)  hervorzubringen,  gegen  deren  innere  Fläche 
Kräfte  X,  Y,  Z  wirken,  gegeben  durch 

x  =  ä;,     r=i;,     z=z^. 

Ist  der  Hohlraum  unendlich  klein,  wird  er  zum  Punkt,  so  wird 

auf  den  Zustand  an  in  merklicher  Entfernung  gelegenen  Punkten 

nicht  die  Vertheilung,  sondern  nur  die  Grösse  und  Sichtung 

der  Resultirenden  dieser  Kräfte  Einfluss  haben.    Diese  Resul- 

tirende  liegt  parallel  der  Z- Axe  und  hat  die  von  R  nicht  abhängende 

Grösse 

jr=4  5rn(c- c);  (160'") 

eine  gleich  grosse  und  entgegengesetzt  gerichtete  müssen  die  Kräfte 
ergeben,  welche  zur  Erhaltung  des  Gleichgewichtes  in  unendlich 
fernen  Punkten  z.  B.  auf  einer  unendlich  grossen  Kugelfläcbe  an- 
zubringen sind. 

Drückt  man  n  durch  K  aus,  so  erhält  man  das  Resultat: 
Uebt  man  auf  einen  zum  Coordinatenanfang  gewählten 
Punkt   eines   unendlichen  Mediums  eine  Kraft  K  parallel 
der  Z-Axe  aus,  so  haben  die  dadurch  hervorgebrachten  Ver- 
rückungen die  Werthe: 

_   Kic  +  e')xx         ^    K{e  +  e')yx  _  K ((c  +  e') x*  -\-  (Sc-cQr*) 

^"  87ic(c-cOr"    ^"SticCc-cV   ^  ""  Snc(e-W)r'  '  ^      ^ 

Da  die  Gleichungen  der  Elasticität  linear  sind,  so  kann  man 
den  Fall  der  Wirksamkeit  mehrerer  fijräfte  mit  beliebigen  Rich- 
tungen und  Angrififspunkten  aus  den  vorstehenden  einfachen  durch 
Superposition  gewinnen.  Hierzu  bemerke  man  zunächst,  dass  die 
oben  erhaltenen  Formeln,  übertragen  auf  den  Fall  einer  beliebig 
gerichteten  Kraft  ÜT^  mit  den  Componenten  Z^,  F^,  Z^  und  den 
Coordinaten  rr,^,  ^^,  *^  ihres  AngriflFspunktes  die  Gestalt  annehmen: 

(c  +  c')(x  -  x^){Xn(x  -  Xf,)  +  n(y  -  yO  +  ^(*  -  «»))  +  (3c  -  o')X*rfc»    , .  ^^ ^ 

U  = V- 1 (iDl  1 

u.  s.  f.,  wobei  r^'  =  {x — xj*  +  (y  —  yj)*  +  {x  —  xj  ist  Die  Summe 
über  diese  Ausdrücke  für  alle  wirkenden  Kräfte,  d.  h.  für  alle  ä, 
giebt  direct  die  dem  allgemeinen  Problem  entsprechenden  Lösungen. 
Dieselben  werden  nach  dem  oben  Gesagten  in  unmittelbarer 
Nähe  eines  Angriffspunktes  ihren  Sinn  verlieren;  sie  behalten  ihn 
aber  im  ganzen  Räume,  wenn  die  Kraft  derartig  stetig  auf  das 
Volumen  des  Körpers  vertheilt  ist,  dass  auf  das  einzelne  Raum- 
element  nur   ein  unendlich  kleiner  Antheil  kommt;   hier  ist  dann 
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Xf^  mit  X'dkf  Y^  mit  Y'dk,  Z^  mit  Z'dk  zu  vertauschen,  wobei  dann 
A",  y,  Z'  auf  die  Volumeneinheit  bezogen  sind,  und  die  Summe 
durch  ein  Integral  zu  ersetzen.  Es  ist  klar,  dass  auf  diese  Weise 
die  Lösung  eines  sehr  allgemeinen  Problemes  gefunden  ist;  doch 
mögen  die  betreflfenden  complicirten  Formeln  hier  nicht  aufgeführt 
werden.  — 

2.  Der  im  Vorstehenden  eingeschlagene  Weg  der  Zerlegung  der 
Verrückungscomponenten  in  die  von  q>  und  Uj  V,  W  resp.  A,  jw,  v 
abhängigen  Theile  ist  in  anderen  Fällen  gleichfalls  von  grossem 
Nutzen.  Es  giebt  indessen  auch  Probleme,  bei  denen  ein  derartiges 
Verfahren  einen  erheblichen  Umweg  bedeuten  würde.  Das  folgende 
praktisch  wichtige  Beispiel  möge  dies  erläutern. 

Auf  S.  511  sind  für  eine  specielle  homogene  Deformation  die 
Werthe  der  Deformationsgrössen 

«:r  =  2^y  =  A>,       \=—^P,       2/,  =  0,       «,  =  0,       X^  =  Q        (162) 

erhalten,  denen  die  Druckcomponenten 

^;  =  0»     ^y  =  Ot     Z^^p,     y,  =  0,     Z,  =  0,     X^  =  0   (162') 

entsprechen.  Dabei  sind  A  und  A'  die  durch  (140')  definirten  Mo- 
duln, 7>  ist  der  parallel  der  Z-Axe  wirkende  constante  Druck,  durch 
welchen  die  Deformation  zu  erhalten  war.  Dsl  X  ,  Y ,  X  ver- 
schwinden,  so  konnte  man  den  Körper  durch  eine  beliebige  zur 
Z-Axe  parallele  Cylindertiäche  begrenzen,  auf  die  keine  Drucke 
ausgeübt  wurden. 

Man  kann  diese  Lösung  verallgemeinern,  indem  man  das 
constante  jf  mit  einer  Function  von  x  und  y  vertauscht, 
wenn  nur  die  so  erhaltenen  Ausdrücke  für  x^,  .  ,  .  x^  auf  ein 
System  ?*,  v,  w  zurückführbar  sind. 

Eine  solche  Function  ist,  wie  sich  zeigen  wird,  der  Ausdruck 
nx  (oder  ny\  unter  n  eine  Constante  verstanden.  Auch  bei  dieser 
Einführung  lässt  sich  der  deformirte  Körper  durch  eine  der  Z-Axe 
parallele  Cylindertiäche  begrenzen,  aber  die  einzelnen  Elementar- 
taden des  betr.  Cylinders  sind  jetzt  nicht  mehr  in  gleicher  Stärke, 
sondern  verschieden  gespannt,  der  Cylinder  ist  nicht  einfach  ge- 
dehnt, sondern,  wie  sich  zeigen  wird,  gebogen. 

Um  w,  «,  w  der  gemachten  Verfügung  entsprechend  zu  bestimmen, 
hat  man  zunächst  die  Beziehungen 

•^r  =  i»     =  A  //  iT,      /y,^  =      -  =  A  //  Xy      ■^^  —  :,     =  —  A  //  X 

^       ax  '      '^y       d  y  *       ox 
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zu  benutzen,  aus  denen  folgt: 

u=\Nnx^  +  fy{^yZ),v  =  Nnxy  +  f.{zjx)^  w==  —  Nnxx  +  f^{x,y\  (163) 

unter  f^  vorläufig  unbekannte  Functionen  verstanden.     Für  letztere 
ergeben  die  Formeln  y^  =  0,  ^^  =  0,  aj^^  =  0  die  Bedingungen: 

Eliminirt  man  aus  den  letzten  beiden  Gleichungen/",,  so  erhält  man 

dxdy        dxdz  ' 

was  zusammen  mit  der  nach  x  differentiirten  ersten  Formel  (163')  auf 

^'^'    =0.      Ä-  =  0  (163") 


dxdy  '        öxö* 

führt;  die  Combination  dieses  Resultates  mit  einer  der  letzten  beiden 
nach  y,  resp.  nach  %  differentiirten  Gleichungen  (163')  ergiebt  auch: 

Hiernach  müssen  die  /"^  die  Gestalten  besitzen: 

/;  =  H, +  z. +  a,    /;  =  z. +  E. +  /^    A  =  Z, +  H. +  6-, 

in  denen  die  Z^^,  H;^,  Z^  Functionen  von  x,  von  y,  von  ^  allein 
und  Uf  b,  G  Constanten  bezeichnen. 

Geht  man  mit  diesen  Ansätzen  in  die  Bedingungen  (163')^  so 
erhält  man  leicht  die  Ausdrücke: 

Hl  =  /t/  —  |A'n«/%     Z,  =  mz  +  ^Am\ 
Z,  =  —  kz,     Z,  =  —  Ix,     E,  =  —  mx,     H,  =  +  ky, 

in  denen  Z,  w,  k  Constanten  sind.  Unterwirft  man  schliesslich  noch 
die  jetzt  construirten  Lösungen  ?/,  r,  w  den  Befestigungsbedingungen 
(132%  so  werden  dadurch  alle  die  Integrationsconstanten  a,  b,  c, 
k,  /,  m  zu  Null  und  es  resultiren  die  sehr  einfachen  Ausdrücke 

w=^n(A'(a;' — y*)  +  A^'),     v^n^'xy,     m?  =  —  nAxz.      (164) 

Um  ihre  Bedeutung  zu  übersehen,  betrachten  wir  die  drei  zu 
den  Coordinatenebenen  parallelen  Ebenen 

x  =  A,    y  =  B,     z=  G  (164') 

in  ihrem  Verhalten  bei  der  Deformation.  Dieselben  gehen  nach 
S.  502  über  in  drei  Flächen  von  den  Gleichungen: 

^.  +  i«(A'2/.'-AO=  ^«(t  +  InKA), 
y,  =  ß{l  +  hKx,),     z,  =  C(l  — nAa;,). 
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Die  beiden  letzten  Formeln  stellen  Schaaren  von  Ebenen  dar, 
deren  erste  durch  die  Gerade  2/,  =  0,  a:,  = — IjnNj  deren  letzte 
durch  die  Gerade  jc,  =  0,  x,  =+l/wA  hindurch  geht;  die  erste 
Formel  liefert  eine  SattelHäche,  die  beide  Ebenenschaaren  orthogonal 
schneiden  muss,  weil  nach  (162)  1/2  =  0,  «^^  =  0,  x^  =  Q  ist,  also  die 
Winkel  zwischen  den  Eichtungen,  die  ursprünglich  den  Coordinaten- 
axen  parallel  waren,  sich  bei  der  betrachteten  Deformation  nicht 
ändern.  Der  geometrische  Ort  aller  Punkte  der  Satteltiäche,  welche 
die  gleiche  x-Coordinate  besitzen,  ist  eine  Hyperbel  von  der  Glei- 
chung Ny*  —  A  ^,'  =  Const. 

Die  Gerade,  welche  ursprünglich  in  die  Z-Axe  fiel,  ist  durch 
die  Parameter  ^  =  0,  5  =  0  charakterisirt;  sie  nimmt  nach  S.  502 
in  Folge  der  Deformation  eine  Gestalt  an,  gegeben  durch 

x,=^\nNx:,     t/,  =  0,  (164'") 

d.  h.  die  eines  Parabelbogens,  der  bei  massigen  Werthen  «,  von 
einem  Kreisbogen  mit  dem  Radius  R=  1/nA  nicht  merklich  ab- 
weicht. 

Begrenzt  man  den  deformirbaren  Körper  ausser  durch  eine  belie- 
bige Cylinderfläche  noch  durch  zwei  zu  jener  normale  Querschnitte  0, 
80  sind  auf  sie  wegen  X^  =  0,  F^  =  0,  Z^  =  nx  normale  Drucke  auszu- 
üben, um  die  Deformation  zu  erhalten,  und  zwar  Z  =  —  nx  auf  der 
positiven,  Z  =  +  na:  auf  der  negativen  Grundfläche. 

Legt  man  den  Coordinatenanfang  in  den  Schwerpunkt  eines 
Querschnittes,  die  Coordinatenaxen  in  dessen  Hauptträgheitsaxeu,  so 
ist  nach  S.  206  und  215: 

\xdq  =  0,         lyd(i  =  Of        j  zydq  =  0. 

In  diesem  Falle  liefern  die  (auf  die  Fläche  Eins  bezogenen)  Drucke  Z 
i^eder  eine  Resultirende  noch  ein  Moment  um  die  X-Axe,  sondern 
nur  ein  Drehungsmoment  M  um  die   F-Axe  von  der  Grösse: 

M  =  ±  n  l  x^  dq  =  ±  n  QxJ. 

Ist  die  Länge  des  Cylinders  gross  gegen  seine  Querdimensionen, 
so  wird  auf  dem  grössten  Theil  seiner  Länge  die  Deformation  die 
oben  behandelte  sein,  wenn  die  Vertheilung  der  äusseren  Drucke 
auf  die  Endquerschnitte  zwar  nicht  dem  Gesetz  Z  =  ±nx  entspricht, 
aber  doch  die  Eigenschaft  hat,  keine  Resultirende  und  kein  Moment 
um   die  A'-Axe  zu  liefern,   und   es   wird  dabei  n  nach  der  Formel 

n  =  MlQxJ  (165) 

durch  das  auf  das  positive  Ende   des  Cylinders  ausgeübte  Moment 
bestimmt  sein. 

34* 
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Wir  sind  sonach  zu  folgendem  Satz  gekommen. 

Werden  auf  die  beiden  Endflächen  eines  Cylinders 
von  beliebigem  Querschnitt  0  entgegengesetzt  gleiche  Dre- 
hungsmomenteif  um  eine  derHauptträgheitsaxen  durch  den 
Schwerpunkt  des  Querschnittes  mit  dem  Trägheitsradius  x^ 
ausgeübt;  so  wird  dadurch  der  Cylinder  so  gebögen,  dass 
seine  Schwerpunktslinie  einen  Kreisbögen  von  dem  Radius 

Ä=  OXyVl/A  (165') 

bildet,  unter  A  den  Dehnungsmodul  der  Substanz  ver- 
standen. .  . 

Gemäss  den  Formeln  (164)  bleiben  die  zuvor  ebenen 
Querschnitte   eben,   werden  aber  in  ihrer  Ebene  verzerrt 

Die  gesammte,  die  (gleichförmige)  Biegung  begleitende 
Deformation  hängt  allein  von  den  beidenElasticitätsmoduln 
A  und  A'  ab,,  auf  welche  die  einseitige  Dehnung  eines  Cy- 
linders führte.  — 

Man  kann  die  Voraussetzungen  der  vorstehenden  theoretischen 
Entwickelungen  angenähert  realisiren,  indem  man  den  Cylinder  auf 
zwei  parallele  horizontale  Schneiden  so  auflegt,  dass  an  beiden  Seiten 
Stücke  von  gleichen  Längen  /  überstehen,  und  an  deren  Enden  gleiche 
Gewichte  P  anbringt;  in  diesem  Falle  erfahren  die  unterstützten 
Querschnitte  keine  resultirenden  Kräfte,  da  die  Reactionen  der  Unter- 
lagen die  Wirkungen  der  Gewichte  aufheben,  und  von  Drehungs- 
momenten nur  solche  um  eine  horizontale  Axe  von  den  Grössen 
±  l  P'  Liegt  also  die  eine  Hauptträgheitsaxe  des  Cylinderquer- 
schnittes  horizontal,  so  sind  für  den  Theil  des  Cylinders  zwischen 
den  beiden  Unterstützungen  die  obigen  Voraussetzungen  erfüllt;  dabei 
ist  M^IP,  also  n  =  lP/Q xj. 

Der  Beobachtung  zugänglich  ist  sowohl  die  Hebung  h  des  mitt- 
leren Querschnittes  über  die  beiden  unterstützten,  als  auch  die  gegen- 
seitige Neigung  x  der  beiden  unterstützten  Querschnitte  in  Folge  der 
Biegung.  Ist  die  Länge  des  Cylinders  zwischen  den  beiden  Unter- 
stützungspunkten gleich  L,  so  gelten  für  k  und  x  die  aus  (164)  leicht 
erhältlichen  Formeln: 

/,=  i.nAL   =  g^--,      ;.  =  nAL=     ^-^-;  (165) 

die  bezüglichen  Beobachtungen  können  also  zur  Bestimmung  des 
Dehnungsmoduls  A  dienen. 

Eine  andere  Anordnung  zur  Herstellung  der  Biegung  eines 
Cylinders  ist  die,  dass  man  den  Cylinder  auf  zwei  Schneiden  auf- 
legt und  in  der  Mitte  belastet    Dieser  Fall  ist  aus  dem  Vorstehenden 
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dann  abzuleiten,  wenn  die  Querdimensionen  des  Cy linders  so  klein 
gegen  seine  Länge  sind,  dass  man  die  einzelnen  Längselemente  als 
Stabe  der  oben  behandelten  Art  betrachten  kann.  Die  hier  ent- 
stehende Biegung  ist  aber  eine  ungleichförmige. 

§  47.    Mechanik  elastiBcher  Körper.     Die  allgemeinen  Formeln  fiir 

Potential-   und    DrillungBBchwingungen;    der   specielle   Fall   ebener 

Wellen;  transverBale  Schwingungen  eines  gespannten  Fadens. 

Die  Hauptgleichungen  für  die  Bewegungen  in  einem  elastischen 
Medium  bilden  wir  aus  (129)  durch  Einsetzen  der  Werthe  (128)  der 
Druckcomponenten  und  erhalten  so  folgendes  System: 

e^=eY+l{o^r:)Jv+Uc  +  c')^^^^~,  (166) 

«  ^^T  =  «  Z  +  ^(c  ■-  6-')  Aw+  |(c  +  c) -f^  ' 

Von  der  Einwirkung  äusserer  Kräfte  wollen  wir  absehen,  weil 
dieselben  auf  die  Bewegung  einen  Einfluss  nur  in  dem  kaum  Yor- 
kommenden  Falle  haben,  dass  sie  selbst  zeitlich  variiren ;  wir  setzen 
^so  fernerhin: 

Auf  die  Bedingungen,  denen  die  Verrtickungen  an  der  Ober- 
tiäche  des  elastischen  Medium  unterliegen,  wollen  wir  hier  noch 
nicht  eingehen;  es  kommen  sonach  fiir  uns  ausser  den  vorstehenden 
Hauptgleichungen  nur  noch  die  Festsetzungen  über  den  Anfangs- 
zustand in  Betracht,  dahin  lautend,  dass  für  ^  =  0 

gegebene  Functionen  der  Coordinaten  sind. 

Wie  wir  in  dem  vorigen  Abschnitt  die  Verrückungen  u,  v,  w  für 
einen  beliebigen  Zeitmoment  in  die  beiden  Theile  Potentialverrückung 
und  Torsionsverrückung  zerlegt  haben,  indem  wir  setzten: 

U  =  U^  +  II,,  V  =  Vi  +  v^,  w  =  w^  +  u\, 

dq>  d(p  dq>  f^aa"\ 

SO  können  wir  auch  die  Aufangswerthe  zerlegt  denken  und  setzen: 
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^^'  ^  dy        dx^^^^dx        dx'^''^~dx       dy'     dx  '^  dy '^  dx    "     ' 

u  =  ^l^'  +  w/,  v'  =  y/  +  v,',  i£;'  =  m;/  -f  t£?/, 

ox  dy  ox  ' 

"•  "    öy        dx'   '^^"  dx"  dx  '    ^'  ~  aa?        öy'     öx  "^  öy  "^  ö^    "" 

Hierin  bezeichnen  (p%  [J**,  F",  TP  die  Anfangswerthe  des  Defor- 
mationspotentiales  und  der  Drillungsfunctionen,  qp',  ^7',  V  W  die 
Anfangswerthe  ihrer  resp.  Diflferentialquotienten  nach  der  Zeit  oder 
ihrer  Geschwindigkeiten. 

Da  die  Grössen  u^^  u^%  w/  w/  u.  s.  f.  Ton  einander  vollständig 
unabhängig  gegeben,  z.  B.  alle  mit  Ausnahme  einer  einzigen  gleich 
Null  sein  können,  und  da  die  Gleichungen  sämmüich,  linear  sind,  so 
ergiebt  sich,  dass  die  u,  VyW  in  je  vier  Theile  zerfallen  müssen,  von 
denen  ein  jeder  nur  von  einer  dieser  willkürlichen  Functionen  ab- 
hängt. Wir  werden  demgemäss  auch  die  Potential-  und 
die  Torsionsbewegungen  gesondert  betrachten  können. 

Behandeln  wir  zunächst  die  Potentialverrückungen  «„  t\,  tc, 
und  berücksichtigen  die  Beziehungen,  welche  dieselben  definiren,  so 
nehmen  die  Gleichungen  (166)  die  Gestalt  an: 

d'u,  .  d   (    d'(p  A     \       n 


_ 

woraus  wir  schliessen,  dass 


eine  nur  von  der  Zeit  abhängige  Grösse  sein  muss;  da  eine  Function 
der  Zeit  allein  nach  der  Definition  des  Deformationspotentiales  ff  auf 
die  Werthc  der  Verrückungen  u,  v,  w  nicht  influirt,  so  können  wir 
jene  Grösse  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  in  d^tpjdf  hinein- 
gezogen denken  und  schreiben: 

,^^l=oA^.  (167-) 

B(5achten   wir,  dass  sich  aus  dieser   Formel  durch  zweimalige 
Differentiation  nach  x,  </,  ;;;  und  Addition  der  Besultate  ergiebt 
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berücksichtigen  wir  ferner,  dass  selbst  bei  gleichzeitigem  Vorhanden- 
sein von  Drillungsdeformationen  die  räumliche  Dilatation  doch  nur 
von   den  Potentialdeformationen  abhängt,   gemäss  der  Beziehung 

Aff^Ü,  (167") 

so    erhalten   wir   ganz   allgemein  für  die  räumliche  Dilatation   die 

Gleichung:  ., 

€^|-  =  cJö-.  (167'") 

Wenden  wir  uns  nun  zu  den  Torsionsverrückungen  u„  v„  w, 
und  bedenken,  dass  sie  keinen  Antheil  an  f^  geben,  so  erhalten  wir 
aus  (166): 

*??  =  ^ (''-"') ^"•'    «|'?=i(«-«')^"..    t^l'=\{e-c)Aw,    (168) 

oder  nach  Einführung  der  Werthe  (166"): 

ö'  (BW       dV\       ,  ,         .s   aIöW        dV\ 

ö'  (BV       8U\       ,  ,         ',  a(  SV        BU\ 

Da  die  in  jeder  einzelnen  Gleichung  vorkommenden  Diflferential- 
^luotienten 

dW         .     dV  dU        ^    dW  dV         .     dtJ 

-^—  und  -X—,         -^-  und  -— ,         -  —  und  -— 

oy  öx  ox  ox  ox  oy 

>ron  einander  unabhängig  sind,  zerfallen  diese  Formeln  in  drei  Paare 
^on  der  Gestalt: 

Diese  sechs  Formeln  sagen  aus,  dass  die  Aggregate 

drei  resp.  nur  von  x  und  t,  von  y  und  t,  von  z  und  i  abhängigen 
Functionen  gleich  sein  müssen.  Da  aber  nach  der  Definition  der 
Torsionsverrückungen  in  (166")  solche  Functionen  auf  die  Werthe  der 
Verrückungen  ohne  Einfluss  sind,  können  wir  dieselben  ohne  Be- 
schränkung der  Allgemeinheit  in  d'Uldt%  ö*F/ö/',  d'W/dt'  hinein- 
gezogen  denken  und  daher  schreiben: 

*T^  =  H«-«')^  f^.  « -??-  =  W-o')^  V>   «  ^'=  \{o-e:)AW.  (168") 
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Wegen  der  Beziehungen  (150")  Jt7=-2A,  JF  =  -2iu, 
AW  =^'-'2v  gilt  schliesslich  auch: 

€  ö ,f  =  i (c - c) ^X,    «  ^^^  =  i (c - c )  J/i,   « l';  =  ^ (<=  - c )  J  r .    (1 68'") 

Die  Gleichungen  (167),  (167'),  (167"),  (168),  (168"),  (168'")  fallen 

unter  dieselbe  Form  m/k 

^^!=«M0,  (169) 

und  wir  behandeln,  indem  wir  diese  integriren,  zugleich  die  Gesetze 
für  das  Deform ationspotential  tp,  die  Drillungsfunctionen  U,  F,  W^ 
für  die  Verrückungscomponenten  w,  v,  w,  für  die  räumliche  Dila- 
tation &  und  für  die  Drillungscomponenten  k,  [jl,  v]  nur  hat  die 
Constante  a  nicht  in  allen  Fällen  den  gleichen  Werth.  Des  be- 
quemeren Ausdruckes  wegen  wollen  wir  aber  weiterhin,  was 
auch  den  wichtigsten  Fällen  entspricht,  0  eine  Verrückung, 
dipföt  eine  Geschwindigkeit  nennen. 

Sind  die  Anfangswerthe  von  <p  und  ö0/ö^  in  parallelen  Ebenen, 
die  wir  der  XF- Ebene  parallel  denken  wollen,  constant,  und  sind 
auch  etwaige  Oberllächenbedingungen  längs  solcher  Ebenen  in  con- 
stanter  Weise  gegeben,  so  wird  nach  Symmetrie  0  und  ö0/ö/ 
jederzeit  in  diesen  Ebenen  constant,  also  nur  von  t  und  z  abhängig 
sein.  Die  Gleichung  (169)  reducirt  sich  nach  den  gemachten  An- 
nahmen auf: 

Wir  bemerken  beiläufig,  dass  diese  Gleichung  zugleich  ein  an- 
deres wichtiges  Problem  umfasst,  nämlich  dasjenige  der  trans- 
versalen Schwingungen  eines  absolut  biegsamen  Fadens, 
welcher  durch  ein  Gewicht  gespannt  ist,  und  den  man  eine 
Saite  zu  nennen  pflegt  (obgleich  seine  Eigenschaften  diesem  Namen 
nicht  ganz  entsprechen).     Wir  wollen  dies  kurz  begründen. 

Sei  der  Faden  von  der  Länge  /  ursprünglich  parallel  der  Z-Axe 
ausgespannt  und  während  des  Bewegungszustandes  unendlich  wenig 
aus  dieser  Richtung  entfernt,  sodass  sowohl  die  Verrückungen  u  und  r 
neben  /,  als  auch  ihre  Differentialquotienten  nach  x  neben  Eins  un- 
endlich klein  sind.  Dann  ist  an  jeder  Stelle  die  Spannung,  d.  h.  die 
Kraft,  die  sich  längs  des  Fadens  fortpflanzt,  nur  unendlich  wenig 
von  dem  angehängten  Gewicht  P  verschieden. 

Ein  Linienelement  da  des  Fadens  erleidet  durch  die  Spannung 
an  seinen  beiden  Enden  a  und  ß  Kräfte,  welche  je  in  der  Richtung 
des  Fadens  an  jenen  Stellen  liegen  und  nach  den  allgemeinen 
mechanischen  Gleichungen  die  Beschleunigungen  (Pujdt*,  d-vjdV 
oder  auch  d^  ujdt*,  d'vjdt^  hervorrufen,  gegeben  durch  die  Formeln: 
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€  Q Ss-^-  =  P (co8  [sy  x)ß  —  cos  {Sj x\,)i 

eQdif-^  =  P{cos{s,y)ß  -  C08(«,y)„); 

hierin  bezeichnet  €  die  Dichte,  Q  den  constanten  Querschnitt  des 
Fadens,  der  Index  a  bezieht  sich  auf  das  negative,  ß  auf  das 
positive  Ende  von  Ss.  Wegen  der  Kleinheit  von  du/ dz,  dv/dx 
sind  die  cos  {sjx)^  cos  {s,y)  mit  diesen  Werthen  selbst  identisch, 
und  es  wird: 

cos («, x)ß  —  cos  (s, x)a  =  ^  *«,     cos («, y)ß  —  cos (s, y\  =  ^-^,  Ss. 

Es  resultiren  demgemäss  aus  (169")  die  Gleichungen 

d*u  _  P  d'u  d*v  _  P  d^v  n«Q'"\ 

welche,  wie  gesagt,  unter  die  Form  von  (169')  fallen.  Bei  den 
weiteren  Entwickelungen  wollen  wir  zunächst  auf  die  Bedeutung 
dieser  Formel  flu:  das  Problem  der  Saite  keine  Rücksicht  nehmen.  — 

Da  die  Function  0,  um  deren  Bestimmung  durch  die  Haupt- 
gleichung (169')  es  sich  handelt,  nur  von  zwei  Variabein  ^  und  l 
abhängt,  so  können  wir  ihren  Verlauf  durch  eine  Darstellung  in 
einem  rechtwinkeligen  ebenen  Coordinatensystem  anschaulich  machen. 
Wählen  wir  die  von  einer  beliebigen  Anfangsebene  gerechnete  Co- 
ordinate  x  zur  Abscisse,  das  a- fache  der  von  einem  beliebigen  An- 
fang gerechneten  Zeit  t  zur  Ordinate,  so  respräsentirt  ein  Punkt  p 
der  ZT-,  genauer  der  ZaT- Ebene,  den  Zustand  einer  bestimmten 
Wellenebene  zu  einer  bestimmten  Zeit.  Die  Zustände,  welche  die- 
selbe Ebene  zu  verschiedener  Zeit  durchläuft,  sind  durch 
die  Punkte  einer  verticalen  Geraden,  die,  welche  verschiedene 
Ebenen  zu  derselben  Zeit  aufweisen,  durch  die  Punkte  einer 
horizontalen  Geraden  dargestellt. 

Das  Bereich  der  ZT- Ebene,  in  dem  sich  der  zu  untersuchende 
Vorgang  abspielt,  ist  je  nach  der  Art  des  Problemes  verschieden. 
Wird  z.  B.  die  Bewegung  von  einer  als  ^  =  0  zu  wählenden  Zeit  ab 
im  ganzen  Räume  untersucht,  so  ist  die  ^  >  0  entsprechende  Halb- 
ebene heranzuziehen;  handelt  es  sich  dagegen  um  die  Bewegung 
im  Halbraume  ^>0  fiir  — cx?<^<+cx?  in  Folge  gegebener  Vor- 
gänge an  der  Ebene  «  =  0,  so  ist  die  Halbebene  x  >  0  zur  Dar- 
stellung zu  benutzen. 

In  jedem  Falle  wird  das  betreffende  Bereich  begrenzt  durch 
Curven  (oben  t  =  0,  resp.  «  =  0),  fiir  welche  specielle  Angaben  über 
das  Verhalten  von  0  vorliegen,  und  die  Aufgabe  ist,  aus  diesen 
Angaben   mit  Hülfe  der  allgemeinen  Gleichung  (169')  den 
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Werth  von  O  in  einem  beliebigen  Punkt  j)  des  Bereiches, 
d.  h.  also  in  einer  beliebigen  Ebene  z  und  zu  einer  beliebigen 
Zeit  t  abzuleiten. 

Wir  behandeln   sie  am  bequemsten  und  anschaulichsten  durch 
Einführung  zweier  neuer  Variabein  |  und  ?;  durch  die  Beziehungen 

|  =  lr^',     ,/  =  ^,  (170) 

welche  nach  z  und  t  aufgelöst  lauten: 


,-—     9 


]/2  ]/2 

Aus  ihnen  folgt: 

Ö0  1        /Ö0  ö<t>\  Ö0  1        /d0      .      00 


\  aV      ö  iJ '      7^  ~  |/2  ("öV     ^i 


adi  1/2 

oder  umgekehrt: 

d^    "   y^   [dx        äö7J'         dfi  "    )/2 
ebenso  weiter: 


[dx         adi) 


(1701 


(170") 


Die  von  uns  zu  integrirende  Gleichung  (169')  nimmt  hierdurch  die 
Form  an:  ..^ 

Die  geometrische  Darstellung  unseres  Problemes  erleidet  durch 
die  Einführung  der  neuen  Variabein  |  und  f/  nur  insofern  eine  Aen- 
derung,  als  die  betrachteten  Punkte  p  der  ZT'- Ebene  auf  ein  Coordi- 
natensjstem  bezogen  werden,  dessen  Axen  S  und  H  die  Winkel 
zwischen  der  Z-  und  «T-Axe  halbiren  (s.  Fig.  48);  zugleich  wird  aber 
die  Differentialgleichung  auf  eine  Form  gebracht,  welche  durch  Multi- 
])lication  mit  d^dt]  und  durch  Integration  über  irgend  ein  Flächen- 
stück F  der  ä//- Ebene,  d.  h.  durch  Berechnung  des  Integrales 

iF) 

eine  endliche  Relation  zwischen  den  auf  verschiedene  Stellen  bezüg- 
lichen Werthen  O,  d^ldt  und  öO/ö^  abzuleiten  gestattet.  Bei  der 
Anwendung  hat  man  die  Flächenstücke  F  so  zu  wählen, 
dass  nach  ausgeführter  Integration  ausser  dem  gesuchten 
0  nur  noch  gegebene  Werthe  in  der  Gleichung  auftreten. 
Die  folgenden  Abschnitte  bringen  die  Anwendung  dieser  Methode 
auf  verschiedene  wichtige  Probleme  der  Elasticitätslehre. 


//, 
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§  48.   Mechanik  elastischer  Körper.    FortpflanzTing  ebener  Wellen  in 
einem  allseitig  unbegprenzten  Medium,   sowie  transversaler  Schwin- 
gungen längs  eines  unendlichen  gespannten  Fadens. 

Das  einfachste  Problem,  für  das  die  oben  aus  einander  gesetzten 
Htilfsmittel  zur  Anwendung  kommen,  resultirt,  wenn  neben  der 
Sa.aptgleichung 

resp. 


=  a 


df 


dx* 


d^dfi 


=  0 


z 


keinerlei  Grenzbedingungen,  sondern  nur  noch  Anfangsbedingungen 
Vorgeschrieben  sind.  In  der  oben  festgesetzten  Ausdrucksweise  lautet 
dasselbe  folgendermaassen: 

In  einem  unendlichen  homogenen  elastischen  Medium 
Bei  für  t  =  0  sowohl  0  =  (p^iz)  als  d^jdt  =  <i>'{z)  vorgeschrie- 
V>en;   es   soll   der  Zustand 
des  Mediums  für  alle  spä- 
teren     Zeiten      bestimmt 
AVerden. 

Das    Bereich     der    ZT- 
Ebene,    in    welchem    sich    in 
diesem  Falle  der  Vorgang  ab- 
spielt, ist,  wie  schon  oben  be- 
merkt,  die   Halbebene   t  >  0, 
und   unsere   Aufgabe    ist   die 
Berechnung  des  Werthes  von 
0  für  eine  beliebige  Stelle  jf 
aus  den  längs  der  Abscissen- 
axe     <  =  0     vorgeschriebenen 

Werthen.  Dies  lässt  sich  erreichen  durch  Anwendung  der  Gruiid- 
formel  (171')  auf  das  rechtwinklige  Dreieck  ppiP^j  welches  durch 
zwei  Parallele  zur  S-  und  /f-Axe  vom  Punkt  p  aus  und  durch  die 
Z-Axe  begrenzt  wird  (Figur  48). 

Führen  wir  in  (171')  zunächst  die  Integration  nach  rj  aus,  so 
werden  damit  die  Werthe  0*0/0^ ö 7/  längs  einer  Parallelen  zur 
H'Axe,  z.  B.  längs  q^q^,  summirt.     Das  Resultat  ist: 

Das  erste  Integral  ist  in  der  That  längs  einer  Parallelen  zur 
^-Axe  zu  nehmen,  das  zweite  aber  längs  der  Z-Axe.     Daher  er- 


Fig.  48. 
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setzen  wir  in  letzterem  nach  geometrischer  Anschauung  rf|  durch 
dz  1^2  und  ö0/ö^  durch  seinen  Werth  aus  (170')  und  erhalten  so: 

(p)  (Pi) 

Hierin  lässt  sich  die  Integration  der  ersten  zwei  Glieder  aus- 
führen und  ergiebt,  wenn  man  die  Werthe  von  0  an  den  Stellen 
P>  Pn  Pt  init  0,  01,  0,  bezeichnet: 

0.  -  0  -  U<i>.  -  4>0  +  ,'«/|?  ^^^  =  0 

iPx) 

oder 

0  =  |(0,  +  0.)+  LJI^rf^. 

iPx) 

Wir  bedenken  nun,  dass  längs  der  ganzen  Z-Axe,  d.  h.  für  if  =  0, 

0  =  0^         ^^  =  0' 

H'  H',  dt  ^ 

gegeben  ist;  die  gefundene  Gleichung  drückt  also  den  Werth  von 
0  an  der  Stelle  p  aus  durch  die  gegebenen  Werthe  von  0"  in  den 
Schnittpunkten  j)^  und  p^  der  durch  p  gelegten  Parallelen  zur  S- 
und  zur  H-Axe  mit  der  Z-Axe  und  durch  alle  zwischen  diesen 
Punkten  liegenden  Werthe  0'. 

Berücksichtigt  man,  dass,  wenn  die  Stelle  p  der  Abscisse  x  und 
der  Zeit  t  entspricht,  p^  die  Abscisse  [z  —  n  t),  ;>,  die  Abscisse  {x  +  at) 
besitzt,  so  kann  man  die  letzte  Formel  auch  schreiben: 

B  +  at 

0(^,  t)  =  ^(a>\z  ^ai)  +  0^(»  +  at))+  ■^/4>'W^*-       (172) 

Nach  dem  erhaltenen  Resultat  und  in  Uebereinstimmung  mit 
S.  534  besteht  0  (z,  t)  aus  zwei  Theilen,  von  denen  der  eine  nur 
von  0',  der  andere  nur  von  0'  abhängt;  wir  können  also  setzen: 

wo  die  beiden  Theile  die  Eigenschaft  haben,  dass 

für  ^  =  0     und     —  co  <  z  <  +  oo     gilt: 


(172") 


Der  erste  Theil  von  O  ist  gegeben  durch: 

<l>,  =  i  (O."  +  O.")  =  i  (<t)"(«  +  a  <)  +  <l>°(»  -  * ')) •  (1 73) 
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Nach  dem  ersten  Werth  und  der  Fiftur  4S  wird  die  VerrOckung 
^O  der  Stelle  p  durch  das  Mittel  aus  den  Wertheo  an  den  Stelleu  /i, 
'"*<J  P,  gegeben,  welche  Punkte,  während  (  wächst  (also  /■  nach  fi  wan- 
<iert),  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  nach  beiden  Seiten  hin  (nach 
P,'  and  />,')  fortrücken.  Der  zweite  Ausdmck  spricht  dasselbe  Resultat 
in  der  Form  ans,  dass,  am  die  Verrücknng  an  jeder  Stelle  m 
jeder  Zeit  za  bestimmen,  das  ganze  Srstem  Ton  Aofaugs- 
verrückangen  4>*  in  halber  Stärke  nach  der  poaitiTen,  in 
halber  nach  der  negativen  Seite  bin  mit  der  Geschwindig- 
keit 1  zu  Terschieben  und  überall  die  Summe  der  an  die- 
selbe Stelle  gelangenden  Verräckungen  zu  nehmen  ist 

Das8  hierdurch  nicht  nur  eine  Deutung  der  Endformel,  sondern 
der  wirkliche  Vorgang  gegeben  ist,  erkennt  man  durch  Betrachtung 
des  specieUen  Falles,  dass  die  AnfangsrerrQckung  <t>*  nur  in  der 
amnittelbaren  Nähe  einer  Stelle  ^  =  z  einen  von  Null  verschiedenen 
Wertb  hat  Da  0°  eine  stetige  Function  Ton  x  sein  soll,  ist  dabei 
fllr  4>*  streng  genommen  ein  ^'erthsjstem  anzunehmen,  das  unmittel- 
bar vor  z  von  Noll  an  aufsteigt  und  nach  x  zu  Null  herabsinkt; 
wir  wollen  weiter  aber  immer  ^^ 

nur  von  dem  in  z  eintreten- 
den Mazimalwerth  sprechen. 
In  Folge  der  gemachten 
Annahme  ist  nun  0,  zu  jeder 
Zeit  (  überall  gleich  Null, 
mit  Aasnahme  der  Stellen, 
in  welchen 

^ 


x-at  =  z^     und    t  +  rt(=s?^ 

ist,  d.  h.  längs  der  beiden 
Geraden  qq\  und  q~i[,,  welche 
in  der  Figur  49  der  H-  und  Fig.  <9. 

H'k^^  parallel  durch  q  ge- 
legt sind;   dort  besitzt  die  Verrückung  den  halben  Worth  der  An- 
fangsverrUckung  in  q. 

Man  erkennt  also  deutlich,  wie  die  anfangliche  VerrOckung  an 
der  Stelle  q  verschwindet  und  statt  dessen  an  anderen  auftritt,  deren 
Entfernung  von  q  mit  der  Zeit  proportional  wächst  Man  drückt 
dies  Resultat  mit  den  Worten  aus,  dass  sich  die  Anfangsverrilckunn 
*"  nach  beiden  Seiten  hin  in  halber  Stärke  und  mit  der  Geschwindig- 
keit n  fortpflanzt 

Ist  noch  an  einer  zweiten  Stelle  r  eine  AnfangsverrUckuiig  vor- 
handen, 80  ist  deren  Fortpflanzung  durch  die  Geraden  rr^  und  t7. 
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gegeben;  sie  wird  durch  die  von  q  ausgehende  in  keiner  Hinsicht 
gestört. 

Jedes  beliebige  Verrückungssjstem  kann  man  nun  für  das  Stu- 
dium der  von  ihm  fortgepflanzten  Verrückungen  in  ein  System  solcher 
Einzel  verrückungen  zerlegen  und  erhält  dadurch  die  Bestätigung  des 
ausgesprochenen  Resultates,  welches  wir  in  den  Satz  fassen: 

In  einem  unendlichen  elastischen  Medium  pflanzt  sich 
eine  Anfangsverrückung,  welche  eine  Function  nur  einer 
Coordinate  ist,  mit  halber  Stärke  nach  deren  positiver, 
mit  halber  Stärke  nach  deren  negativer  Richtung  und  mit 
der  Constanten  Geschwindigkeit  a  fort  — 

Der  zweite  Theil  von  0  ist  nach  (172')  bis (172")  gegeben  durch 

<t>,,  =  lJ<i>'dx  =  l-J<i>\^d-.,  (174) 

ipi)  Z'-at 

woraus  durch  Differentiation  nach  t  auch  folgt: 

-Tt'  =  ^^*''  +  *^')  =  K^'(-  +  ^0  +  4>'(^  -  ^'0).  (174-) 

Vergleicht  man  die  letzte  Formel  mit  (173),  so  erkennt  man  das 
Resultat : 

Ebenso  wie  die  von  nur  einer  Coordinate  abhängige 
Anfangsverrückung  pflanzt  sich  in  einem  unendlichen 
elastischen  Medium  auch  eine  ebensolche  Anfangsge- 
schwindigkeit fort. 

Was  die  durch  die  anfängliche  Geschwindigkeit  erregte  Ver- 
rückung angeht,  so  lässt  sich,  indem  wir 

X 

lJ<i>'{:,)dx='K(^)  (174") 

ü 

setzen,  die  erste  Formel  auch  schreiben: 

^,1  =  i(X  (^  +  «  0  -  X  (^.  -  a  t)).-  (174'") 

Sie  spricht  das  Resultat  aus,  dass  man  in  unserem  Falle  die 
durch  eine  Anfangsgeschwindigkeit  O'  erregte  Verrückung  erhält, 
indem  man  eine  Art  Anfangsverrückung  von  der  in  (174")  definirten 
Grosse  X  (^)  zu  Hülfe  nimmt,  welche  proportional  ist  mit  der  Fläche, 
die  begrenzt  ist  von  der  durch  (t>'(^)la  gegebenen  Curve,  von  der 
Z-Abscissenaxe  und  von  den  z  =  0  und  ^^z  entsprechenden  Or- 
dinaten.  Diese  Anfangsverrückung  X(r')  muss  man  sich  dann 
nach  der  positiven  Seite  mit  dem  halben  negativen,  nach 
der  negativen  mit  dem  halben  positiven  Werthe  und  mit 
der  Geschwindigkeit  a  fortpflanzen  und  überall  summiren 
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lassen^  um  den  Werth  der   erregten  Verrückung   an  jeder 
Stelle  zu  erhalten. 

Dass  diese  Vorstellung  dem  wirklichen  Vorgang  entspricht,  er- 
kennt man  wiederum  am  besten  durch  Betrachtung  des  Falles,  dass 
die  Anfangsgeschwindigkeit  nur  in  unmittelbarer  Nähe  der  Stelle 
%  =  *  von  Null  verschieden  ist  Dann  hat  die  Function  X  (^)  den 
Werth  Null,  so  lange  «  <  ^  ist,  und  ist  constant,  etwa  gleich  C, 
für  z  >  r  .  Hieraus  folgt,  dass  in  der  Figur  49  die  durch  die  An- 
fangsgeschwindigkeit in  q  erregte  Verrückung  O,,  für  alle  Punkte, 
welche  zwischen  den  beiden  Parallelen  q^q\  und  ^  zur  H-  und  zur 
Ä-Axe  durch  q  liegen,  den  Werth  ^C  besitzt,  —  diese  Verrückung 
pflanzt  sich  also  nicht  eigentlich  fort,  sondern  breitet  sich 
mit  der  Geschwindigkeit  a  nach  beiden  Seiten  hin  aus.  Dies 
rührt  davon  her,  dass  im  Anfangszustand  das  ganze  Medium  eine 
Schwerpunktsgeschwindigkeit  besitzt,  welche  von  selbst  nicht  wieder 
verschwinden  kann. 

Ist  an  einer  zweiten  Stelle  r  eine  entgegengesetzte  Geschwindig- 
keit erregt,  welche  dem  obigen  Integral  &jlt  x>  x^  den  Werth  —  C 
ertheilt,  so  breitet  sich  von  dieser  Stelle  eine  entgegengesetzte  Ver- 
rückung aus,  welche  die  von  q  ausgehende  an  denjenigen  Stellen 
der  ZT- Ebene,  die  beide  erreichen,  aufhebt  Der  Vorgang  ist  in 
der  Figur  49  in  der  Weise  dargestellt,  dass  dasjenige  Bereich  der 
ZT- Ebene,  in  welchem  O^^  =  +  ^  C  ist,  vertical,  dasjenige,  in 
welchem  0^^  =  —  ^C  ist,  horizontal  schraffirt  ist. 

Jedes  System  von  Anfangsgeschwindigkeiten  kann  man  nun  in 
solche  auf  unendlich  kleine  Räume  beschränkte  Theile  zerlegen,  und 
darum  erscheint  die  oben  gegebene  Deutung  der  Formel  (174'")  be- 
rechtigt — 

Nachdem  wir  bisher  die  Bedeutung  von  O  ganz  offen  gelassen 
haben,  wollen  wir  dafür  nunmehr  die  einzelnen  Componenten  der 
Verrückung  wählen. 

Die  Gleichungen  (166")  reduciren  sich  durch  die  Annahme  ebener 
Wellen  normal  zur  Z-Axe  auf: 

u,  =  0,      t\  =  0,     w,  =  ^,      u,  =  -    ^y  ,       /^,  =  +   ^ - ,      m;.  =  0. 

Unter  der  gemachten  Voraussetzung  ergiebt,  wie  man 
sieht,  die  Verschiebungscompouente  parallel  der  Wellen- 
normale Z,  welche  man  longitudinal  nennt,  eine  Potential- 
deformation; für  sie  vertreten  die  allgemeinen  Gleichungen  (169) 
und  (169)  specialer  die  Bedingungen  (167),  (167')  und  (167"');  a'  hat 
dabei  die  Bedeutung  c/s. 
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Die  Componenten  normal  zur  Wellennormale  Z,  welche 
man  transversal  nennt,  geben  nach  denselben  Formeln 
Torsionsdeformationen;  für  sie  vertreten  also  die  allgemeinen 
Formeln  (169)  resp.  (169')  die  specielleren  (168),  (168")  und  (168'"); 
a"  hat  dabei  die  Bedeutung  von  (0  — ö')/26. 

Ganz  dasselbe  wie  für  die  Verrtickungs-  gilt  auch  für  die  Ge- 
schwindigkeitscomponenten. 

Wir  erhalten  daher  den  wichtigen  Satz: 

Sind  in  einem  durch  die  Elasticitätsconstanten  c  und  c 
definirten  unbegrenzten  Medium  in  Wellenebenen  belie- 
bige Anfangsverrückungen  und  Anfangsgeschwindigkeiten 
gegeben,  so  pflanzen  sich  die  longitudinalen  und  die  trans- 
versalen Componenten  mit  verschiedenen  Geschwindig- 
keiten fort;  erstere  mit  der  Geschwindigkeit 


'-]/-.■ 


letztere  mit  der  Geschwindigkeit 


«  =  ]/' 


2e 


In  (idealen)  Flüssigkeiten  wird  wegen  der  Beziehung  c  =  c  die 
letztere  Geschwindigkeit  gleich  Null;  in  ihnen  pflanzen  sich  trans- 
versale Verrtickungen  gar  nicht  fort,  denn  sie  erregen  dort  keine 
elastischen  Reactionskräfte;  die  longitudinalen  bringen  eine  cubische 
Dilatation  ß^  hervor,  die  sich  ebenfalls  mit  der  Geschwindigkeit 
a  r=z  y  cje  fortpflanzt. 

In  (idealen)  Gasen  ist  nach  S.  496  und  497  noch  specieller  c  =  px, 
wobei  p  den  Anfangsdruck  und  x  das  Verhältniss  der  beiden  speci- 
fischen  Wärmen  des  Gases  bezeichnet;  hier  gilt  dann  n  =  Yi^x/e, 
oder  bei  Einführung  der  Werthe  po  und  e«,  die  der  Temperatur 
von  0®  Celsius  entsprechen,  nach  (39')  auch  a  =  y/>oX(l  +  ar)/«,;  aus 
dieser  Formel  ist  die  Abhängigkeit  der  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit von  der  Temperatur  t  des  Gases  ersichtlicL  — 

Da  die  Potentialverrückungen  der  Fortpflanzungsrichtung  Z  par- 
allel sind,  so  kann  man  das  Medium  durch  eine  beliebige  der  Z-Axe 
parallele  starre  Cy linderfläche  begrenzen,  ohne  diese  Schwingungen 
zu  beeinflussen.  Allerdings  ist  zu  bedenken,  dass  Wände  von  ge- 
nügender Starrheit  in  praxi  nur  herstellbar  sind,  wenn  das  Medium 
ein  Gas  ist.  Für  die  longitudinalen  Schwingungen  eines  (idealen) 
Gases  in  einer  cylindrischen  (reibungsfreien)  Röhre  ist  hiemach 
das  Gesetz  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ebener  Wellen  ohne 
Weiteres  zu  übertragen. 


>$  48.    Einfache  Sinusscliwiiigungen.  545 

Hingegen  würde  es  durchaus  irrig  sein,  das  analoge  Gesetz  auf  die 
sogenannten  longitudinalen  Schwingungen  eines  Stabes  anzuwenden. 
Die  Th  eilchen  eines  solchen  schwingen  nämlich  bei  der  betreffenden 
Bewegung  im  Allgemeinen  nicht  parallel  zur  Stabaxe,  da  sich  die 
Querschnittselemente,  die  im  Laufe  des  Vorganges  longitudinal  com- 
l>rimirt  werden,  transversal  dilatiren  und  umgekehrt  Hierdurch  er- 
klärt es  sich,  dass  für  die  genannten  Schwingungen  zwar  die  allgemeine 
Gleichung  (169')  Gültigkeit  besitzt,  aber  mit  einem  anderen  Werth 
der  Constanten  a,  als  für  die  Fortpflanzung  ebener  Wellen  gilt  — 

Verstehen  wir  unter  0  eine  der  Componenten  der  transversalen 
VerrOckung  einer  Saite,  so  ergeben  die  Formeln  (169'")  das  weitere 
Kesultat: 

Auf  einer  unbegrenzten  Saite  von  dem  Querschnitt  Q 
und  der  Dichte  8,  welche  durch  die  Kraft  P  gespannt  ist, 
pflanzen  sich  die  transversalen  Verrückungen  fort  mit  der 
Geschwindigkeit  _ 

''  =  /^- 

Bisher  haben  wir  über  die  Gesetze  <^\x)  und  0'(«)  der  An- 
fangsverrückungen  und  Geschwindigkeiten  keinerlei  Voraussetzungen 
gemacht     Nehmen  wir  jetzt  aber  specieller  den  Werth 

(t)^(«)  =  ylsin^,  (175) 

80  stellt  sich  die  Anfangsverrückung,  als  Ordinate  zur  Abscisse  x  con- 
struirt,  durch  eine  Sinuslinie  mit  der  Periode  L  und  der  Amplitude  Ä 
dar;  die  fortgepflaüzte  Verrückung  O,  folgt  nach  (173)  dem  Gesetz: 

Oj  =  \A  [sin  -^ {x  +  at)  +  sin  -^  {x  —  a t)\  •  (175') 

Jeder  Theil  dieses  Ausdruckes  lässt  sich  durch  eine  mit  der  Ge- 
schwindigkeit a  nach  der  negativen  oder  positiven  Seite  fortschrei- 
tende Sinuscurve  repräsentiren  und  ergiebt  damit  eine  sogenannte 
fortschreitende  einfache  Sinusschwingung,  welche  jedem 
Punkte  X  =^  X  eine  periodische  Bewegung  mit  der  Schwingungs- 
dauer T=  L/a  ertheilt 

Zieht  man  in  (175')  beide  Theile  in  ein  Glied  zusammen,  so  er- 
hält man  die  Formel: 

O,  =  -4  COS  — y —  sm  —=— ;  (175) 

sie  giebt,  wie  O"  construirt,  gleichfalls  eine  Sinuscurve,  deren  sämmt- 
lichen  Ordinaten  mit  der  Periode  T-^Lfa  gleichzeitig  und  pro- 
portional wachsen  oder  abnehmen,  so  dass  also  die  isolirten  Stellen, 
welche  zu  irgend  einer  Zeit  die  Verrtickung  Null  haben,  auch  immer 
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ruhen.  Man  nennt  solche  Bewegungen  stehende  einfache  Sinus- 
schwingungen. L  heisst  die  zur  Schwingungsdauer  T  gehörige 
Wellenlänge;  zwischen  beiden  besteht  die  Beziehung: 

die  Wellenlänge  ist  also  gleich  dem  Weg,  über  welchen 
sich  eine  Verrückung  während  der  Zeit  einer  Schwingungs- 
dauer fortpflanzt 

An  einer  beliebigen  Stelle  x  =-  x^  findet  eine  Schwingung  mit 
der  Amplitude  Ä%m(2nxjL)  statt;  dieselbe  verschwindet,  wenn 

\-~2-^      (Ä  =  0,   ±1,  ±2,...) 
ist,  und  besitzt  den  grössten  Werth,  wenn 

iäA+lli-,      (fe  =  o,  ±1,  ±2,...);        • 


erstere  Stellen  nennt  man  Schwingungsknoten,  letztere  Schwin- 
gungsbäuche. 

Die  Geschwindigkeit 


sin  — w^  sin 


di  T  T  L 

besitzt  ihre  grössten  und  kleinsten  Werthe  an  denselben  Stellen,  wie 
die  Amplitude;  dagegen  wird  die  Dilatation 

00          .     2nA  2nt  2nx 

=  H p—  cos  —=--  COS  —7 — 


dx         '       LT 

am   grössten   in   den  Knoten  und  ist  dauernd   gleich  Null  in  den 
Bäuchen. 

Aehnliche  Betrachtungen,  wie  an  den  Werth  der  Anfangsver- 
rückung  0°(«)  =  ^  sin  fe  z,  lassen  sich  an  den  Werth  der  Anfangs- 
geschwindigkeit <i>\x)  =  Asinbx  knüpfen ;  sie  ergeben  indess  nichts 
wesentlich  Anderes,  als  im  Vorstehenden  besprochen  worden,  und 
mögen  darum  unterbleiben. 

§  49.     Mechanik  elastischer  Körper.    Ebene  Wellen  in  einem  durch 
eine  Ebene  begrenzten  Meditun;  der  einseitig  begrenzte  Paden. 

Während  wir  im  vorigen  Abschnitt  das  elastische  Medium  nach 
allen  Richtungen  hin  unendlich  voraussetzten,  wollen  wir  es  nun 
durch  eine  der  Wellenebene  parallele  Ebene  begrenzt  denken.  Da  <t> 
überall  nur  von  x  und  t  abhängt,  so  kann  in  dieser  Ebene  am  ein- 
fachsten entweder  O,  und  damit  zugleich  d<i>ldi,  oder  aber  d^jdz 
als  Function  der  Zeit  gegeben  sein ;  der  f ür  ^  =  0  stattfindende  Werth 
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r^Z 


muss  dabei  natürlich  mit  diesen  Angaben  vereinbar  gewählt  werden. 
Diese  beiden  Fälle  wollen  wir  wie  oben  zunächst  allgemein  behan- 
deln und  darnach  diejenigen  wirklichen  Verhältnisse  aufsuchen,  denen 
diese  Verfügungen  entsprechen. 

1.  In  einem  unendlichen  homogenen  elastischen  Medium 
sei  für  positive  Werthe  von  %  für  i  =  0  sowohl  0  =  0*(«)  als 
d<i> /dt  =  (t>\x),  und  für  die  Ebene  «  =  0  für  positive  Werthe. 
von  t  zugleich  <t>  =  T(^  gegeben. 

Das  Bereich  der  ZT- Ebene,  in  dem  sich  0  bei  diesem  Problem 
bewegt,  ist  der  zwischen  der  +Z-  und  der  +T-Axe  liegende  erste 
Quadrant;  verlangt  wird  die  Bestimmung  von  0  f&r  einen  beliebigen 
Punkt  dieses  Quadranten 
aus  den  längs  der  posi- 
tiven Z-Axe  gegebenen 
Werthen  von  O  und 
d^ldt  und  den  längs 
der  positiven  T-Axe  ge- 
gebenen Werthen  von  0. 

Liegt  der  betref- 
fende Punkt  so,  wie  p 
in  der  Fig.  50,  zwischen 
der  +-ff-  und  der  -|-Z- 
Axe,  so  ist  das  bei  dem 
Problem  auf  S.  539  an- 
gewandte Verfahren  zu 
benutzen     und     daher 

auch  das  S.  540  erhaltene  Resultat  (172)  ohne  weiteres  anwendbar. 
Dies  hat  folgende  Bedeutung: 

So  lange  ai  <  x  ist,  hat  0  denselben  Werth,  als  wäre 
die  Begrenzung  in  ;c  =  0  nicht  vorhanden,  und  es  gilt  dem- 

gemäss: 

p% 

oder  "'  (176) 

a>{x,  t)  =  |(0'(«  +  at)  +  0*(«  -  at))  +  j^^^'{^)dx. 

t-at 

Anders,  wenn  der  Punkt,  wie  p  in  der  Figur,  zwischen  der 
+  fl-  und  der  +  T-Axe  liegt,  also  für  ihn  at  >  z  ist;  denn  dann  würde 
die  früher  gewählte  Fläche  F  sich  in  das  Bereich  x<Q  erstrecken, 
welches    mit    dem   Betrachteten    in   keinem   Zusammenhang    steht, 

35* 


Fig.  50. 
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z.  B.  die  elastische  Substanz  gar  nicht  zu  enthalten  braucht,  und 
demnach  auf  die  Werthe  von  O  für  »  >  0  keinen  Einfiuss  haben  kann. 
Wir  wählen  deshalb  zur  Fläche  F  das  in  der  Figur  50  mit 
PPiP'ip»  bezeichnete  Parallel trapez.  Die  Ausführung  der  Integration 
nach  1]  in  der  Grundformel  (171')  ergiebt: 

iF)  iP)  iPl)  (Pt) 

Im  letzten  Integral  ersetzen  wir  d|  durch  dxl^2  und  dO/öl 
durch  den  Werth  aus  (170');  dann  findet  sich: 

(D  =  i((t>.  -  (t>0  +  j-Jljdz  +  (t>„  (176') 

(Pt) 

worin  rechts  nur  gegebene  Werthe  der  Functionen  O  und  d<i>ldi 
stehen.  Führt  man  die  den  Punkten  /^^  entsprechenden  Werthe  der 
Variabein  in  die  für  0  und  d<t>ldt  vorgeschriebenen  Functionen  <t>%z), 
0'(-)>  ^'*(0  ®^^j  so  schreibt  sich  das  für  at>x  geltende  Resultat: 

M  +  a  t 

(t)(^,<)=  ^(0«(^  +  rzO-0o(a/  --Z))  +  2^JV(*)(i«  +  V''(/-  -J).     (176") 

at-» 

Die  Lösung  setzt  sich  ersichtlich  aus  drei  Theilen  <t>^,  0„,  (t>^^^ 
zusammen,  die  für  sich  genommen  folgenden  Bedingungen  genügen: 

für  ^  =  0  und  für  ;:;  =  0  und 

0  <  *  <cc:  <t>,  =  <i>'{x),     -^  =  0j  0  <  /  <oo:  <i>,  =  0, 


<l>n.=  0.  ^  =  0.  <t>„,  =  M"{0. 


Jeder  dieser  Theile  hat  eine  physikalische  Bedeutung  und  soU 
demgemäss  discutirt  werden. 

Der  erste  Theil  ist  gegeben  durch  die  beiden  Formeln: 
at  <z,       0,  =  i  (O:.  +  O;.)  =  i  (<i>^{z  +  at)  +  <t>\z  -  at)), 

at  >  z,     <t>,  =  i(o:  -  ^0  =  i(^^-  +  «0  -  *>«  -  «)j; 

verbindet  man  mit  ihnen  die  Figur  50  und  lässt  wieder  den  Punkt  ;> 
längs  der  Parallelen  zur  T-Axe  von  a  nach  ß  fortschreiten,  so  er- 
kennt man  leicht,  wie  die  Nullebene  (z  =  0)  auf  den  Vorgang  einwirkt 
So  lange  der  Punkt  p  sich  noch  unterhalb  der  jtf-Axe  befindet, 
senden  die  rechts  und  die  links  von  a  befindlichen  Theile  der  Z-Axe 
ihre  Functionswerthe  O**  in  normaler  Weise  zu  ihm  hin;  wenn  er 
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aber  die   H-Axe  überschritten  hat,  geschieht  dies  femer  nar  mit 
ilen  rechts  liegenden  Theileo;  links  kommen  die  schon  einmal  in 


Wirksamkeit  gewesenen  Elemente 
Fignr  weist  darauf  hin,  dass  dies  in 
derselben  Weise  geschieht,  als  wan< 
derten  die  von  den  einzelnen  Ele- 
menten gelieferten  Antheile  erst  bis 
zur  Nallebene  hin  and  kehrten  dort 
zugleich  ihre  Bewegnngsricbtung  und 
ihr  Vorzeichen  um.  Dass  dies  wirk- 
lich so  geschieht,  erweist  am  besten 
die  Betrachtung  des  schon  früher 
behandelten  speciellen  Falles. 

Ist  nämlich  zur  Zeit  ( =  0  über- 
all <t>  =  0  mit  Ausnahme  eines  sehr 
kleinen  Bereiches  in  der  Nähe  des 
Werthes  x  =  x^,  dann  ergeben  die 
Formeln  (177),  dass  4>  überhaupt 
einen  von  Null  verschiedenen  Werth 
nur  auf  einem  gewissen  System  von 


1  zweiten  Mal  dai 


Geraden  besitzt:  und  zwar  ist: 


=  +^<I>° 


■H 


für  at  <  X  längs  z  +  at  =  x  , 
längs  ?  —  (!(  =  z  ; 

für  at>  X  längs  x  +  nt  =  z^, 
längs  at  --  X  =  z  , 


Dies  sind  in  Figur  51  ersichtlich  die  vior  Geraden  yj,,  qq^,  q^^ 
q,q„  und  man  erkennt  deutlich,  wie  die  Fortpflanzung  nach  der  posi- 
tiven Seite  ungehindert  stattfindet,  die  nach  der  negativen  zu  einer 
Reflexion  an  der  Nullebene  fuhrt,  bei  welcher  mit  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit zugleich  die  Verrückung  nicht  die  Grösse,  wohl  aber 
das  Vorzeichen  ändert.  Die  Geraden,  auf  welchen  41  =  + J.*"  ist, 
sind  in  der  Figur  ausgezogen,  diejenigen,  auf  welchen  <t)=— ^tp" 
ist,  gestrichelt. 

Der  zweite  Theil  von  <t>  ist  gegeben  durch  die  Formeln: 


(177') 
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zu  ihnen  fügen  wir: 

at  <  X,         ^5.  ^  I  (0;,  +  0;,)  =  ^  (0'(;,  +  at)  +  0'(«  -  at)) , 

Wir  erkennen  durch  Vergleichung  der  Formeln  (177")  mit  (177) 
zunächst,  dass  sich  die  fortgepflanzte  Geschwindigkeit  d0„/d^ 
durchaus  verhält,  wie  die  fortgepflanzte  Verrückung  0j,  die  soeben 
untersucht  wurde. 

Die  durch  die  Anfangsgeschwindigkeit  0'  hervorgerufene  Ver- 
rückung 0„  bestimmt  sich  aus  den  Werthen  0',  welche  zwischen 
den  Punkten  p^'  und  |?/,  resp.  zwischen  p^  und  p,  liegen,  analog  wie 
bei  dem  vorigen  Problem.  Genaueres  ergiebt  wieder  die  Betrachtung 
eines  speciellen  Falles. 

Ist  nur  in  einem  sehr  kleinen  Bereich  nächst  der  Wellenebene 
X  =  x^  eine  Anfangsgeschwindigkeit  vorhanden,  so  breitet  sich  die 
durch  sie  erregte  Verrückung  so  lange  regelmässig  aus,  bis  sie  die 
Nullebene  erreicht;  die  von  jener  reflectirten  Theile  zerstören,  als 
mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  behaftet,  die  direct  erregten,  so 
dass  die  Verrückung  nur  in  dem  von  den  Geraden  g~^,  qq^,  q^^  be- 
grenzten Streifen  der  Figur  51  von  Null  verschieden  ist.  Eine  jede 
Wellenebene  erleidet  also  dieselbe  Verschiebung  und  geht  nach  einer 
bestimmten  Zeit  in  die  ursprüngliche  Lage  zurück. 

Diese  Betrachtungen  zeigen,  dass  man  die  Wirkung 
des  Verschwindens  von  0  in  der  Ebene  »  =  0  auf  die  Aus- 
breitung von  Anfangsverrückungen  und  Anfangsgeschwin- 
digkeiten innerhalb  des  Bereiches  0<«<+oo  auch  da- 
durch erreichen  kann,  dass  man  sich  das  elastische  Medium 
bis  ;»=  — 00  erstrecken  lässt  und  an  jeder  Stelle  x^  —  x^ 
die  Anfangswerthe  O""  und  0'  denen  entgegengesetzt  gleich 
vorschreibt,  welche  an  der  entsprechenden  Stelle  ^  =  +  «^ 
gegeben  sind. 

In  der  That  würde  dann,  wie  die  Figur  50  auf  S.  547  erläutert, 
die   im   vorigen   Problem   angewandte   Methode   die   beiden   Theile 

von  O  bestimmen  zu: 

(ä) 

ct>,  =  i  (0.«  +  0/),       0„  =  ^  J0'  dx-, 

da  aber  der  Werth  von  0*^  in  je?^  entgegengesetzt  gleich  dem  Werth 
in  /;,  ist,  und  0'  auf  der  ganzen  Strecke  pjp^  die  entgegengesetzten 
Werthe  hat,  wie  auf  pj^^  —  unter  p^  den  Coordinatenanfang  ver- 
standen — ,  so  reduciren  sich  diese  Ausdrücke  auf  die  obigen: 
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(Pt) 

(pt) 

Dies  Verfahren,  eine  Nnllebene  durch  eine  Verlängerung 
der  Anfangswerthe  zu  ersetzen,  werden  wir  weiter  unten  vortheilhaft 
verwenden. 

Der  dritte  Theil  der  fortgepflanzten  Verrückung  ist  gegeben 
durch  die  Formeln: 

at  <  z,  0,„  =  0,       at>  z,  0,„  =  Vr  =  T(t  -  j);      (177"') 

sie  ergeben  den  Werth  O,,,  in  einer  Ebene  x  zur  Zeit  t>  zja  gleich  dem, 
welcher  in  der  Ebene  z  =  Q  zur  Zeit  t  —  zfa  stattfand,  und  sprechen 
das  einfache  Resultat  aus,  dass  die  gesammte  der  Ebene  z  =  0 
mitgetheilte  Bewegung  sich  unvermindert  mit  der  Ge- 
schwindigkeit a  nach  der  +  Z-Richtung  hin  fortpflanzt. 
Ist  z.  B. 

Ufa  A    '     2nt 

V^  =  ^sin  -^-, 

so  wird,  falls  wieder  aT=L  gesetzt  wird,  für  at  >  z  die  fort- 
gepflanzte Verrückung: 

0,„«^sin2;r(J,— -J).  - 

Die  vorstehenden  Gesetze  gelten  bei  der  Bewegung  in  einem 
unendlichen  elastischen  Medium  sowohl  f)ir  die  transversale,  wie  für 
die  longitudinale  Bewegung;  doch  haben  sie  nur  für  letztere  direct 
praktische  Bedeutung.  Man  kann  nämlich  den  Oberflächentheilen 
elastischer  Körper  im  Allgemeinen  nur  dadurch  eine  vorgeschriebene 
Bewegung  ertheilen,  dass  man  sie  durch  einen  Körper  von  viel  grösserer 
Starrheit  begrenzt  und  diesen  bewegt  Solche  Körper  sind  den 
Gasen  gegenüber  die  als  fest  bezeichneten;  tropfbaren  Flüssigkeiten 
und  festen  elastischen  Körpern  können  wir  aber  keine  derartigen 
gegenüberstellen,  und  daher  gestatten  unsere  Formeln  zunächst  eine 
merklich  strenge  Anwendung  nur  auf  die  normale  Reflexion  von 
Luftwellen  an  einer  ruhenden  festen  Wand  oder  auf  die  Erregung 
von  Luftwellen  durch  die  Bewegung  einer  solchen.  Angenähert 
werden  die  obigen  Resultate  aber  überall  gültig  sein,  wo  ein  elastisches 
Medium  von  geringem  elastischen  Widerstände  durch  ein  solches 
von  erheblich  grösserem  in  einer  Ebene  begrenzt  wird. 

Wir  fassen  die  erhaltenen  Resultate  in  folgende  Sätze  zusammen: 

Trifft  eine  ebene  Welle  senkrecht  auf  eine  das  elastische 

Medium  begrenzende  starre  Wand,  so  wird  sie  in  der  Weise 

reflectirt,    dass    die   zurückkehrende  Verrückung   und   Ge- 
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schwindigkeit  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  besitzt,  als 
die  ankommende. 

Wird  eine  das  elastische  Medium  begrenzende  Ebene  in 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  gleichmässig  bewegt,  so  pflanzt 
sich  die  betreffende  Verrückung  und  Geschwindigkeit  in 
ebenen  Wellen  mit  voller  Stärke  und  mit  der  Geschwindig- 
keit a  in  das  elastische  Medium  hin  fort 

Im  Uebrigen  reflectirt  die  bewegte  Ebene  auffallende 
Wellen  in  derselben  Weise,  wie  eine  starre  ruhende  Wand. 

Berücksichtigt  man,  dass  die  transversale  Bewegung  eines  ge- 
spannten Fadens  ebenfalls  durch  die  Gleichung  (169')  gegeben  war, 
so  kann  man  ergänzend  hinzufügen: 

Alle  diese  Resultate  übertragen  sich  ungeändert  auf 
die  an  einem  Ende  1)efestigte  oder  ebenda  in  gegebene 
transversale  Bewegung  versetzte  unendliche  Saite.  — 

2.  In  einem  unendlichen  elastischenMedium  sei  fürposi- 
tive Werthe  von  z  für  t  =  0  sowohl  0  =  0»(«)  als  ö0/ö<  =  0'(/) 
und  für  die  Ebene  z=^0  von  /  =  0  an  d<t>ldz  =  Y{()  gegeben. 

Das  Bereich  der  ZT- Ebene,  auf  dem  sich  <t>  bewegt,  ist  hier 
ebenso  wie  bei  dem  vorigen  Problem  der  erste  Quadrant;  die  vorge- 
schriebenen Werthe  liegen  auf  der  Z-  und  auf  der  T-Axe. 

Wiederum  ist  für  Punkte  p\  welche  in  der  Figur  50  auf  S.  547 
zwischen  der  +  Z-  und  der  +H'Axe  liegen,  die  Begrenzung  in  »  =  0 
noch  ganz  ohne  Einäuss,  und  es  gilt  daher  für  die  fortgepflanzte 
Verrückung,  solange  at  <C  z  ist,  die  Gleichung  (176): 

*  =  H<t>.  +  <t>.)  +  i/|?d. 

oder  ('•'^  ^^„^  (178) 

Um  das  Gesetz  für  Punkte  zwischen  der  +  H-  und  der  +  T- Axe 
zu  erhalten,  wenden  wir  das  frühere  Verfahren  erst  auf  das  Viereck 
PPiPoP»  und  sodann  auf  das  Dreieck  p^PtP^  in  Fig.  50  an;  p^,  ist 
dabei  wieder  der  Coordinatenanfang. 

Ersteres  ergiebt  nach  leichter  Rechnung: 

(j»o)  (Pi) 

,    ^    .  (Pi)  (Po) 

letzteres: 

(Po)  (Pt) 

(Pi)  (Po) 
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Addiren  wir  diese  beiden  Gleichungen,  so  fällt  das  unbekannte 
*,  beraus,  und  wir  erhalten: 

(Pi>  lp.1  M 

«  =  ^(*.  +  <t>0  +  IJ.^*  d;t  +  2^^J^*  dz  +  '^flldt.       (178-) 
(W  (P.I  (p,) 

Nach  Einsetzen  der  gegebenen  Functionen  <P',  <P',  V  und   der 
Coordinaten  der  Punkte  p^  giebt  diea  auch: 

*  (^,  <)  =  -i  (*°(*  +  «0  +  OH«*  -  »)) 

+  ^J<P'{z)d^  +-^^f0-{x)dz  -  ajY{t)dt.        {178") 

Wiederum  zerfällt  <t>  in  drei  Theile  0,,  <t>„,  <]>„,  von  physika- 
lischer Bedeutung  und  zwar  ist: 
für  (  =  0  und  für  »  =  0  und 


*r.[  =■  0> 


Ö*. 


=  0,        0<(<ao:    e*'  =0, 

=  0,  ^'"  =  r(0- 


Die  Discussion  der  Ausdrucke  fUr  0,,  <t>„.  ({>„,  ist  genau  wie 
bei  dem  vorhergehenden  Problem  auszuführen ;  wir  beschränken 
uns  auf  die  Mittheilung  der  Resultate. 

Die  beiden  Functioneu  *|Und4)„  geben  die  RetlexioQ  der  durch  eine 
Anfangs verrückung  oder  eine  Anfangsgeschwindigkeit  hervorgerufenen 
Verrückungen  an  derBbenez  =  0,  wo  jetzt  _ 

nichts,  sondern  d<^jdx  gleich  Null  ist, 
und  zeigen,  dass  die  reöectirte  Ver- 
rückung und  Geschwindigkeit  dasselbe 
Vorzeichen  besitzt,  wie  die  auffallende. 
Bei  Darstellung  ,in  der  ZT-Ebene  wird 
also  der  von  der  Anfangsverrückung  tl>~ 
an  der  Stelle  q  herrührende  Theil  <l), 
sich  längs  der  Geraden  tpf^  und  '/7, 7, 
fortpflanzen,  ohne  das  Vorzeichen  zu 
wechseln;  diese  Linien  sind  daher  in 
der  Figur  52  durchweg  ausgezogen.  Der 
von  einer  Anfiingsgeschwindigkeit  0'  in  q 

herrührende  Theil  0,,  wird  sich  in  dem  Streifen  zwischen  den  Ge- 
raden 777.  77^.  l^"!,  rait  halber,  in  dem  Wiukelranm  zwischen  der 
Geraden  iy/y,  und   der  T-Axe   mit   voller   Stärke   ausbreiten,  denn 
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der  reflectirte  Antheil  summirt  sich  zu  dem  direct  erregten;  dem- 
gemäss  sind  jene  Bereiche  in  der  Figur  resp.  in  einfacher  und 
doppelter  Dichte  vertical  schraffirt 

Diese  Resultate  zeigen,  dass  man  die  Wirkung  des  Ver- 
Schwindens  von  d^jdx  in  der  Ebene  «  =  0  auf  die  Aus- 
breitung von  Anfangsverrückungen  und  Anfangsgeschwin- 
digkeiten innerhalb  des  Bereiches  0<;:;<oo  auch  dadurch 
erreichen  kann,  dass  man  sich  das  elastische  Medium  bis 
«  =  — 00  erstrecken  lässt  und  an  jeder  Stelle  «=  — ^^  die 
Anfangswerthe  0"  und  0'  denen  gleich  vorschreibt,  welche 
an  der  entsprechenden  Stelle  x  =  +  x^  gegeben  sind. 

Der  Beweis  ist  in  der  S.  550  angegebenen  Weise  leicht  zu  führen. 

Der  dritte  Theil  0„,  giebt  die  Einwirkung  der  für  a;  •=  0  vor- 
geschriebenen Deformation  ö0/ö;u  =  ¥'(<)  gemäss  den  Formeln: 

t-tja 

at<z,  «„,  =  0,         at>x,  <t>,,,^-afY{t)dt;         (179) 

0 

der  at^x  entsprechende  Antheil  lässt  sich  durch  die  Fläche  ver- 
anschaulichen, welche  unter  der  Curve,  die  —  aV(^)  als  E\inction 
von  t  darstellt,  zwischen  den  Ordinaten  0  und  t  —  z/a  liegt 
Ist  beispielsweise 

Yit)  =  ^  sin  ^ , 
SO  wird  für  at>x  und  wegen  aT^L  die  fortgepflanzte  Verrückung: 

<l>,„(-.0  =  -7^(l-co82^(|-^)).- 

Was  die  Anwendung  dieser  allgemeinen  Resultate  auf  ein  unend- 
liches elastisches  Medium  angeht,  so  folgt  aus  den  allgemeinen  For- 
meln (128)  für  die  elastischen  Drucke  unter  der  Voraussetzung,  dass 
u,  V,  w  nur  von  x  abhängen: 

ferner  gelten  längs  eines  Oberflächenelementes,  dessen  äussere  Nor- 
male die  —  Z-R,ichtung  ist,  für  die  äusseren  Druckcomponenten 
-X",   F,  Z  die  Beziehungen : 

a;  =  Ä,      y,  =  7,      Z.  =  Z; 

versteht  man  also  unter  0  successive  die  Verrückungscomponenten 
u,  V,  w,  so  erkennt  man,  dass  die  Anwendung  der  gegebenen  Werthe 
von  d(t>jdz  die  Annahme  gegebener  Werthe  der  Drucke  X^  F.,  Z^ 
in  der  XF- Ebene  oder  aber  gegebener  äusserer  Drucke  gegen  die- 
selbe enthält. 
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Sind  du/dz,  dv/dx,  dwjdx  für  ;»;  =  0  selbst  gleich  Null  vorge- 
schrieben, so  entspricht  dies  dem  Falle,  dass  die  XF- Ebene  eine  freie 
Oberfläche  des  elastischen  Körpers  ist  Angenähert  sind  die  Formeln 
auch  dann  anzuwenden,  wenn  der  elastische  Körper  in  dieser  Ebene 
an  einen  zweiten  von  viel  geringerem  elastischen  Widerstand  grenzt, 
z.  B.  ein  fester  oder  tropfbar  flüssiger  Körper  an  ein  Gas;  desgleichen 
wenn  ein  mit  Luft  erßilltes  Rohr  sich  an  einem  Ende  nach  dem 
freien  Baum  der  Atmosphäre  öffiiet,  denn  in  dem  Querschnitt  der 
Oeffhung  können  dann  Verdünnungen  und  Verdichtungen  nur  in 
geringem  Maasse  zu  Stande  kommen,  weil  die  Luft  nach  allen  Seiten 
hin  auszuweichen  vermag. 

Wir  können  daher  folgende  Sätze  aussprechen: 

Trifft  eine  ebene  Welle  senkrecht  auf  die  durch  eine 
parallele  Ebene  gebildete  freie  Oberfläche  des  elastischen 
Mediums^  so  wird  sie  in  der  Weise  reflectirt,  dass  die  um- 
kehrende Verrückung  gleiche  Grösse  und  gleiche  Richtung 
besitzt,  wie  die  ankommende. 

Wird  auf  die  begrenzende  Ebene  in  ihrer  ganzen  Aus- 
dehnung gleichförmig  eine  mit  der  Zeit  beliebig  variirende 
Druckkraft  mit  den  Componenten  X,  Y,  Z  ausgeübt,  so 
entstehen  dadurch  Verrückungen,  welche  sich  in  ebenen 
Wellen  mit  der  Geschwindigkeit  a  fortpflanzen  und  ihrer 
Grösse  nach  durch  folgende  Ausdrücke  gegeben  sind: 

t  -  tja 


ar  = 


c-c' 


2a 


0 


"(*'<)  =  -  7ä/  ^ W  dt,         o'  =  -^ ,  (179") 


0 


e 

8 


0 

Im  Uebrigen  reflectirt  die  Ebene,  gegen  welche  diese 
gegebenen  Drucke  wirken,  auffallende  Wellen  ebenso,  als 
wäre  sie  eine  freie  Oberfläche. 

Für  das  Problem  der  transversal  schwingenden  Saite  gestatten 
diese  Resultate  keine  directe  Anwendung. 

§  50.     Mechanik  elastischer  Körper.     Ebene  Wellen  in  einem  nach 
zwei  Seiten  begrenzten  Medium;  Pfeifen  und  Saiten. 

Die  Resultate,  welche  wir  im  vorigen  Abschnitt  für  die  Ein- 
wirkung einer  den  Wellen  ebenen  parallelen  Begrenzung  des  elastischen 
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Mediums  erhalten  haben,  können  dazu  dienen,  das  analoge  Problem 
zu  erledigen,  wenn  zwei  dergleichen  Begrenzungen,  etwa  für  »  =  0 
und  X  =  ly  vorhanden  sind.  In  diesem  Falle  ist  das  Bereich  der 
ZT- Ebene,  in  dem  sich  0  bewegt,  der  zwischen  x  =  0  und  x  =  l 
liegende  Streifen,  und  zwar  nur  der  Theil  für  ^  >  0,  falls  der  Zu- 
stand für  ^  =  0  vorgeschrieben  ist. 

1.  um  das  Wesentliche  des  Vorganges  zu  übersehen,  behandeln 
wir  zuerst  den  einfachen  Fall,  dass  die  Anfangsverrückung  0" 

und  die  Anfangsge- 
schwindigkeit 0'  nur 
in  unmittelbarer  Nähe 
der  Stelle  ^  =  «^  von 
Null  verschieden  ge- 
geben ist.  Hier  liegen 
die  Verhältnisse  so  ein- 
fach, dass  es  genügt,  die 
geltenden  Gesetze  zusam- 
menzustellen; die  Verglei- 
chung  mit  den  Resultaten 
für  die  einfache  Begren- 
zung, die  in  den  Figuren  51 
und  52  veranschaulicht 
sind,  lässt  ihre  Richtigkeit 
sofort  einleuchten.' 

Ist  an  beidenGren- 
zen  0  =  0  gegeben,  so 
giebt  bei  der  Darstellung 
des  Vorganges  in  der  ZT- 
Ebene  (Fig.  53)  eine  posi- 
tive Anfangsverrückung  in 
q  für  die  fortgepflanzte  Ver- 
rückung positive  Werthe 
längs     der    ausgezogenen 

Geraden     qq^    qq^,    g~;q^, 

q^q^  u.  s.  f.,  negative  längs  der  gestrichelten  Geraden  5^,,  ^^  u.  s.  f.; 
eine  positive  Anfangsgeschwindigkeit  in  q  giebt  positive  Ver- 
rückungen  in  den  vertical  schraffirten  Streifen  S»,  Ä, .  .  .,  negative 
in  den  horizontal  schraffirten  5»,  ^S* .  .  ..  Ein  jeder  Zustand  des 
Mediums  kehrt  nach  der  Figur  53  von  Neuem  wieder,  wenn  at  um 
2/  wächst;  man  nennt  daher  T=2lja  die  Schwingungsdauer 
des  so  begrenzten  Mediums. 

Ist  0  =  0  für  z  =  0^  aber  ö0/ö^  =  0  für  ^^  =  /,  so  giebt  Figur  54 


Fig.  53. 
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daa  statt  find  ende  Verhalten  an.  Die  aiisgczogeneD  and  die  ge- 
strichelten Linien  haben  dieselbe  Bedeutung  wie  zuvor;  in  den  ver- 
tical  oder  horizontal  weit  schraffirtcn  Feldern  hat  die  von  der  An- 
fangsgeschwindigkeit herrührende  Vertückung  den  einfachen,  in  den 
dicht  schraffirtcn  den  doppelten  positiven  oder  negativen  Werth. 
Die  gleichen  Zustände  entsprechen  hier  verticalen  Abständen  aT=  41; 
die  Schwingungsdauer  des  so  begrenzten  Alediums  ist  also  T=  41  ja. 

Ist  endlich  d<i>jdx,  =  0  für  i;  =  0  und  für  *  =  /,  so  wird  bei 
keiner  Tleflezion  das  Vorzeichen  umgekehrt;  in  der  Figur  55,  welche 
diesem  Falle  entspricht,  sind  daher  alle  Linien,  ^j. 
welche  die  Fortpflanzung  der  positiven  Anfangs- 
verrückung  darstellen,  ausgezogen.  Aber  die 
von  der  Anfangsgeschwindigkeit  in  q  herrühren- 
den Verrückungen  bleiben  hier  nicht  wie  in  den 
vorigen  Fällen  in  bestimmten  Grenzen,  sondern 
wachsen  unausgesetzt,  denn  die  dem  Medium 
mitgetheilte  Anfangsgeschwindigkeit  wird  hier 
nicht  durch  die  Wirkung  der  Begrenzung  zer- 
stört; ein  vollständig  freier  elastischer  Stab 
z.  B.  wird  in  Folge  der  einem  seiner  Quer- 
schnitte mitgetheilten  Anfangsgeschwindigkeit 
im  Ganzen  fortschreiten,  was  nicht  statttindet, 
wenn  eines  seiner  Enden  oder  beide  festge- 
halten sind.  In  der  Figur  55  ist  dies  Verhalten  durch  die  wachsende 
Dichtigkeit  der  Schraftirung  von  Feld  zu  Feld  angedeutet 

Ein  Jeder  Znstand  wird  hier  also  hinsichtlich  des  absoluten 
Werthes  der  Verrilckungen  im  Allgemeinen  nie  wieder  erreicht,  der 
relative  der  einzelnen  Theile  gegen  einander  nach  einer  Zeit  T=  21  ja. 

2.  Sind  in  dem  ganzen  Intervall  0  <  *  <  /  Anfangsver- 
rückungen  und  Anfangsgeschwindigkeiten  gegeben,  so 
nimmt  von  Jeder  Stelle  aus  eine  Verrllckung  ebenso  ihren  Ausgang, 
wie  es  in  den  Figuren  53  bis  55  für  eine  Stelle  dargestellt  ist,  und 
es  kehren  die  Anfangszustände  nach  denselben  Intervallen  T  wieder. 
Indessen  giebt  diese  Betrachtungsweise  nicht  die  deutliche  An- 
schauung des  Znstandes  des  ganzen  Intervalles  0  <  ^  <  /  für  jeden 
Zettpunkt.  Eine  solche  erhalten  wir  in  vollkommener  Weise  durch 
die  Methode  der  Verlängerung  der  Functionen  <I>°  und  *'  über 
das  Bereich  0  <  «  <  f  hinaus,  auf  welche  wir  schon  S.  550  und  554 
hingewiesen  haben. 

Um  ihre  Anwendung  zu  zeigen,  nehmen  wir  den  zweiten  der 
oben  besprochenen  drei  Fälle  vor,  setzen  also  voraus,  dass  *  =  0 
ist  ftir  »  =  0  und  d<i>jd~  =0  für  *  =  i. 


Fig.  56. 
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Wir  denken  uns  innerhalb  des  Bereiches  0  <  ^  <  /  das  gegebene 
<t>\x)  oder  <p'{z)  für  jede  Stelle  durch  die  Coordinate  einer  Curve 
repräsentirt,  welche  im  Coordinatenanfange  die  Abscissenaxe  schneiden 
und  bei  z  =  l  eine  horizontale  Tangente  besitzen  muss,  um  mit  den 
für  X  =  0  und  x  =  /  gegebenen  Bedingungen  im  Einklang  zu  stehen. 
Die  Verlängerung  muss  die  Curve  in  Bezug  auf  den  Punkt  z  =  0 
und  in  Bezug  auf  die  Verticale  in  «  =  Z  symmetrisch  erscheinen 
lassen,  und  man  erkennt  leicht,  dass  man  dadurch  zu  einer  der 
ausgezogenen  Curve  in  Figur  (56)  analogen  geführt  wird. 


Fig.  56. 

Der  Zustand  für  das  ganze  zu  untersuchende  Interyall  wird 
dann,  soweit  er  nur  von  der  Anfangsverrückung  0"(;c)  herrührt, 
nach  der  Formel  (173) 

<t>,  =  i (<!>'(«  +  a^)  +  <t>'(«  -  ai)) 

erhalten,  indem  man  ein  Abbild  der  ganzen  Curve  mit  der  Geschwin- 
digkeit a  nach  rechts,  ein  anderes  nach  links  verschiebt  und  an  jeder 
Stelle  und  zu  jeder  Zeit  die  halbe  Summe  der  beiden  entsprechen- 
den Coordinaten  bildet 

Um  den  Einfluss  einer  Anfangsgeschwindigkeit  0'(«)  abzu- 
leiten, ist  die  Function  0'  in  derselben  Weise  zu  verlängern,  wie 
zuvor  0*,  und  sodann  die  Function 


X(*)  =  lJ«'(*)rf« 


zu  construiren,  welche  proportional  mit  der  Fläche  ist,  die  zwischen 
den  zu  0  und  x  gehörigen  Ordinaten  und  unter  der  Curve  für  0'(«)/a 
liegt  Repräsentirt  die  ausgezogene  Curve  in  Figur  56  die  Function 
0'(«),  so  giebt  die  gestrichelte  ein  Bild  von  y<[x). 

Um   für  jede  Zeit  i  die  Verrückung  innerhalb  des  Bereiches 
0  <  ;t  <  Z  zu  bilden,  hat  man  dann  nach  der  Formel  (174'") 

ein  Abbild  der  Curve  für  X  mit  der  Geschwindigkeit  a  nach  der 
positiven,  ein  anderes  nach  der  negativen  Seite  zu  verschieben  und 
an  jeder  Stelle  die  Hälfte  der  Differenz  ihrer  Ordinaten  zu  bilden. 
Man  erkennt  leicht,  besonders  für  den  Fall,   dass  die  An£ang8ver- 
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riickung  oder  -gesch windigkeit  nur  an  einer  Stelle  von  Null  ver- 
schieden ist,  wie  das  so  erhaltene  Resultat  mit  dem  oben  anders 
abgeleiteten  vollkommen  übereinstimmt. 

Die  Behandlung  der  beiden  anderen  Fälle  bietet  keine  Schwierig- 
keit und  bestätigt  die  in  dem  speciellen  Falle  erhaltenen  Resultate. 
Soweit  dieselben  die  Schwingungsdauer  betreflfen,  können  wir  sie  in 
folgenden  Satz  fassen. 

In  einem  bei  z=^0  und  heix  =  l  begrenzten  elastischen 
Medium  entsteht  durch  beliebige  anfängliche  Verrückungen 
und  Geschwindigkeiten,  die  nur  von  z  abhängen,  ein  Schwin- 
gungszustand, weicher,  wenn 

«  =  0  für  ;c  =  0  und  {\1t  x  =  l 
oder 

1^  =  0  für  ;i;  =  0  und  für  ;t  =  Z 

ist,  die  Periode  oi 

T=  — , 
a 

hingegen,  wenn 

«  =  0  für  »  =  0  und  ^  =  0  für  »  =  7 

ax 


oder 

dx 


=  0  für  ;u  =  0  und  0  =  0  für  ;r  =  / 


ist,  die  Periode  4/ 

a 

besitzt 

3.  Der  vorstehende  Satz,  welcher  für  jedes  beliebig 
gewählte  System  von  Anfangsverrückungen  0*  und  Ge- 
schwindigkeiten 0'  gültig  ist,  gestattet  in  gewissen  spe- 
ciellen Fällen  eine  Erweiterung,  die  wir  durch  Betrachtung 
der  S.  546  gegebenen  Gesetze  der  einfachen  stehenden  Sinusschwin- 
gungen leicht  finden  werden. 

Eine  einfache  stehende  Schwingung  war  dargestellt  durch 
die  Formel 

.  -  2nt  2nx 

0  =  ^  COS  —=-  sm  -j—  , 

in  welcher  L  =  aT gesetzt^  und  <,  wie  x^  von  ganz  beliebigen  Anfangs- 
punkten aus  gerechnet  war;  für  die  Dilatation  d^jdx  folgt  daraus: 

ö<t>  271^  2nt  2nx 

An  den  Stellen 

«  =  \hL,    (Ä  =  0,   ±  1,  ±2...) 
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ist  daaernd  0  =  0,  also  je  ein  Schwingungsknoten,  an  den  Stellen 

z  =  \{2h  +  \)L,     (A  =  0,   ±  1,   ±2...) 

ist  dauernd  d<i>jdz  =  0,  also  je  ein  Schwingungsbauch  vorhanden. 
Man  kann  nun  bei  dergleichen  stehenden  Schwingungen  das 
elastische  Medium  in  zwei  Ebenen  begrenzen,  die  durch  beliebige 
Knoten  gelegt  sind,  wenn  man  in  ihnen  0  dauernd  gleich  Null  er- 
hält; ihr  Abstand  l  muss  dann  den  Werth  haben: 

Z  =  ^A;L  =  \kaT,     {k  =  1,  2...). 

Man  kann  ferner  das  Medium  in  zwei  Ebenen  begrenzen,  die 
durch  beliebige  Bäuche  gelegt  sind,  wenn  dort  d<i>jdz  dauernd 
gleich  Null  erhalten  wird ;  ihr  Abstand  /  muss  dann  der  gleiche  sein 
wie  oben,  nämlich: 

/  =  \kL=-\kaT,     (Ä=  1,  2...). 

Endlich  kann  man  das  Medium  begrenzen  in  einer  Ebene  durch 
einen  Knoten,  einer  durch  einen  Bauch,  falls  in  ersterer  0,  in  letzterer 
Ö0/Ö»  gleich  Null  erhalten  wird;  ihr  Abstand  ist  dann: 

/  =  i(2Ä;-l)L  =  |(2Ä-l)aT,     (A;  =  1,  2...). 

Die  erhaltenen  Resultate  können  wir  in  der  Weise  umkehren, 
dass  wir  den  Abstand  /  der  beiden  Begrenzungen  als  gegeben  und 
L  oder  T  als  verfügbar  betrachten.     Dann  ergiebt  sich  der  Satz: 

Ist  ein  unendliches  elastisches  Medium  in  zwei  par- 
allelen Ebenen  im  Abstand  /  so  begrenzt,  dass  in  beiden 
0  =  0,  oder  in  beiden  d<Pldz  =  0  ist,  so  können  in  dem- 
selben einfache  stehende  Sinusschwingungen  bestehen  von 
der  Periode 

ka 

ist  hingegen  in  der  einen  0  =  0,  in  der  anderen  d<t>/dx  =  0, 
so  können  analoge  Schwingungen  von  der  Periode 

T= *^— 

(2k  -  l)a 

ZU  Stande  kommen. 

Dieser  Satz  enthält  die  Ergänzung  des  auf  S.  559  gegebenen  für 
den  speciellen  Fall,  dass  die  dort  willkürlich  gelassenen  Schwingungs- 
formen einfache  Sinusschwingungen  sind;  die  dort  erhaltenen  Schwin- 
gungsdauem  erscheinen  jetzt  als  die  grössten  unter  den  überhaupt 
möglichen  und  ergeben  sich  aus  den  allgemeinen  Werthen,  wenn 
man  darin  ä  =  1  setzt 
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Die  erhaltenen  Gesetze  gestatten  nach  dem  früher  Gesagten  die 
Anwendung  auf  die  Theorie  der  Schwingungen  von  Luftsäulen  in 
Röhren,  d.  h.  der  Töne  von  Pfeifen.  Beiderseitig  offene  und  beider- 
seitig geschlossene  Pfeifen  von  der  Länge  /  gestatten  also  stehende 
Schwingungen  und  sprechen  demgemäss  bei  geeigneter  Erregung  auf 
Töne  an,  welche  die  Schwingungsdauem  T=2//Äa  besitzen,  ein- 
seitig ofifene  auf  solche  von  den  Schwingungsdauem  41/ {2k  —  l)a. 
Gleiches  wie  von  der  beiderseitig  geschlossenen  Pfeife  gilt  von  der 
beiderseitig  befestigten  Saite.  Da  die  elastischen  Gleichungen  die 
Superposition  verschiedener  Bewegungen  gestatten,  so  können  be- 
liebige der  überhaupt  möglichen  Töne  von  Pfeifen  und  Saiten  zu- 
gleich erklingen;  die  gewöhnlichen  Arten  der  Erregung  —  Anblasen 
bei  Pfeifen,  Streichen,  Zupfen  oder  Schlagen  bei  Saiten  —  bringen 
in  der  That  nicht  einfache,  sondern  in  bestimmter  Weise  zu- 
sammengesetzte Töne  hervor.  Auf  eine  nähere  Erörterung  dieser 
Verhältnisse  müssen  wir  hier  verzichten.  — 

§  51.    Mechanik  elastiflcher  Körper.    Kugelwellen;  der 

Poisson'sche  Satz. 

Die  allgemeine  Gleichung 

-^  =  aM<D  (180) 

lässt  sich  noch  in  anderen  als  den  bisher  behandelten  Fällen  auf 
die  specielle  Form  ...  ^,^ 

zurückführen. 

Wir  wollen  um  einen  im  Raum  beUebig  gewählten  Punkt  p  eine 
Kugelfläche  vom  Radius  r  construiren,  deren  Flächenelement  d  o  sein 
möge,  die  Gleichung  (180)  mit  do  multipliciren  und  über  die  ganze 
Kugelfläche  integriren;  setzen  wir  den  Mittelwerth  von  cj)  auf  der  Fläche 

^^.J0rfo=ß,  (180') 

(0) 

so  haben  wir  dann: 


-^f^^'^'^'  (180") 


(o) 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  formen  wir  unter  Annahme 
stetiger  öO/öx,  ...  um  mit  Hülfe  des  Satzes  (22")  auf  S.  367,  wo- 
nach für  ein  beliebiges  Volumen  k'  und  dessen  Oberfläche  o   gilt: 

unter  n  die  innere  Normale  verstanden. 

W.  Voigt  ,  Mechanik.    Zweite  Aufl.  86 
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Ist  V  ein  unendlich  kleines  Volumen  an  der  Stelle  «,  y,  », 
so  kann  man  auch  schreiben: 

Um  diesen  Werth  in  (180")  zu  benutzen,  wollen  wir  als  Raum  k* 
speciell  das  an  do  anliegende  kleine  Volumenelement  dodr  wählen, 
das  erhalten  wird,  wenn  man  um  den  Punkt  p  eine  zweite  Kugel- 
fläche mit  dem  Radius  r  ^  dr  construirt  und  die  dadurch  erhaltene 
Schaale  durch  Elementarkegel  nach  allen  Oberflächenelementen  do 
zerlegt.  Das  Integral  über  o'  zerfällt  hiemach  in  drei  Theile,  die 
sich  auf  die  Mantelfläche  o„  und  die  beiden  Grundflächen  do  und 
do.  von  k>  beziehen.  Das  Element  von  o^  drücken  wir  durch  das 
Element  ds  der  Randcurve  s  von  do  aus,  gemäss 

do    =s  drds, 

VI  ' 

und  do^  und  do^  durch  die  do  entsprechende  Kegelöffnung  dony  gemäss 

do^  =  r^  da),         do.  =  r*  da). 
Hiernach  nimmt  die  Gleichung  (180'")  die  Gestalt  an: 

was,  da  r^^  r,  r^  =  r  —  dr  ist,  identisch  wird  mit 

n  ist  hierin  die  innere  Normale  auf  der  Randcurve  s  von  do. 

Setzt  man  diesen  Werth  nun  in  die  Gleichung  (180")  ein,  so 
verschwindet  in  der  Summe  das  erste  Glied,  da  jedes  Linienelement 
ds  als  Grenze  zwischen  zwei  Flächenelementen  do  zweimal  mit  ent- 
gegengesetzter Richtung  der  Normalen  und  daher  entgegengesetzt 
gleichen  Werthen  von  d<Pldn  auftritt. 

Es  bleibt  daher  nur: 

TT  =  J^J  Vdr  V-eV)  ^^=  4^J  \'d7^  +  7-57)  ^^• 

(o)  (O)) 

Hier  kann  man  die  Reihenfolge  von  Integration  und  Diffe- 
rentiation, die  sich  auf  von  einander  unabhängige  Variable  beziehen, 
vertauschen  und  erhält^  da  auch 


-^r0rf(ö  =  Q  (1810 

4  71  ^ 


(a>) 

ist: 


dt'  "^  Vor«"  "^  r    drf 
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Miiltiplicirt  man  dies  mit  r,  so  kann  man  das  Resultat  auch  schreiben 


=  a 


und  erhält  so  die  früher  betrachtete  specielle  Form  der  Diflferential- 
gleichung  von  Neuem,  nur  stehen  jetzt  r  und  rQ  an  den  Stellen,  die 
früher  z  und  <t>  einnahmen. 

Wir  wenden  diese  Gleichung  im  Nachstehenden  auf  einige 
wichtige  Probleme  an. 

1.  Das  erste  von  ihnen  soll  eine  Function  0  betreffen, 
die  neben  t  nur  von  r  abhängt;  in  diesem  Falle  ist  Q  der  auf 
der  Kugelfläche  vom  Radius  r  constante  Werth  von  0  selbst,  und 
die  Gleichung  (182)  wird  daher  zu 

Ist  der  Raum  nach  dem  Coordinatenanfang  (r  =  0)  hin  durch 
eine  Kugelfläche  (r  =  R)  begrenzt,  für  die  r<t>  oder  dr^jdr  gleich 
Null  vorgeschrieben  ist,  und  ist  für  t  =  0  sowohl  0  =  0^(r)  als 
d(X>jdt  =  0'(r)  gegeben,  so  kann  man  zur  Bestimmung  von  r0  un- 
mittelbar die  Methode  von  §  49  anwenden.  Die  Grenzbedingung  an  der 
Fläche  (r  =  R)  ermöglicht  die  Verlängerung  der  Functionen  ^'^  und 
0'  auf  das  Gebiet  r  <  i?,  für  das  0  zunächst  gar  nicht  definirt  ist. 

Anders  liegt  die  Sache,  wenn  der  Raum  nach  dem  Coordinaten- 
anfang hin  nicht  begrenzt  ist;  auch  hier  ist  eine  Verlängerung  der 
Functionen  0"*  und  0'  für  negative  r  nothwendig,  aber  es  ist  im 
Allgemeinen  das  Verhalten  von  0  in  dem  Punkte  r  =  0  nicht  gegeben. 
Wir  wollen  auf  eine  Erörterung  der  verschiedenen  Möglichkeiten 
hier  nicht  eingehen  und  einfach  das  weiter  unten  bewiesene  Resultat 
heranziehen,  dass  die  für  uns  in  Betracht  kommenden  Functionen 
0  für  r  =  0  der  Bedingung 

(r0).  =  o  =  O  (183') 

genügen.  Nach  S.  550  ist  dann  r0**  und  r0'  so  zu  verlängern, 
dass  jeder  negativen  Abscisse  r  =  —  r  der  entgegengesetzte 
Werth  r0*'  und  r0',  also  der  gleiche  Werth  0''  und  0'  bei- 
zulegen ist,  der  r  = -\' r  entspricht.  Die  Uebertragung  der 
Formeln  (177)  und  (177')  auf  unseren  Fall  liefert  demgemäss  sogleich 
die  Resultate 

für  at  <  r:  r^at 

r  0  (r,  t)  =\  ((r  +  at)  0«(r  +  at)  +  (r  -  at)  0'^(r  -  at))  +  -^-  Cr  <i>\r)dr, 

....       ,^  "'-«'(183") 

und  tur  at  >  r:  r  +  at 

r  0  {r,  t)  =  \  ((r  +  at)  0«(r  +  at)  -  {at  -  r)  (i>'{at  -  r))  +  ~Jr  (p\r)dr, 

at^r 
36* 
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Nimmt  man  nur  eine  Anfangsverrtickung  (J)*  in  der  Nähe  der 
Kugelfläche  r  =  r^  an,  so  entstehen  hiernach  für  0  zwei  Kugelwellen, 
von  denen  die  eine  mit  abnehmender  Stärke  sich  ausbreitet,  die 
andere  mit  wachsender  Stärke  sich  bis  auf  einen  unendlich  kleinen 
Raum  zusammenzieht  und  darnach  sich  wieder  ausbreitend  der 
ersteren  mit  abnehmender  Intensität  nachfolgt. 

Die  sehr  ähnlich  gestalteten  Formeln  für  den  Fall,  dass  an 
einer  das  Medium  nach  innen  begrenzenden  Kugel  r  =  /?  entweder 
r0  oder  dr(Pldr  verschwindet,  während  0  =  0*  und  d<t>/dt  =  0' 
für  <  =  0  vorgeschrieben  sind,  brauchen  nicht  aufgeführt  zu  werden. 
Dagegen  mag  erwähnt  werden,  dass  die  Fälle  an  jener  Kugel  be- 
liebig vorgeschriebener  r0  =  V(0  oder  ör0/ör  =  V(O  ^^^  ^^^' 
schwindenden  0*  und  0'  nach  (177'")  und  (179)  zu  den  einfachen 
Resultaten  fuhren: 

at  <r  -  B        0  =  0, 

at>r--B         0=^  T(t  -  ^-^)  ; 
at<r^R         0=0,        ^_^^_^^,^ 
at>r'^R         0  =  -  ±jY(t)dt. 

0 

Der  Fall,  dass  das  Medium  nach  innen  und  nach  aussen  durch 
Kugelflächen  begrenzt  ist,  an  denen  r<P  oder  dr^jdr  verschwinden, 
erledigt  sich  durch  die  in  §  50  abgeleiteten  Resultate.  — 

Was  nun  die  speciellere  Deutung  der  im  Vorstehenden  erhal- 
tenen Resultate  angeht,  so  sind  wie  firüher  Potential-  und  Drillungs- 
deformationen zu  unterscheiden. 

a)  Im  Falle  der  Potentialdeformation  kann  man  0  unmittel- 
bar mit  dem  Deformationspotential  q>  identificiren ;  man  darf  auch 
unter  0  die  cubische  Dilatation  &  verstehen,  die  nach  (167")  mit  ff 
in  der  Beziehung  steht 

A(p  =  ». 

In  der  That  genügen  nach  (167')  und  (167"')  sowohl  y  als  i?- 
der  Hauptgleichung  (180). 

Dagegen  ist  es  nicht  gestattet,  für  0  die  aus  einem  nur  r 
enthaltenden  Potential  y  resultirende  Verrückung 

d  (p 


(183'") 


Q  = 


dr 


zu  wählen,  da  nach  S.  534  zwar  jede  ihrer  Gomponenten  nach  einer 
Coordinatenaxe,  nicht  aber  sie  selbst  die  Gleichung  (180)  erfüllt. 

Da  die  Verrückungen  q  in  unserem  Falle  stets  dem  Radius  r 
parallel  sind,  so  kann  man  das  Medium  durch  eine  beliebige  starre 
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Kegelfläche  durch  den  Coordinatenanfang  begrenzen,  ohne  die  Ver- 
hältnisse zu  verändern;  dabei  kommt  wiederum  in  Betracht,  dass 
wir  in  praxi  solche  Wände  von  genügender  Starrheit  nur  dann  her- 
stellen können,  wenn  das  Medium  gasförmig  ist  Unsere  Formeln 
leiten  uns  so  zu  gewissen  Gesetzen  der  radialen  Schwingungen  kegel- 
förmiger Luftsäulen,  d.  h.  zur  Theorie  der  conischen  Pfeifen.  Sind 
die  Pfeifen  beiderseits  offen,  so  kann  man  nach  S.  555  an  den 
Enden  i^  =  0  setzen  und  erhält  so,  wenn  man  <t>  mit  i^-  identificirt, 
einen  Fall,  bei  dem  an  zwei  Kugelflächen  r  cj)  =  0  vorgeschrieben  ist 

b)  Im  Falle  der  Drillungsdeformation  kann  man  <t>  mit 
jeder  der  Drillungsfunctionen  U,  F,  W  identificiren ;  man  kann  aber 
auch  die  Drillungscomponenten  A,  ju,  v  selbst  dafür  wählen,  die  nach 
S.  536  ebenso  wie  ü,  V,  TT  die  Hauptgleichung  (180)  befriedigen.  Wenn 
A,  fi,  V  nur  Functionen  von  r  sind,  so  drückt  das  ersichtlich  aus, 
dass  sich  bei  den  behandelten  Schwingungen  jede  Kugelfläche  wie 
ein  starres  Gebilde  um  den  Coordinatenanfang  dreht  Ist  für  eine 
Kugelfläche  die  Drillung  als  Function  der  Zeit  vorgeschrieben,  etwa 
speciell  dauernd  gleich  Null,  so  entspricht  das  hiemach  dem  Fall, 
dass  diese  Fläche  entweder  in  gegebener  Weise  gedreht  oder  aber 
festgehalten  wird.  Damit  ist  das  Problem,  bei  dem  r0  an  einer 
oder  an  zwei  Kugelflächen  gegeben  ist  oder  verschwindet,  für  die 
Drillungsdeformationen  sehr  einfach  gedeutet 

2.  Die  allgemeine  Gleichung  (182) 

kann  auch  dazu  dienen,  um,  falls  keine  Symmetrie  rings  um  den 
Punkt;?  (r  =  0)  besteht,  das  Verhalten  in  ihm  selbst  zur  Zeit  t 
zu  bestimmen,  wenn  im  ganzen  Räume  zur  Zeit  ^  =  0  sowohl 
0  =  0ö(aj,y,«)  als  d<Pldi  =  <t>\xjy,x)  gegeben  ist  Da  Q  den 
Mittelwerth  von  cJ)  auf  einer  Kugel  vom  Radius  r  bezeichnet,  so  ist 
natürlich  dann  für  ^  =  0  auch  Q  =  Q*(r)  und dQldt  =  Q'{r)  angebbar. 
Bei  einer  Darstellung  in  einer  JBaT'- Ebene  sagt  dies  aus,  dass 
längs  der  JB-Axe  Q  und  dQ/dt  gegeben  und  (p  für  eine  beliebige 
Stelle  q  der  a  T'-Axe  gesucht  ist 

Führen  wir  wieder  die  Substitution  (170)  ein,  in  der  jetzt  nur 
z  mit  r  zu  vertauschen  ist,  so  erhalten  wir  nach  (171): 

Wir  integriren  diese  Gleichung  längs  einer  Parallelen  zur  S-Axe, 
welche  durch  q  bis  zur  R-Axe  gezogen  ist  und  letztere  in  einem 
Punkt  q'  erreichen  möge;  dann  ergiebt  sich: 
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Ersetzen  wir  den  DiflFerentialquotienten  nach  iy  gemäss  (170')  durch 
seinen  Werth,  so  findet  sich: 

(d r ß        drQ\   __  (drQ        drQ\ 
VöT  "^  aö//^""  Vor    '^  adt)^'' 

Nun  ist  die  Stelle  q  durch  r  =  0  und  t  =  t,  die  Stelle  q  durch 
r  =  at,  t  =  0  gegeben,  und  wir  erhalten  bei  Ausrechnung  der  linken 
Seite  dieser  Formel: 

Ö(O,0=(-/°  +  ^:>)         •  (184) 

^   '  '        Vor      'ad  t'{at,0)  ^ 

Der  Mittelwerth  Q(0,/)  der  Function  0,  genommen  auf  einer  Kugel 
vom  Radius  Null  um  die  Stelle  p,  ist  aber  der  Werth  von  <t>  an 
dieser  Stelle  selbst;  demnach  erhalten  wir: 

0(0,0  =('f'^+''°')      , 

^        '  ^      er  a   ''r=at 

und  finden,  falls  wir  auch  Q"  und  Q'  durch  0"  und  0'  ausdrücken, 
das  Endresultat: 

Dasselbe  spricht,  wenn  wir  den  Werth  r  =  «/  in  alle  Theile  der 
Klammer  eingeführt  denken,  folgenden  Satz  aus: 

Ist  in  einem  unendlichen  elastischen  Medium  eine  An- 
fangsverrückung  <t>''{Xyy,z)  und  eine  Anfangsgeschwindigkeit 
<i>\x,y,z)  gegeben,  so  erhält  man  die  Verrückung  0,  die  an 
einer  beliebigen  Stelle  p  zu  einer  beliebigen  Zeit  t  statt- 
findet, indem  man  um  p  eine  Kugel  vom  Radius  r  =  at  con- 
struirt,  wobei  a  die  dem  Medium  und  der  Natur  der  Ver- 
rückung 0  entsprechende  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
bezeichnet,  und  die  Mittelwerthe  von  0*  und  0'  auf  dieser 
Kugel  bestimmt,  gemäss  den  Formeln: 

in  diesen  drückt  sich  die  gesuchte  Verrückung  aus  nach 
der  Formel: 

<t>^=       -5^-^  +  ^Q'a/.  (185') 

Was  die  Anwendung  dieses  höchst  allgemeinen,  von  Poisson 
entdeckten  Satzes  angeht,  so  kann  für  0  jede  Function  gewählt 
werden,  die  der  Hauptgleichung  (180)  genügt:  im  Falle  einer 
Potentialdeformation    also    ebensowohl    das   Deformationspoten- 


Q' 
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tial  (p,  als  jede  seiner  Componenten  w,,  i;,,  ii\  nach  den  Coordinaten- 
axen,  als  auch  die  räumliche  Dilatation  i9-;  im  Falle  einer  Drillungs- 
deformation jede  der  Drillungsfunctionen  U,  F,  W  oder  jede  der 
Verrückungscomponenten  w,,  v^,  w^  oder  jede  der  Drillungscompo- 
nenten  A,  ju,  v.  Welche  dieser  Grössen  zu  bevorzugen  sind,  hängt 
davon  ab,  in  welcher  Weise  der  Anfangszustand  vorgeschrieben  ist. 
Stellt  derselbe  nicht  eine  reine  Potential-  oder  eine  reine  Drillungs- 
deformation dar,  so  ist  er  nach  dem  S.  533  und  534  Bemerkten  in 
diese  Theile  zu  zerlegen,  die  sich  dann  unabhängig  von  einander 
fortpflanzen.  Für  die  ersteren  ist  der  Parameter  (C  gleich  c/a,  für 
die  letzteren  gleich  (c  — c')/26. 

Wir  wollen  den  erhaltenen  Satz  zunächst  benutzen  zur  Ab- 
leitung des  auf  S.  563  vorausgenommenen  Resultates  über  das  Ver- 
halten der  Function  0  in  dem  Punkt  r  =  0  bei  Anfangswerthen  0° 
und  0',  die  nur  von  r  abhängen.  Hier  ist  Q  mit  0  selbst  identisch 
und  Gleichung  (185')  ergiebt 

Schliesst  man  ein  unendliches  /,  sowie  unstetige  Functionen  0* 
und  0'  aus,  so  sind  beide  Glieder  stets  endlich,  also  (r0)^  =  o  jeden- 
falls gleich  Null,  wie  das  oben  ausgesprochen  ist.  — 

Wir  behandeln  als  ferneres  Beispiel  das  Problem,  die  Function 
0,  am  anschaulichsten  die  räumliche  Dilatation  iV-,  in  einem  Punkte  fi 
zu  bestimmen,  wenn  dieselbe  zur  Zeit  t  =  0  innerhalb  einer  von 
zwei  concentrischen  Kugeln  mit  den  Radien  R^  und  Jt^  begrenzten 
Schaale  einen  constanten  Werth  G  besitzt  und  im  übrigen  Räume 
verschwindet;  der  Punkt  p  sei  dabei  ein  äusserer. 

Bezeichnet  man  mit  (Oat  die  KegelöflFnung,  welche  zu  der  aus 
der  Kugel  vom  Radius  ai  durch  die  Schaale  ausgeschnittenen  Zone 
gehört,  so  ist  jetzt: 

P        4n       dt 

Ist  der  Abstand  des  Punktes  p  vom  Centrum  der  Schaale 
gleich  e,  so  wird: 

cjat  =  0  für  0  <  at  <  e  —  R^, 

=  2'^(l--'^'4^— )"    e-H„<at<c-R„ 

=  ^"{-27^)  "    «-Äf<«'<«  +  Äp 

=  2  JT  (l  -  *-+  ~^~^)  „    e  +  R,<at<e  +  R„, 

=  0  „    e  +  R„<  at  <OD. 
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Hieraus  folgt: 

<t>^  =  o 

für            0  <at  <e-  B^, 

0(e-at} 
2e 

„    e  —  R^<  at  <  e  —  R., 

=  0 

„    e-  R.  <  nt  <e  -{-  /?., 

C(e-at) 
2e 

„    6  +  R.<at<e+  R^, 

=  0 

„    e'\'  R„<at  <oo. 

In    dem    einen  Grenzfall,  dass  R.  sich  von   R^  nur  unendlich 

wenig   unterscheidet,   haben   wir   das  S.  564   besprochene  Problem 

einer  für  eine  Eugelfläche  constant  gegebenen  Anfangsdilatation  und 

finden  jetzt: 

*p  =  0  für  0  <  at  <  e  -  R, 


at  =  e  —  R, 


""  2e  " 

=  0  „       e  —  R<at<e  +  R, 


CR 


ff 


at  =  c  +  R, 


2e 
=  0  „       e  +  R  <  at  <(X>. 

Dies  stimmt  vollkommen  mit  dem  Inhalt  von  Formel  (183"). 

In  dem  anderen  Grrenzfall,  dass  die  Kugel  voll  ist,  also  R.  ver- 
schwindet, erhalten  wir: 

*p  =  0  für  0  <  at  <  e  -  R, 


C{e-at) 


„     e  —  R  <C  at  <,  e  +  R, 


20 

=  0  .,     e  +  R  <  at  <co. 

Dieser  Fall  tritt  bei  (t>  =  &  näherungsweise  ein,  wenn  ein  mit 
verdichteter  oder  verdünnter  Luft  gefüllter  Ballon  zertrümmert  wird. 
Hier  steigt  die  Dilatation  für  at  =  e  —  R  schnell  von  0  auf  Ci?/2e, 
sinkt  dann  linear  mit  der  Zeit  und  springt  für  at  =  c  +  R  von 
—  Ci^/2e  wieder  auf  Null. 

Eine  innerhalb  eines  Kugelraumes  constante,  positive 
oder  negative  Dilatation  G  erregt  also  in  einem  äusseren 
Punkte  zuerst  eine  Dilatation  gleichen  und  darnach  eine 
entgegengesetzten  Vorzeichens;  die  Differenz  des  grössten 
und  des  kleinsten  Werthes  ist  RC/e,  falls  mit  Ä  der  Radius 
des  Kugelraumes,  mit  e  der  Abstand  des  betrachteten 
Punktes  vom  Kugelcentrum  bezeichnet  wird. 
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—  für  Deformationsgrössen  359. 

—  für  Druckcomponenten  380. 
Cycloidenpendel  101. 
Cylinder,  starrer,  aufrecht  in  einer 

schweren    Flüssigkeit    schwimmend 
411. 

—  ruhend  in  einem  Strom  einer  idealen 
Flüssigkeit  485. 

—  rotirend  in  einer  benetzenden  rei- 
benden Flüssigkeit,  welche  von  einem 
zweiten  Cylinder  begrenzt  ist  491. 

—  als  Hohlraum  in  einem  unendlichen 
elastischen  Medium,  gegen  dessen 
Wand  constante  Drucke  wirken 
515. 

—  elastischer  Hohl-,  unter  innerem  und 
äusserem  Druck  und  einem  Zug  pa- 
rallel der  Axe  516. 


Dämpfung  von  Schwingungen  eines 
starren  Körpers  um  eine  feste  Axe 
252. 

Deformationen,  Potential-,  eines 
elastischen  Körpers  502. 

—  homogene  506. 

—  Drillungs-  517. 

—  combinirte  525. 
Deformationsgrössen,     Definition 

353. 

—  ihre  Transformation  auf  neue  Coor- 
dinaten  351. 

—  ihre  Geschwindigkeiten  421. 
Deformationsmoduln  508. 
Deformationspotential  502. 
Deformationswiderstand  508. 
Dehnung  s.  Dilatation  348. 
Deviationsmomente,  Definition213. 

—  um  beliebige  Axen,  ausgedrückt 
durch  dieHauptträgheitsmomente216. 

Dichte,  Definition  205. 

—  mittlere,  der  Erde  337  u.  345. 

—  der  Flüssigkeiten,  abhängig  von 
Druck  und  Temperatur  384. 

—  der  Gase  des^l.  384. 
Dilatation,  gleichförmige,  eines  Kör- 

[)ers  nach  einer  Richtung  348. 

—  Axendehnungen  352. 

—  Axenwinkoläuderungen  353. 
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Dilatation  einer  Länge  357. 

—  einer  Fläche  358. 

—  eines  Raumes  359. 
Dilatationsmodal,    cubischer,    bei 

allseitig  gleichem  Druck  508. 

—  der  Längs-  und  Querdilatation  bei 
einseitigem  Druck  512. 

Dilatationsellipsoide  355. 
Dilatationshauptaxen  349. 

—  bei  einer  Potentialbewegung  421. 

—  bei  einer  Potentialdeformation  503. 
Dilatationswiderstand  508. 
Dimension,  Definition  6. 

—  einer  Geschwindigkeit  30. 

—  eines  Impulses  39. 

—  einer  Beschleunigung  47. 

—  einer  Kraft  49. 

—  einer  Arbeit,  einer  lebendigen  Kraft, 
eines  Potential  es,  einer  Energie  133. 

—  einer  Dichte  205. 

—  eines  specifischen  Gewichtes  206. 

—  der  Gravitationsconstanten  345. 

—  einer  Druckkraft  364. 

—  der  Constauten  der  inneren  Rßibung 
einer  Flüssigkeit  477. 

—  desgl.  der  äusseren  Reibung  479. 

—  der  Elasticitätsconstanten  497. 
Drehung  eines  starren  Körpers 

187. 

—  ihre  Zusammensetzung  und  Zer- 
legung 189. 

—  um  parallele  Axen  190. 

—  um  eine  feste  Axe  durch  Kräfte 
244. 

—  desgl.  wenn  die  BLräfte  lineare 
Functionen  von  Drehungswinkel  u. 
Drehungsgeschwindigkeit  sind  248. 

—  um  einen  festen  Punkt,  all- 
gemein 282. 

—  desgl.  wenn  keine  Kräfte  wirken 
287. 

—  desgl.  für  einen  Rotationskörper, 
der  an  einem  Punkt  seiner  Axe  eine 
constante  Kraft  erfährt  297. 

—  desgl.  bei  Anziehung  eines  um  den 
festen  Punkt  kreisenden  Attractions- 
centrums  30 1. 

—  eines  unendlich  kleinen  Be- 
reichs eines  nichtstarren  Kör- 
pers 850. 

Drehungsaxen,  augenblickliche  189. 

—  natürliche  246. 

—  permanente  246. 
Drehungsgeschwindigkeit    eines 

Massenpunktes  in  seiner  Bahn  48. 

—  resultirende,  eines  starren  Körpers 
um  einen  festen  Punkt,  wenn  keine 
Kräfte  wirken  289. 

—  um  die  Normale  zur  invariabelu 
Ebene  295. 


Drehungsgeschwindigkeit  der 
Kreiselaxe  um  die  Normale  der  in- 
variabeln  Ebene  bei  Wirkung  einer 
Constanten  Kraft  auf  einen  Ponkt 
der  Axe  300. 

—  desgl.  bei  Anziehung  eines  um  sie 
kreisenden  Attractionscentrums  304. 

Drehungsmoment  einer  ELraft  195. 

—  mehrerer  Kräfte  197. 

—  seine  empirische  Bestimmung  256. 

—  der  Attraction  auf  einen  starren 
Körper,  bestimmt  durch  das  Poten- 
tial 321. 

—  der  gegenseitigen  Attraction  zweier 
Körper  339. 

—  welches  eine  Kugel  erfahrt,  die 
innerhalb  einer  reibenden  Flüssigkeit 
rotirt  491. 

Drehungsmomente  eines  Kraft- 
systemes  um  die  Coordinatenaxen 
173. 

Drillung  oder  Torsion,  gleichför- 
mige, eines  Cylinders  519. 

Drillungsmodul  522. 

Drillungscomponenten  503. 

Drillungsdeformation  518. 

Drillungsfunctionen  518. 

Drillungspotential  519. 

Drillungsschwingungen  535. 

Drillungswiderstand  522. 

Druck  eines  bewegten  Punktes 
gegen  eine  Oberfläche  91. 

—  gegen  eine  Curve  96. 

—  eines  schweren  Punktes  gegen  eine 
ebene  Curve  98. 

—  eines  ruhenden  starren  Kör- 
pers auf  drei  Unterstützungsponkte 
232. 

—  eines  um  eine  feste  Axe  rotirendeu 
Körpers  gegen  die  Axe  247. 

—  gesammter,  einer  ruhenden  Flüs- 
sigkeit gegen  eine  geschlossene  Ober- 
fläche 402. 

—  gegen  ein  Flächenstück  412. 

—  eines  Stromes  einer  idealen  Flüssig- 
keit gegen  eine  ruhende  Kugel  432. 

—  des^.  einer  reibenden  und  benetzen- 
den Flüssigkeit  498. 

—  des  Strahles  einer  idealen  Flüssig- 
keit gegen  eine  «starre  Oberfläche 
470. 

—  hydraulischer,  in  einer  idealen 
Flüssigkeit  464. 

—  in  einem  Gas  468. 
Druckänderung  in  einem  Gasometer 

in  Folge  des  Ausströmens  467. 
Druckcomponenten  in  deformir- 
baren  Körpern  362. 

—  ihre  Transformation  auf  andere 
Coordinaten  380. 
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Druck componenten  in  idealen  Flüs- 
sigkeiten 381. 

—  in  reibenden  Flüssigkeiten  476. 

—  in  elastischen  festen  Körpern  495. 

—  in  elastischen  Flüssigkeiten  496. 

—  in  Gasen  496. 
Drackellipsoide  375. 

£bbe  und  Flath  399. 
Ebene,  schiefe  100. 

—  invariable  175. 

Einheiten,  fundamentale  und  abge- 
leitete 5. 

—  Einfuhrung  neuer  3. 

—  für  Länge  und  Zeit  3. 

—  für  Geschwindigkeit  30. 

—  für  Masse  39. 

—  für  Impuls  39. 

—  für  Kraft  49. 

Energie  eines  Massenpunktes  unter 
Wirkung  gegebener  Kräfte  im  all- 
gemeinen sinne  133. 

—  im  engeren  Sinne  135. 

—  zweier  wechselwirkender  Massen- 
punkte 163. 

—  eines  Punktsystemes  bei  Einwirkung 
von  äusseren  und  inneren  Kräften 
178. 

—  einer  bewegten  idealen  Flüssigkeit 
460. 

Ergiebigkeit  einerQueUe  oder  Senke 
425. 


Fall,  freier,  unter  der  Wirkung  der 
Schwere  65. 

—  auf  rotirender  Erde  87. 

—  auf  festen  Curven  98. 

—  auf  reibender  schiefer  Ebene  122. 
Fallmaschine  von  Atwood  65. 

—  ihre  Theorie  bei  Berücksichtigung 
des  Trägheitsmomentes  der  Rolle, 
des  Gewichtes  des  Fadens  und  der 
Axenreibung  250. 

Fallversuch  von  Benzenberg  89. 
Festigkeit   eines  Hohlcylinders   bei 

äusserem  und  innerem  Druck  516. 
Flächen    des  Aus-  und  Eintritts   in 

Flüssigkeiten  417. 
Flächengeschwindigkeit  140. 
Flächenmoment  173. 
Flächensätze  für  einen  Massenpunkt 

unter  der  Wirkung  eines  festen  At- 

tractionscentrums  140. 

—  für  zwei  freie  Punkte  161. 

—  für  ein  Punktsystem  178. 
Flüssigkeiten,  ideale,  ihr  Gleich 

gewicht  386. 

—  ihre  Potentialbewegungen  418. 


Flüssigkeiten,  ideale,  ihre  Wirbel- 
bewegungen 436. 

—  ihre  combinirten  Bewegungen  457. 

—  reibende,  ihre  Bewegungen  473. 

—  desgl.   bei    unendlich    kleinen    Ge- 
schwindigkeiten 487. 


Gesammtdrucke  ruhender  Flüs- 
sigkeiten gegen  starre  Körper 
402. 

Geschwindigkeit  der  gleichförmigen 
Bewegung  29. 

—  ihre  Zusammensetzung  und  Zer- 
legung 31. 

—  ihre  plötzliche  Aenderung  durch 
einen  Impuls  36. 

—  bei  beliebiger  Bewegung  41  u.  44. 

—  deren  Componenten  nach  den  Coor- 
dinatenaxen  45. 

—  desgl.  in  Polarcoordinaten  47. 

Geschwindigkeitspotential,  Defi- 
nition 418. 

—  Werthe  dafür,  abgeleitet  aus  dem 
NEWT0N*8chen  Potential  von  Massen- 
punkten 425. 

—  desgl.  aus  dem  logarithmischen  Po- 
tential 433. 

Gewicht,  eines  Massenpunktes  65. 

—  eines  Körpers  206. 

—  specifisches  206. 

Gleichgewicht  eines  Massen- 
punktes, allgemeine  Bedingungen 
58. 

—  speciell  auf  festen  Oberflächen  oder 
Curven  116. 

—  eines  schweren  Punktes  auf  reiben- 
der schiefer  Ebene  118. 

—  desgl.  bei  Einwirkung  einer  con- 
stauten  Kraft  119. 

Gleichgewicht  eines  starren 
Körpers,  allgemeine  Bedingungen 
225. 

Beispiele:  1.  eines  um  einen  festen 
Punkt  drehbaren  Körpers  226. 

2.  desgl.  um  eine  feste  Axe  227. 

3.  eines  in  3  Punkten  unterstützten 
Körpers  232. 

4.  eines  bifilar  aufgehängten  Körpers 
233. 

5.  einer  auf  drei  anderen  liegenden 
schweren  Kugel  unter  Einwirkung 
gleitender  Reibung  236. 

—  eines  um  einen  festen  Punkt  dreh- 
baren starren  Körpers  bei  Einwirkung 
eines  Potentiales  341. 

Gleichgewicht  von  Flüssigkei- 
ten, allgemeine  Bedingungen  386. 
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Beispiele:  1.  Flüssigkeit  unter  der 
Wirkung  der  Schwere,  communici- 
rende  Röhren,  Manometer  391. 

2.  unter  der  Anziehung  eines  oder 
mehrerer  fester  Centren  394. 

3.  hei  Einwirkung  von  Rotation  und 
Schwerkraft  396. 

4.  desgl.  von  Rotation  und  Anziehung 
eines  festen  Centrums  398. 

5.  desgl.  von  Rotation  und  Anziehung 
zweier  Ceutra,  Ebbe  und  Fluth 
399. 

Gleichgewicht  schwimmender 
Körper,  allgemeine  Bedingungen 
407. 

Beispiel:  ein  aufrecht  schwimmen- 
der Kreiscjlinder  411. 
Gleichgewicht  elastischer  Kör- 
per,   allgemeine    Bedingungen    für 
Potentialdeformationen  502. 
Beispiele:  1.  beliebiger  Körper  unter 
allseitig  gleichem  Druck  507. 

2.  cylindrischer  Körper  bei  verschie- 
denem Druck  gegen  Mantel-  und 
Grundflächen  510. 

3.  rechteckiges  Prisma  bei  verschie- 
denem Druck  gegen  alle  drei 
FlÄcbenpaare  512. 

4.  Hohlkugel  bei  verschiedenem 
Druck  auf  innere  und  äussereFlächc 
513. 

5.  Hohlcylinder  bei  verschiedenem 
Druck  gegen  innere,  äussere  und 
Grundfläche  515. 

—  allgemeine  Bedingungen  für  Dril- 
lungsdeformationen 517. 
Beispiele:    1.  gleichförmige    Dril- 
lung eines  Cylinders  519. 

speciell    bei    elliptischem  Quer- 
schnitt 523. 
2.  Hohlkugel,  deren  äussere  Fläche 
gegen  die  innere  gedreht  ist  524. 

—  allgemeine  Bedingungen  für  com- 
binirte  Deformationen  525. 
Beispiele:   1.  ein  unendliches  Me- 
dium  und    eine    in    einem   Punkt 
angreifende  Kraft  526. 

2.  gleichförmige  Biegung  eines  Cy- 
linders 529. 

Gravitation  und  Schwerkraft 
151. 

Gravitatiousconstante,  ihre  Di- 
mension und  ihre  empirische  Be- 
stimmung 345. 

Hebelarm  196. 
Hebelgesetz  228. 

Impuls,  Definition  86. 

—  Zusammensetzung  und  Zerlegung  37. 


Impuls,  der  nur  die  Richtung,  aber 
nicht  die  Grösse  der  Geschwindig- 
keit Ändert  40. 


Körper,  starrer  18  <. 

—  elastischer  493. 

—  isotroper  475. 
Kraft,  Definition  48. 

—  Zusammensetzung  und  Zerlegung  50. 

—  desgl.  speciell  nach  der  Richtung 
der  Tangente,  Haupt-  und  Binormale 
der  Bahn  52. 

—  bei  geradliniger  Bewegung  52. 

—  bei  krummliniger  mit  constanter 
Geschwindigkeit  53. 

—  nur  abhängig  von  Zeit,  Ort  und 
Geschwindigkeit  57. 

—  dieselbe  wirksam  auf  verschiedene 
Massenpunkte  61. 

—  zerlegt  nach  Tangente,  Haupt-  und 
Binormale  einer  festen  Bahn  97. 

Kraft,  conservative,  deren  Compo- 
nenten  durch  ein  Potential  ausdrück- 
bar sind   132  u.  134. 

Kräfte,  auf  einen  starren  Kör- 
per ausgeübt,  verschiebbar  in 
ihrer  Richtung  196. 

—  zusammensetzbar  zu  einer  Resulti- 
renden  199. 

—  desgl.  zu  einer  Resultirenden  und 
einem  um  deren  Richtung  wirkenden 
Drehungsmoment  202. 

Kraft,  lebendige,  für  einen  Massen- 
punkt 127. 

—  für  ein  Punktsystem  178. 

—  ihre  Zerlegung  in  innere  und  äussere 
180. 

—  für  einen  starren  Körper  222. 
Kräfte,  scheinbare  bei  einem  relativ 

zur  rotirenden  Erde  bewegten  Massen- 
punkt 84. 

Kräftemittelpunkt  204. 

Kraftlinien  136. 

Kreisel,  sein  Widerstand  gegen  eine 
Drehung  seiner  Axe  287. 

Kreiselbewegungen  297. 

Kugel  und  Kugelschaalen,  in 
concentrischen  Schichten  homogen, 
ihr  Potential  und  ihre  Anziehung 
auf  äussere  und  innere  Punkte  332. 

—  ihre  Anziehung  auf  einander  344. 
Kugel,     starre,    ruhend    in     einem 

Strome  einer  idealen  Flüssigkeit 
429. 

—  geradlinig  bewegt  in  einer  im  Un- 
endlichen ruhenden  Flüssigkeit,  die 
eine  Potentialbewegung  besitzt  431. 

—  desgl.  wenn  die  Flüssigkeit  Wirbel 
enthält  477. 
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Kasel,  rahend  in  einer  ebenfalls  im 
Unendlichen  ruhenden,  im  Endlichen 
bewegten  Flüssigkeit  459. 

—  rotirend  in  einer  nach  aussen  un- 
begrenzten oder  durch  eine  concen- 
trische  Kugel  begrenzten  reibenden 
Flüssigkeit  490. 

—  geradlinig  fortschreitend  in  einer 
unendlichen  reibenden  Flüssigkeit 
492. 

Kugel,  gegen  welche  constante Drucke 
wirken,  als  Begrenzung  eines  Hohl- 
raumes in  einem  unendlichen  elasti- 
schen Medium  513. 

—  hohle,  elastische  unter  constantem 
äusseren  und  inneren  Druck  514. 

—  elastische,  deformirt  in  Folge  ihrer 
eigenen  Gravitation  516. 

Kugelwellen  in  einem  unendlichen 
elastischen  Medium  563. 

Lagenänderung  eines  starren  Syste- 

mes  184. 
Luftwiderstand  124. 

—  seine  Arbeit  129. 

Maas 8 System,  absolutes  6. 

—  technisches  68. 
Manometer  393. 

Masse,  Definition  gleicher  Quantität 

für  verschiedene  Substanzen  39. 
Massenmittelpunkt,  Definition  157. 

Oberflächenbedingungen,  allge- 
meine, für  nichtstarre  Körper  361  u. 
372. 

—  für  eine  ideale  Flüssigkeit  385. 

—  für  eine  reibende  Flüssigkeit  478. 

—  für  einen  elastischen  Körper  498. 

—  desgl.  für  den  Fall  einer  Potential- 
deformation 505. 

—  desgl.  für  den  Fall  der  gleichför- 
migen Drillung  521. 

Parallelogramm  oderPolygon  der 
Geschwindigkeiten  31. 

—  der  Kräfte  50. 

Pendel,  einfaches;  Cycloidenpendel 
101. 

—  Kreispendel  bei  unendlich  kleinen 
Amplituden  102. 

—  sphärisches  desgl.  102. 

—  Foucault'sches  112. 

—  Fehlerquelle  hierbei  107. 

Pendel,  zusammengesetztes,  be- 
nutzt zur  Bestimmung  der  Be- 
schleunigung durch  die  Schwere  262. 


Pendel,  Schwingungsdauer  bei  end- 
licher Amplitude  264. 

—  Beobachtung  der  Schwingungsdauer 
265, 

—  Fadenpendel  268. 

—  Elimination  von  Inhomogenitäten 
der  Substanz  269. 

—  Einfluss  der  Aufhängung  270. 

—  Theorie  der  Wirkung  einer  nach 
einem  Kreiscylinder  abgestumpften 
Schneide  271. 

—  Einrichtung  von  Bessel  274. 

—  Einfluss  der  Luft  275. 

—  Reversionspendel  277. 

—  Elimination  der  Abstumpfung  der 
Axenschneiden  279. 

—  Justiren  280. 

—  Elimination  des  Einflusses  der  Luft 
281. 

Phase  einer  Oscillation  60. 
Pigzometer,  seine  Theorie  509. 
Potential,  im  weiteren  Sinne  182. 

—  im  engeren  Sinne  134. 

—  Bedingung  für  Existenz  des  letzte- 
ren 135. 

—  seine  Eigenschaften  136. 

—  der  Centralkräfte  139. 

—  der  Wechselwirkung  zwischen  zwei 
Massenpunkten  163. 

Potential  der  NBWTON'schen  At- 
traction  einzelner  Massenpunkte 97. 

—  räumlich  vertheilter  Massen  320. 

—  insbesondere  auf  ferne  Punkte  323. 
~  desgl.  auf  innere  Punkte  331. 

—  von  in  concentrischen  Schichten 
homogenen  Kugeln  und  Kugel- 
schaalen  auf  äussere  und  innere 
Punkte  332. 

—  der  Wechselwirkung  zweier  räum- 
licher Massen  339. 

—  desgl.  für  zwei  einander  ferne 
Massen  341. 

—  desgl.  für  zwei  Kugeln  oder  Kugel- 
schaalen  344. 

Potential,  NEwroN'sches,  einzel- 
ner und  gepaarter  Massen- 
punkte, benutzt  zur  Ableitung  von 
Geschwindigkeitspotentialen  für  ide- 
ale Flüssigkeiten  425. 

—  ebenso   von   Wirbelfunctionen  446. 

—  angewandt  zur  Ableitung  von  De- 
formationspotentialen für  elastische 
Körper  513. 

—  ebenso  von  Drill  ungspotentialen 
524. 

Potential,  logarithmisches,  ein- 
zelner und  gepaarter  Punkte, 
benutzt  zur  Ableitung  von  Gkschwin- 
digkeitspotentialen  433. 

—  ebenso  von  Wirbelfunktionen  448. 
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Potential,  logarithmisches,  an- 
gewandt zur  Ableitung  von  Defor- 
mationspotentinlen  für  elastische 
Körper  515. 

Potentialbewegung  einer  idealen 
Flüssigkeit  417. 

—  desgl.  in  Begleitung  von  Wirbeln 
449. 

—  einer  reibenden  Flüssigkeit  481. 
Potentialdeformation  eines  elasti- 
schen Körpers  502. 

Potentialflächeu  für  Kräftepoten- 
tiale 136. 

—  der  Attraktion  räumlich  ausgedehn- 
ter Massen  auf  ferne  Punkte  326. 

—  für  Geschwindigkeitspotentiale  420. 

—  für  Deformationspotentiale  502. 
Potentialschwingungen  eines  ela- 
stischen Körpers  534. 

Präcession  304. 

Princip  der  Gleichheit  von  Wirkung 

und  Gegenwirkung  129. 
Punkt,  materieller  27. 

—  Frage,  wann  ein  Körper  als  mate- 
rieller Punkt  zu  behandeln  ist  307. 

Quellen  und  Senken  im  Räume 
425. 

—  in  der  Ebene  433. 

—  in  der  .Ebene,  reciprok  zu  Wirbel- 
punkten 453. 

Quellpaare  im  Räume  427. 

—  äquivalent  mit  unendlich  kleinen 
Wirbelringen  451. 

—  in  der  Ebene  484. 

—  äquivalent  mit  Wirbelpaaren  453. 
Quercontraction   und  -dilatation 

eines  cjlindrischen  elastischen  Kör- 
pers 511. 

Reactionsdruck  fester  Oberflächen 

91. 

—  fester  Curven  96. 

—  eines  Flüssigkeitsstrahles  469. 
Reflexion,  normale,  ebener  Wellen 

in  einem  unendlichen  elastischen  Me- 
dium an  einer  ebenen  festen  Wand 
551. 

—  desgl.  an  einer  ebenen  freien  Ober- 
fläche 555. 

—  von  Seilwellen  an  dem  Befesti- 
gungspunkt 552. 

Reibung,  gleitende,  von  starren 
Körpern  an  festen  Bahnen  117. 

—  vollkommene  311. 

—  rollende  313. 

—  innere  von  Flüssigkeiten  473. 

—  äussere  von  Flüssigkeiten,  anein- 
ander oder  an  festen  Wänden  478. 


Röhren,  communicirende  392. 
Rotation  s.  Drehung. 

Saite,  allgemeine  Gleichungen  ihrer 
Bewegung  537. 

—  unbegrenzte  545. 

—  einseitig  befestigte  552. 

—  beiderseitig  befestigte  561. 
Sealaren  7. 

Sealares  Feld  7. 
Schraubenbewegung  192. 
Schwere,  ihre  Beschleunigung  65. 

—  desgl.  auf  der  rotirenden  Erde  86. 

—  deren  Bestimmung  mittels  des  Pen- 
dels 262. 

—  und  Gravitation  151. 

—  auf  den  Mond  wirkend  156. 

—  ihre  Aenderung  an  der  Erdober- 
fläche 336. 

Schwerpunkt,  Definition  158. 

—  seine  Bewegung  bei  zwei  fireien 
Massenpunkten  160. 

—  desgl.  bei  einem  Punktsystem  172. 

—  mechanische  Bedeutung  203. 

—  für  ein  System  von  in  ihren  Enden 
verbundenen  homogenen  Geraden 
207. 

—  für  homogene  Polygone  und  daraus 
zusammengefügte  Gebilde  208. 

—  für  homogene  Polyeder  208. 

—  für  einen  homogenen  Kreisbogen 
209. 

—  für  ein  homogenes  Kugelflächenseg- 
ment 209. 

—  für  einen  homogenen  Kugelsector 
210. 

—  Einfluss  einer  Inhomogenität  210. 

Schwingungen  in  einem  elasti- 
schen Medium,  Potential-  und 
Drillungs-  534. 

—  transversale  und  longitudinale  543. 

—  fortschreitende  Sinusschwingungen 
545. 

—  stehende  Sinusschwingungen  546. 

Schwingungsdauer  des  Cykloiden- 
pendels  102. 

—  des  Kreispendels  bei  unendlich  klei- 
ner Amplitude  102. 

—  desgl.  bei  endlicher  Amplitude 
263. 

—  Methoden  zu  ihrer  Beobachtung 
265. 

—  von  Wellen  in  einem  durch  zwei  par- 
allele Ebenen  begrenzten  elastischen 
Medium,  allgemein  556. 

—  bei  spezieller  Erregung  559. 

—  von  offenen  und  gedeckten  Pfeifen, 
von  Saiten  561. 
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Schwinguiigskiioten  und  Bäuche 
bei  stehenden  Sinusschwingungen 
546. 

Senken  s.  Quellen. 

Stabilität  des  Gleichgewichtes 
eines  Massenpunktes  58. 

—  eines  Punktes  unter  der  Wirkung 
eines  Potentiales  137. 

—  eines  starren  Körpers  desgl.  841. 

—  eines  auf  einer  Flüssigkeit  schwim- 
menden schweren  Körpers  408. 

Stoss  zweier  Massenpunkte  168. 

—  desgl.  zweier  Punktsysteme  182. 

—  zweier  weicher  Körper  183. 

—  oder  Druck  eines  Flüssigkeits- 
strahles 470. 

Strömung  einer  reibenden  Flüssigkeit 
in  einer  Spalte  484. 

—  desgl.  in  einem  offenen  Caiial  485. 

—  desgl.  in  einem  Hohlcylinder  486. 
Stromlinien  und  -fäden  414. 


Tensoren  10. 

—  ihre  Zusammensetzung  20. 
Tensorcomponenten  18. 
Tensorfeld  11. 
Tensortripel  11. 

—  ihre  Componenten  19. 

—  deren  Merkmale  21. 
Theorie  der  Waage  228. 

—  der  biliaren  Aufhängung  unter 
Rücksicht  auf  die  Driilung  der  Fäden 
233. 

—  der  AxwooD'schen  Fallmaschine 
unter  Rücksicht  auf  das  Trägheits- 
moment der  Rolle,  das  Gewicht  des 
Fadens  und  die  Axenreibuns:  250. 

—  gedämpfter  Schwingungen  bei  klei- 
ner Amplitude  252. 

—  der  Anwendung  des  Pendels  zur 
Bestimmung  der  Beschleunigung 
durch  die  Schwere  262. 

~  des  Piezometers  509. 
Torsion  }*.  Drillung. 
Trägheit  27. 

—  Richtungs-  und  Geschwindigkeits- 
trägheit 53. 

Trägheitsmoment  eines  starren 
Körpers,  Definition  213. 

—  eines  zusammengesetzten  Körpers 
214. 

—  eines  Körpers  um  verschiedene 
Axen  durch  einen  Punkt  215. 

—  um  parallele  Axen  218. 

—  für  eine  homogene  Kreisscheibe  219. 

—  für  einen  Kreiscylinder  220. 

—  für  eine  Kugel  220. 

—  für  ein  dreiaxiges  Ellipsoid  221. 


Trägheitsmoment,  seine  empirische 

Bestimmung  256. 
Trägheitsprincip  31. 

Vectoren  7. 

—  axiale  und  polare  9. 

—  im  scalaren  Feld  9. 

—  ihr  Vorzeichen  13. 

—  ihre  Zusammensetzung  16. 
Vectorcomponenten  11. 

—  ihre  Vorzeichen  13. 

—  ihre  Erkennungszeichen  16. 
Vectorfeld  9. 
Verrückungen,    allgemeinste,  eines 

starren  Körpers  184. 

—  ihre  Zerlegung  in  Verschiebungen 
und  Drehungen  187. 

—  ihre  Zusammensetzung  191. 

—  allgemeinste  stetige  eines  nicht- 
starren Körpers  846. 

—  ihre  Zerlegung  in  Verschiebungen, 
Drehungen  und  Dehnungen  347. 

Verschiebungen  eines  starren  Kör- 
pers 187. 

Waage,  ihre  Theorie  228. 

—  Elimination  der  Axenreibung  261. 

Wellen,  ebene,  in  einem  unend- 
lichen elastischen  Medium, 
ihre  Erregung  und  Fortpflanzung, 
wenn  keine  Begrenzung  vorhanden 
ist  539. 

—  ihr  Verhalten,  wenn  an  einer  paral- 
lelen Ebene  die  Verrückung  gegeben 
ist  547. 

—  desgl.  wenn  daselbst  die  Spannung 
oder  die  äussere  Druckkraft  gegeben 
ist  552. 

—  desgl.  wenn  das  Medium  durch  zwei 
parallele  Ebenen  begrenzt  ist  555. 

—  Kugel-  563. 

Wirbel  in  idealen  Flüssigkeiten  436. 

—  Bedingung  ihres  stationären  Ver- 
haltens 441. 

—  in  reibenden  Flüssigkeiten  482. 
Wirbelcomponenten  436. 

—  Werthe  dafür,  entwickelt  aus  dem 
NswTON'ächen  Potential  von  Massen- 
punkten 445. 

—  ebenso  aus  dem  logarithmischen 
Potential  448. 

Wirbelfäden  und  -linien,  Defini- 
tion 439. 

—  geradlinige  parallele  mit  constanter 
Rotationsgeschwindigkeit  444. 

—  kreisförmige,  mit  auf  concentrischen 
Kugeln  constanter  Geschwindigkeit 
445. 
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Wirbelfäden  und  -linien  auf  co- 
axialen  Krciscyl indem  448. 

—  geschlossene,  in  Meridianebenen 
liegende  447. 

—  geradlinige,  normal  zu  einer  Axe 
stehende  448. 

—  geradlinige  parallele,  bewegen  sich 
gegenseitig  455. 

Wirbelfunctionen  444. 

—  ihre  Eigenschaften  ausserhalb  des 
mit  Wirbeln  erfüllten  Baumes  449. 

Wirbelmomept  441. 

Wirbelpaare  in  der  Ebene  äquiva- 
lent mit  Quellpaaren  453. 

Wirbelringe,  unendlich  kleine,  im 
Räume,  ä((uivaleut  mit  Quellpaaren 
451. 

Wurf,  vcrticaler  66. 

—  schiefer  80. 

—  auf  rotirender  Erde  «7. 


einer      phjBikaliscliea 


Zahlwerth 

Ghrösse  2. 
Zerlegung  der  lebendigen  Kraft  eines 

Pnnktsy^mes  180. 

—  unendlich  kleiner  Verrttekangen 
eines  starren  Körpers  187. 

—  unendlich  kleiner  stetiger  Ver- 
rückungen  eines  nichtstarren  Kör- 
pers 847. 

Zerlegung  undZusammensetsnng 
von  gleichf5rmigen  Gteschwindi^ 
keiten  31. 

—  von  Impulsen  37. 

—  von  Beschleunigungen  43. 

—  von  Kräften  50. 
Zusammensetzung  von  Kräften,  die 

auf    einen    starren    Körper    wiricen 
199. 

—  von  Verschiebungen  und  Drehungen 
eines  starren  Körpers  191. 

—  von  Drehungsmomenten  197. 


/> 


Verbesserungen. 

S.  17,  Zeile  10  v.  \i.  setze  (25)  und  (26)  an  Stelle  von  (17)  und  (18). 
S.  223  und  224  setze  r'  an  Stelle  von  r. 
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